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ENDOMORPHISMES DU TORE, g-MESURES ET SCHEMAS DE BERNOULLTI
par
B. PETIT

INTRODUCTION

Rappelons tout d'abord briévement la définition d'une
g-mesure [[3]), sur un espace métrique compact muni de sa tribu
de Borel (X,B). Soit, sur (X,®), une transformation T véri-
fiant les conditions suivantes
T.1 Il existe un entier a > 1 , tel que, pour tout
X € X, on ait

-1 ~
Card T {x} = a

7.2 T ®st un homéomorphisme loccal.

7.3 I1 existe 60 >0 , et p> 1 tels que : Pour tout

2
couple (x,y) € X7 , dix,y) <60 implique d(Tx , TyJ % pd(x,y)
(On dira alors gue l'endomorphisme T est dilatant)

T.4 Pour tout € > o, 1l existe N(e) € N*, tel que

pour tout entier n 3 N(e), tout couple (x,y] € X2, il existe

z e T n{y} , tel gue di(x,zl)<e . {0On dira gue les ensembles

o0 -

g T n{yf sont uniformément partout denses].

Donnons-nous alors, sur X , une Tonction numérigue

fr

g satisfaisant

G.1 g est strictement positive sur X ;
G.2 g est lipschitzienne d'ordre a, 0 < o § 1, sur X ;
%
i.e. : il existe L € R_ , tel gue pour tout couple (x,y) € X2

lg(x) - gly)] € Ldix,y)%.

G.3. Pour tout x de X , z glz) =1

ch;q{x}

La foncticn g nous permet de considérer sur l'espace des

fonctions numérigues continues sur X , muni de la norme de la

convergence uniforme, l l[u, la contraction qg définie par
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W foao = F glz) f(z)

On sait alors, [[ﬂ ,[8]) qu'il existe une mesure de probaebili-

té unigue , notée Ug , vérifiant
M. 1 Pour tout Fe€B(X) , 1lim llv (f) -q” ¢l - -
I n—> e g & u
M. 2 Ug est T-invariante (i.e. : pour tout B 565
v (1 '8y = e
g g
M.3 Ug est fortement mélangeante (et par conséguent er-
godique)

2
Pour tout couple, (fq.Fz) e B(X)" , on a

1] m —
lim ug(T fq‘Fz) = ug[F1].ug(F2]

m—>o

On définit ainsi un systéme dynamigue, (XfB.pg,T]

On pourra dans différents articles, en particulier ([Z] etL{])

voir guelques cas particuliers, pour lesguels, l'extension

naturelle [r7J) du systéme ainsi défini est isomorphe 3

un schéma de Bernoulli

Dans le cas général, exposé ci-dessus, il est immédiat que

T est uyr endomorphisme exact ; (X,%,UG,T) a une extensdon natu-
helle isomonczie -~ in K-systéeme.

(Voir principalement[?])

En fait, & la lumiére des travaux de R. Bowen, F. lLedrappier
et P. Walters, (volir par exemple [9]], on peut dire que l'ex-
tension naturelle du systeme (X,B ,ug,T) est un schéma de Ber-
noulli.

Nous nous proposons ici, seulement, d'établir cet isomorphisme
dans certains cas d'espéce. A notre avis, cette démonstration
ne: bien en évidence les utilisations des structures de X et

T . Enongons donc le résultat



3)

Théoreme : Sodient X = T" , B ta tribu de Borel sur X , et
T un endomorphisme Lindudlt par une matrice carrée A d'onrndre n,
a coefpicients entiens telle que :
L) |det Al = a > 1
L4) Toutes Les valeuns propres de A sont, en module,
stndlctement supérieurnes a 1
Soit g une {onction satisgailsant G.1 a G.3 , alonrs

1° - 1L existe une seule g - mesure u_ ; elle virifie M.I

g
2° - L'extension naturefle du systeme (X, B, ug,T) est {s0-
nonohe &vwaécﬁma de Bernoulli
3° - L'entropie h du systime est donnée par h = -fLogg dug

Naturellement, la premiere préoccupation sera de comparer T
avec les propriétés 7.1 & 7.4
L'isomorphisme sera, bien entendu, établi gréce aux puissants

résultats de D.S. Ornstein ([41.[5]] qui ont déja servi

dans [2] et [BJ, et dont on pourra trouver les énoncés dans [1].

Pour en finir, notons les résultats suivants, gue nous utiliserons

dans la suite.

m
M. 4 Pour toute f € h&q(x,@.ugl, aaim ||‘{’g -F—f-deg||1 =0
M.5 Pour tout couple (Fq‘{vl de fonctions mesurables poci-
£ 1les : JST"¢, .f du_ = /% "¢ d
ives ou nulles : T, ug 1'qg 5 pg
m m m-1

M.6 Pour toute f & B(X) ,\{gf(x] = Z-m Mg (T z)f(z)
— zeT . {x} 1

Nous nous plagons maintenant dans les hypothéses du théoréeme.
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ENDOMORPHISMES DILATANTS

. n .
Remarquons avant tout, que la distance sur T peut s'exprimer

dix,y) = In-Fn {[x—y+p|[
peZ

ol, dans le second membre, x et y sont considérés comme points

de Rn et o0 la norme désigne la norme enclidienne de R"
Il est alors évident gue

n,2 ey
0.1 Si (x,y) € (T dix,y) < g

, Yn

D.2 [ |x-y|] < 2 implique [ x-y || = dix,y) .
Démontrons alors
Lemme 1 : Soit T un endomorphisme de Wn induit par une

matrice carrée A , d'ordre n, & coefficients entiers, telle
gue det A|] = a > 1 ; si toutes les valeurs propres de A

sont, en module, > 1, on a

1 - T.1 , T.2 et T.4 sont vérifiées.
2 - I existe un éntier KO > 1, un naombre 60 > 0 et
un nembre p > 2 , tels gue : d(x,y) < 60 implique
o ko

di{T "x,T77 yv) 2 pd(x,y)

dem.: a. T.1 et T.2 sont évidentes avec a = |dét Al , et du

fait que A induit un homéomorphisme de mn sur lui-méme.
b. Avant de démontrer T7.4 établissons le 2.

seess V

Suivant la démarche de Katznelson dans [2], appelons V,].V2 r

n
les sous-espaces de [R  invariants par A , sur lesquels les
valeurs propres de A sont de modules p,l,...,pr respectivement.

Soient po = qupi et R - Suppi 3 notre hypothése montre
1gigr 1€i¢tr
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que P > 1, utilisant la forme de Jordan de la matrice A

et les résultats de [[3], ch: 7) , pour tout i , il existe

deux constantes ai et bi strictement positives telles que,

pour tout X € Vi et tout entier m 3 1, on ait
. k.
agm * oMkl e HIAM T ¢ oym b o M x| (1)
ol Ki = dim Vi . Sachant que toutes les normes de Rn sont

équivalentes, on peut en conclure a8 l'existence de o et B > o,

tels gue pour tout x de R" s
amop| Ix|] < [1A™x]| < g, m" R"|[x]] (2)
On en conclut alors gue : pour tout couple (x,y) € X2 ,

ampz dlx,y) < d(me.Tmy]

dés gque dix,y) < ———15;—— », grédce & D.2 ; prenant m
n_m —_— o}
2m R
My
tel gue p =0 mopD > 2 on a la conclusion annoncée.

c. Avant de démontrer T.4, donnons la définition suivante

Définition Soit T un endomorphisme induit sur Tn par une

matrice A carrée d'ordre n d coefficients entiers telle

gue det A| = a > 1 . On appellere partition canonique associée

a8 T la partition de Tn en a parallélotopes sur chacun desqguels
T est injective, et chacun d'eux ayant Wn pour image par T.
On peut construire une telle partition de la fagon suivante
L'image de [D,1[n par A est un paraliélotope d'aire géomé-
trique ‘det Al , recouvrant un certain nombre de "cubes"™ de

cBté 1, totalement ou partiellement. Considérant les antécédents
par A , des intersections de A[[O,1[n] avec ces différents
cubes, on constate que ces ensembles forment, dans Tn, unz par-

tition de Vn en a parallélotopes géométriquement égaux.
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On peut constater gue dans les hypotheses du lemme 1
n . ” [ ”n P~ A 1 E
A[[D,1[ )] recouvre au moins un cuoe”" de coteé .otalement,

si P est son antécédent par A on en déduit qgue

(x,y) € P° | |Aax-Ay|| < /A

Bémontrons alors T.4 ; Soit §P la partition canonigue &

m
O

T ; En vertu de (3), on a
m_ m
plIx=yIl < Ila "x - A %[ < /A
n /n .
donc ||x-y|]| < — <= donc, grace & D.2 d(x,y) = Jx-vyl

sur un parallélotope convenablement choisi. Tous les paral-
lélotopes P de §> étant géométriquement égaux et d étan
. . . n ® .
invariante par translation sur T , on a : ¥ P € Y, diam Ps
m km

. s . . - s 0
Considérant les partitions canonigues associées a T s e el

notées respectivement 91'92""'?k""' si P e Qk ,» ce gui

précede montre que : diam P <

D'od T.4 [:i

DTB7

Nous supposons, & partir de maintenant gue m0=1

LA MESURE w_

Lemme 2 scit K un ensemble relativement compact dans

14 ([D.1Jn] ; pour tout f € K, posons f la fonction définie

sur T par f(x) = f(x) si x € [O,1[n

-

1 - f —> f est une application continue de 3[[0.1]”]

dans £J[X,§B,ug] ;

N
!

Pour tout € > o , il existe M(e) tel que
m 2 M(c) impligue, pour tout f e K

l|?2 P dug[|1 < €
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dém. 1. Est évidznt en remarguant gue ; € Lm(X,q%,pg} et
que HFIL < 1HFLL, = D19l

2. L'image de K par l'application continue f—> f
, 1
est donc relativement compacte dans L (Xﬂ%.ug], et, par

conségquent, on a 2. en vertu de M.4 .

Soit ﬂz la partition canonigue associée @ T ; on pose,

pour m 2 1 .
ﬁ) m-1
=\ -3
m o T fpg
Lemme 3 : La partition QPO est génératrice ((j])
dém. Soit P un atome de S% . P = mff Tt j{ ol Pi‘e:po
o
2
Soit (x,y) € P ; x et y appartiennent a PO , et on a, par
construction : ||Ax - Ay|l s /n
o
donc, dix,y) < 0 ;
p
Par conséguent : p d(x,y?} < p!|x—y|| s |lax -ay|] ;
vais | |Ax - Ay|] = ;jTx - 1y|| ¢ d(Tx, Ty) car Tx et Ty ap-
partiennent & P1 , et on a alors dlTx,Ty) &
Par conségquent, d(x,y) < ﬁ;
P
) : . /n
Une récurrencefacile montre donc que diam P g ™ (4)
P
On en conclut donc gue tout ensemble de la forme N 1Pi.
0

Pi € 5% , est réduit a, au plus, un point. Tout paoint pouvant
se coder de cette fagon, la pertition fPo est bien génératrice.

I

4
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m

Tl est parfaitement clair gue, pour tout m 2z 1 , T est
m-

p
m ! -1
injective sur les atomes de IPm , et que T (/g T 52] = X,
-m
car pour tout x, et tout P, T {x}NnP est réduit 2 un
point.
11 est également évident, gu'étant donné P € G%], l'applica-

tion gui 8 x, fait correspondre son antécédent dans P par

m , . . m .
T , est uniformément continue sur [0.1[ . Considérons alors

m . _ »
g (x) = 1 g [Tm_lz] zeT "xtA P
m,p )
g D est unifcrmément continue sur [0,1[m et donc prolor-
geable canoniguement en une fonction T . de C[ﬁ@,1]m]
Par définition Ym,p = gm,p .
TN
Lemme 4 On a : sup — P = L, < +w
—_ p (p) 1
mﬁ% g
Pe )m
dem. soit P =" 17t pe . p ¢ P
i i o
0
ug(P) = I1P[x) dug[x)
= S 1 (x) dup_(x)
\fg P( Mo
m-2 -3
Mais %%qP[X) = glz) 1TP[xJ car TP = G\T P¢+1 , et,
ocu Tz = x. Bonc, si z, € P, on a
lua[P) - glz) ug(TP)I s f lglz) - g(zo)| Trp (x) du (x)
ce qui, grace 2 (.2 et & [(4) , donne :
ug(P] na/?
- - <
ey elE) ] € g -
g p
Par un nrocédé de récurrence immédiat
k
ug[f P) K not/2
0 - ——— 5
pour < k & m-1 v g(T zO] S e L (&)
u (T P p

g
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On aura donc

i
m - m-1 p (T7P) 4
- ‘ L1
log v (P} - log I g(Tm ‘2 le x |10g : log g(7 zoll
g 0 . B B
1 i=o w (i P
g
si on pose ¢ = Inf g(x} , c > 0 grédce a8 G.1 , le théoreéme
X€ X

des accroissemen.s finis appligué & log et (5) nous donnent
m m

m-i a/2 1 o
log ug[P) log ? g(T ZO]I < % n ? pa(m-k] = C', <

Passant & l1l'exponentielle, on obtient 1'assertion cherchée avec
S

C1 = g - L Ei'

Enfin, nous terminerons ce paragraphe par le point essentiel

Y
Lemme 5 La famillef{ ?ELE—— > , P € SE} est relative-
NRGCIE
ment compacte dans~c([0’11n)
dém. Grace au théoreme d'Arzéla-Ascoli, il nous suffit de mon-

n
trer que cette famille est équicontinue dans‘C([D,1] ]

Nous allons, pour ce faire, calculer A (m,P,x,x']) = [logym p(x] -

1ogym,p[x']|
On a, sur [qu[n

m
A (m,P,x,x") & L llog g(Tm kz) - log g[Tm kz')l
k=1

ot zeT ™MxIAP et z'eT ™Mx'lAP

- m- . :
Or on sait gue Tm K7_ et T rA appartiennent au méme ataome
m-k m-k dix,x')
de 5>k . De sorte que : dI(7T z, T z2') g —LKK———
p

Par suite, appliguant une nouvelle fois le théoréeme des ac-

croissements finis, il vient

L 1

y 3 O
A (m,P,x,x') g dlx,x"]) - ok

o
S C2 . dix,x"')
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De cette inégalité, nous tirons

| v (x) Y (x') | Y (x) Y fyr

Urns - LD T - lexp log T%*E_‘TT‘ ~- exp log T%;g“——‘—|

|lYm,p||u ||Ym,;T u | . Ym,pl Iy -Ym,p||u!
]

Conc

| .

Y (x) Y (x') |

_$;E_____ LTS ~ < C4 dix,x')®
|

v ol g, ol

((B) s'obtient en appliguant encore une fois le théoreme des ac-

croissements -“nis a la fonction exponentiellel.

Cette inégalité reste vraie sur [D,1]n ; ce gqul acheve la démons-

tration du lemme 5

gm b
Corollaire . La famille {E~4—— , myz 1, P EAGP} est relati-
“glp) "
1 .
vement compacte dans L LXfB ,Lg]

{71

dem : Résulte immédiatement des lemmes 2, 4 et 5.

LE THEUREME D*ISOMORPHISME

Rappelons d'akord le résultat fondamental d'Ornstein.
Soit (X,®,u, T) un systéme dynamigue ergodique : s'il existe une

partition génératrice finie mesurable EPO de X telle. qgue

(B} Pour tout € > o, il exiéfe un entier N(g) tel gue si
C oy pr*g-1,-1
> > > =
m > 1, g >»1 et p 2 N(e)+n, les partitions j% et Sz,q v T :E)
8]
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socient €-indépendantes, l'extension naturelle du systeme

[X,E,U,T] est isomorphe & unschéma de Bernoulli.

Nous allons donc établir

Proposition 1. Pour ¢ > 12 etm0'= 1, La parntition :?0 vernifie (B).

dém. On sait déja gue cette pertition est génératrice (lemme 3).

™ -
Les atomes de )‘ sont de la forme T PQ, ot Q e ?q .

Ecrivons 1la condition d' e-indépendance

: . L I -p
S(m,p,q) 'Pe?m-Qe% l ug(PnT Q)—ug(P) ug(Q]| < g
or u (PAT Pgy = J1 1 dug
- 8
5"?;; 1, 1g dug (cf. M.5.)
Uonc zln,p,g) € 2 z J10 :?p 1 - 1 (P) l du
g P g

Peﬂ?ﬂQequ

O: z 11, donc
Qeﬁ’q

S(m,p,q) <€ PE.L?H\{Z o - Ug”’]“q
m

i p P M m p-m
Remarguant que 1 . 1 = (cf. M.B.J,
grace au lemme 2 et au corollaire du lemme 5, on peut conclure

p

r - Mle 1., - P < .

poutr p-m » M(€) I]\{g p ug( )||,l € Ug(P)
d'od S(m,p,g) < € . Ei
Propcsition 2 . L'entropie h du systeme (X,E,pgT] est donnée
par h= - f, fog d .
X g Hg

dem. La partition '30 étant génératrice, le théoréeme de

Mc Millan montre que


http://pan.tZtA.on
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h = -lim + % log u_(P) . u_(P) . (8)
m—>+00 Pe'j’ g E
m
Or nous savons, (cf. lemme 4) que
m . m .
1¢ m=1 m-1i
- Cpovoleg T gl "z ) § log ugEP) 0L+ leg T glT "z )

1 ' 1

pour tout z e P. Donc
c’ m’ . C

- 1. ; I olog WgT" 'z ) u (Plgu_ & — +
Pe P 1 P B m
m
m o
I log T g(T' “z ) u (P)
1 Pe®n 1 . P g
cl u = — L log u (PY.u _(P)
m m g g
€
Pes
Or 11 est aisé ce constater gue
m m-1i
L log I g(T z ) u (P) = L log g(lz ) p (P) +
1 Poe PeP "oe
PeyP m
m
PZ log g(z'P] U oPY + ..+ L log g(zém]l o) (2]
€-’Pm—'l & Pcy[j &
Comme, d'autre part : 1lim I log g(z_ ) u (P) = flog g du
m—> P&y P g &
m
{8)] et (9) nous montrent donc qgue
h = - Sflog g dug D
CAS GENERAL
Ici nous ne supposons plus mO = 1. Nous devons nous assurer d'abord
de l'existence et de l'unicité de la g-mesure.
. my
Choisisscons m tel qgue am pr = p > 2 (cf. Lemme 1)
Mg mg=-1
Sur X considérons la fonction g'(x) = [l g(T x)
i=1

Cette fonction vérifie naturellement les propriétés G.1 a G.3 .

m

. N 5 o . P
Soit V la mesure associée &8 g' et a T . On remarque immédia-
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K “mg )

tement que \{g'f :\4g £ pour toute fe B(X). La suite

km
{\fg Of } k € N converge donc uniformément vers Vv(f). Or si
on se reporte & la démonstration d'existence (th. 1 de [6]), on
voit qu'il suffit gqu’un sous-suite converge uniformément pour gue
toute la suite {W;F} k € N converge uniformément, ceci & cause
du fait que \4g est une contraction de “(X), propriété qui ne
dépend que de g et non de T .
On a donec v = u_, et, toutes les autres propriétés.

g

Proposition 3 . Le systeme (X,Ss,ug, T) est un facteun ([1])

m
du systeme (X,B ,u, T 9 .

m
dem. Pour tout Pi 65% (partition canonique & T %y, posons
m_-1 s}
Qi =7 ° Pi » les Di forment une partition de X en a paral-
lélotopes sur lesquels T est injective et TQi = X

La partition {Qi}= QO est génératrice. En effet : tout point x

o .

de " X se code de fagon unigue X = (\T-IQi . Chacun de ces
0

ensembles est au plus réduit & un point car

-1i X _-—i+rmg-1 o “Mmod+r1+m,-1

e o]
NT 9, =NT P, ¢ T P,
o i o 1 521 _ gmg 1
= -m.(3j-11}
AR Py -
j=1 jmg=1 '

- . PR m
ce qui nous permet de conclure grace au lemme 3 appliqud a T © .

Si x € X, il existe une suite unique {Pi}csk telle que
a]

Posons $(x)

I
o B8
-
~
_l
o
'.J
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. Mo
- I1 est parfaitement évident gue T = T.9
- ¢ est mesurable : il suffit de voir qgue ¢—1Q = u,P
. . T @] P’::]

~ Ce méme argument montre que ¢ug = Ug

¢ étant sujective, la proposition 3 est établie

Corollaire : L'extension naturelle de (X.gi.ug,T) est disomocr-
phe & un schéma de Bernoulli.
dem. Sropositions 1 et 3 et résultats de [1],[4] et [5}

Proposition 4 . L'entropie du systéeme (X,2>,ug,T)‘eAt donnée

par : h =-1 Roag dug

dem. La proposition 2 , montre que h', l'entropie de
[X,2>,ug,Tm°) est donnée par

m .
h' = - f1log N° g(1M0 " 1x) dug (x)
/l

puisque ug est T-invariante, 11 vient

h* = - m Jlog g_dpg
Or on sait gue h' = moh , et par suite h = - log g dug D
Conclusion : Les propositions 1,2,3,4 et les remarques du début

du dernier paragraphe, achévent la démonstration du théoreme que nous

nous proposions d’'établir.
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