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DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU RESOLVANT 

D'OPERATEURS ELLIPTIQUES. 

par 

D. ROBERT. 

1. Introduction. 

et 
Soit a(x,D) = Z a (x). D un opérateur elliptique positif 

|a|<.m a 

sur un ouvert £2 borné de 3Rn , assez régulier. Soit A une réalisation au-

auto-adjointe, positive de a(x,D) dans L (Œ) (C (Œ) c D(A) ç& H (H)" 
o m 

00 —— 

et A est un opérateur fermé). Supposons de plus que a^6C (Œ) et que 

tn>n. Alors, d'après S. Agmon [l] , pour X jfe <E \ ([O,-K»[) l'opérateur 

(A-X) ' a un noyau continu sur QxQ que l'on note K^(x,y). Dans leur 

article [2], Agmon et Kannaï ont montré l'existence d'un développement 

asymptotique en X de K^(x,x) dans le complémentaire d'une région para­

bolique entourant [o,+°°[. D'une manière précise, on a : 
K.(x,x) <v (-X) to . Z C.(x) (-X)m 

j*o J ^ 0 

uniformément sur tout compact de Î2 pour | X | > 1 et d (X) > |X| 

où d(X) =dist (X, [o,+°°[) et 0 < ̂  • De plus, si pour |a| =m , a^ est 

constant sur Q , alors le développement a lieu pour tout 0<1. Nous nous 

proposons de montrer ici que ce dernier résultat est encore vrai même si 

pour |a| =m , a est variable. La méthode utilisée pour obtenir ce ré-
et 

sultat consiste à construire une bonne paramétrix pour l'opérateur 

a(x,D) -X sous la forme d'un opérateur de Fourier associé à une phase 

adaptée à l'opérateur a (x,D). La notion de phase adaptée a été utilisée 
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par Hormander [p] pour l'étude de la fonction spectrale d'un opérateur 

elliptique auto-adjoint. 

2. Notations. Hypothèses, Résultats. 
0 0 n 0 0 n 

Désignons par ^(IR ) l'espace des fonctions C sur 3R cons­

tantes en dehors d'un compact. On se donne un opérateur différentiel 

a (x,D) » S a

a (
x ) # D d'ordre m > n à coefficients a^ € Ĉ (1R ). 

On fait les hypothèses suivantes : 

(H.) a (x,£) = .£ a (x) • Ç a est réel et |a (x,Ç)|>E. |Ç| m pour 
1 m I et | =ni a m — 

tout (x,C) & IRnx 3Rn , 

(IL,) a(x,D) » a'(x,D) + b(x,D) où a' est un opérateur différentiel 

d'ordre m, formellement auto-adjoint, & d'ordre ^m-l. 

Soit A (resp. A') la, réalisation de a(x,D) (resp. a'(x,D)) 
0 0 

2 n n 
dans L (1R ) de domaines : D(A ) =D(A' ) -H (1R ) . On a alors le : 

0 0 m 

Théorème 2. 1. 

1) Il existe une région j£Q du plan complexe de la forme : 

XQ - {X £ <C , |Im x | > C(l + J x | ) m } 

dans laquelle la résolvante (A - x ) ' existe* 
o 

2) Pour tout X £ % Q , (A

0~^)
 1 es* un opérateur intégral de noyau 

K^°^(x,y) continu et borné sur IRnx 3Rn . 

3) On a le développement asymptotique : 

(2.1) K< o )(x,x) * (-xf • E C.(x)(-X)m où C. e c V ) 
j-o J J * 

au sens suivant : pour tout réel Q< 1 pour tout entier N> 1 il existe 

C(N,0) telle que : 

|K ( o )(x,x) -(-Af l C.(x)(-X)m | <C(N,0) |X| m 

A j <N J 
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pour tout x é l n , X e £feQ , | Im A| >̂  | X| 1 ® / m , | X | j> 1 

où Xa désigne la détermination définie sur (C-(]-°° ,a[)j positive sur 

]o,+°°[. En particulier^ si a^Cx,?) ̂>o pour tout Ç € ]Rn , on a : 

c o W - (2H)"» . { . \ dï . 

m 

Dans le théorème suivant, nous donnons un résultat analogue pour 

des réalisations dans L̂ (îî) où £2 est un ouvert de 3Rn. Soit alors ù 

un ouvert ayant la propriété du cone. Soit A f une réalisation autoadjoin-

2 
te de a f (x,D) dans L (îî) de domaine D(A f) C H (£2) . On considère une 

m 
réalisation A de a(x,D) de domaine D(A) «DCA 1) et on fait sur cette 

réalisation l'hypothèse : 

* 2 
(H^) L'adjoint A de A est une réalisation dans L de 

l'adjoint formel a (x,D) de a(x,D) vérifiant D(A ) £ H (Q). 

m 

Théorème 2.2. 

1) et 2) Comme dans le théorème 2.1. 

3) Pour X soit (x,y) le noyau de (A-X) Alors : pour 

tout Q <l j N entier >_lj p réé£ J> o 3 existe C(0,N,p) >o telle que : 

|K,(x,x) - (-X) . Z C.(x) (-X) | 
A j <N J 

< C ( 9 . . . p ) | | M " ^ • | à W S T | 

peur tout x € Q, X e & o , |X| 1 , |lm X| > |X| 1 - 0 / 1 1 1 

où Z'on a posé : 6(x) « Min {1, dist (x, . 

Remarque 2.3. Si l'on suppose que a (x,£) >o pour tout (x,£)£]Rnx 3Rn 

• m — 

on peut remplacer, dans les estimations précédentes, |1m X j par 

d(X) = dist (X, | o , + œ | ) . 
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Les points 1) et 2) des théorèmes 2.1 et 2.2 sont classiques 

(Agmon [4] ). Le point 3) de 2.1 résultera de la construction d'une para-

métrix et le point 3) de 2.2 résultera de la comparaison des noyaux résol­

vants de deux opérateurs elliptiques. 

3. Construction d'une paramétrix pour a(x,D) - X : 

Nous précisons d'abord la classe des fonctions de phase qui vont 

intervenir dans la suite. Soit 03 un ouvert convexe de 3Rn . 

Définition 3.1. 

On appelle phase classique sur o>xo3 x IRn toute fonction 

<f : a) x 03 x !Rn > ]R vérifiant : 

(*,) <f € C°°(03 X 03 X (3Rn- {o})), 

($2) ^ est homogène de degré 1 en £ 

((J>̂) < x-y,Ç > « o entraîne (f(x,y,C) • o 

(4>4) gradx lf (x,y,Ç)| x = y = Ç . 

Le prototype étant la phase (x,y,£) — > < x-y,£ > la terminolo­

gie est justifiée par la : 

Proposition 3.2. 

1) Toute phase classique Y sur 0 ) X 0 3 x I R n admet la représentation : 

_ 00 
Y (x,y,Ç) » < x-y, <j>(x,y,£).£ > où <j> e s t une application C : 

03xojx(]R n- {o}) > M (IR) où M (K) e s t l'espace des matrices carrées 
n n 

(n,n) à coefficients réels3 <j> étant homogène de degré o en Ç et 

<j>(x,x,Ç) 55 l n -

2) De pluSj pour tout X Q 6 0)^ ^£ existe un voisinage ouvert 03 j de 

x o •»a)i^c:(JL} ? I—^ > ̂ (x^y,?)-? so-it une bijection de IRn-{o} sur 
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IRn-{o} pour tout (x,y) e 0)̂  XOJJ et que l'application inverse ij; véri­

fie : e C°°(a)j xo)j x (]Rn- {o})), ij; est homogène de degré 1 en r\ • 

Démonstration : 

La formule de Taylor donne immédiatement : 

3 n f1 3 2 

3g- (x,y,Ç) 5 5 E ( x k " y k ^ 3x—5F" (y + t<x~y)» 7»^) dt 
k-1 'o k j 

f1 3 2 

Posons : a.fc(x,y,0 - ^ — g y - (y + t(x-y), y, Ç) dt. 
J jo k j 

D'après l'identité d'Euler pour les fonctions homogènes, on a : 
n g 

^ ( x ^ Ç ) 555 2 Ç - Tjr- (x,y,Ç) * S (x k-y f c) a.fe (x,y,Ç) Ç. . 

On obtient donc 1) avec <f> = (a.,).. , . Il est clair que (<j>A) 

entraîne : <J>(x,x,Ç) - 1 . Par conséquent, pour oa! assez petit, 
n i 

Xgfcco'j CC(i) , <l>(x,y,Ç) est inversible pour (x,y) U)j x caj et Ç lRn-{o}. 

Pour établir 2), on est amené à résoudre le problème de point fixe : étant 

donné ï] £lRn , |n| =1, montrer qu'il existe £ € IRn-{o} unique tel que : 

(3.1) Ç = <jf'(x,y,Ç). n . 
00 

Le caractère C de ij; résultera du théorème des fonctions 

inverses. On remarque d'abord qu'il existe C M , indépendante de 

(x,y,rj), telle que toute solution de (3.1) vérifie : ~ <̂  C. 

Désignons par Q la couronne de 3Rn : Q = {£ € lRn, £ |C|^C}. 

On montre alors que £ I > cj> '(x,y,Ç).ri est contractante dans Q pour 

|H| =1• On a : 
-1 n f1 3 -1 
4> (x,y,Ç)-l n+ Z (x i-y £) <j> (x + t(y-x), y,Ç) dx et 

i-1 'o i 

(3.2) f\x,y,0 -fl(x,y,V) -
1 
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Or, Q CQ' = {Ç e ]Rn, - ~ < Max |Ç. | <_ C} et pour tout Ç , 

Ç f € Qf on peut joindre Ç à Ç f par une ligne polygonale composée au 

plus de (r|+l) segments, chacun étant de longueur £|£ P a r appli­

cation de la formule de Taylor en Ç au second membre de (3.2), on trouve 

alors qu'il existe ô >o tel que : 

I^Cx.y.Ç) - fl(x>Y,V)\ 1 { \ï~V I pour (x,y) 6 coj x w j , |x-y| < ô 

et Ç e Q. On peut donc résoudre le problème de point fixe (3.1) pour 

x,y e U)j , boule centrée en X q de rayon assez petit. 

Dans la suite, nous utiliserons les symboles classiques de 

Hormander : 

Définition 3.3. 

Soient 0) un ouvert de 3R n . , k réel, on désigne par Sk(oaxa), 3R n ) 

la classe des symboles p(x,y,£) C sur ca xai x 3R n-{o} tels que pour 

tout compact K C O Û J pour tous multi-indices Bj Y H existe Cv Q 

vérifiant : 

|D* D^ d | . p(x,y,Ç)| l C K ^ g > y ( H £ | ) k ~ , Y l pour x,y € K , Ç G m n - {o}. 

Nous utiliserons également le formalisme des intégrales oscil­

lantes (Hormander [ô] ). On a alors le corollaire suivant de (3.2) : 

Corollaire 3.4. 

Avec les notations de la proposition (3.2) on a : il existe une 

fonction I(x,y,Ç) définie sur u)j x 0)j x 3R n-{o}, I e S°(o)j xo)j , TRn ) , 

homogène de degré 0 en Ç telle que : 

u(x)=(2Iirn e 1 <x'y>S) I(x,y,Ç) u(y) dy dÇ pour tout u€C~(a> ) 

De plus j i(x,x,Ç) = 1 pour (x,Ç) e o)j x ]Rn-{o}. 

Démonstration : On part de : u(x) = (211)"n. e 1 < x ~ y ^ > u(y) dy dÇ * 
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lin 2 n ' Q e 1 < X _ y ' Ç >

X(£.Ç) u(y) dy dÇ 

f o si |Ç| > 1 
où X €. C (]Rn) et X(5) = \ , 

l 1 si |ç| < 1 

D'après la proposition (3.2), on peut faire le changement de 

variables : Ç » <j>(x,y,n) .1} • Il suffit donc de poser I(x,y,r|) = 

I ^ ^ X p ^ > r i ^ ̂  1 • corollaire résulte d'un calcul classique sur les 

intégrales oscillantes. 

Nous allons construire une paramétrix à droite pour a(x,D)-X 

sous la forme : 

£>x(x,D) u(x) = (2Iirn
 (( e

i V ( x ' y ' Ç ) P x (x,y,Q u(y) dy dÇ 

où est une phase classique à déterminer, Y e S (o)j xu)j , IRn) et 

u eC°(tt.). 
O 1 

Posons : p(x,z,y,Ç) =* f(z,y,Ç) - «fCx^Ç) - <z-x, grad ^fix.y.O > 
x 

x,z,y e Wj et Çelt n- {o}. On a d'après la formule de Taylor : 

p(x,z,y,Ç) = Z (z.-x.) (z -x ) a. (x,z,y,Ç) 
l<j,k<n J 3 R k J f c 

(1 3 2 
où a.k(x,z,y,Ç) - (1-t) — g ^ - (z+t(x-z), y,Ç) dt €. S . 

J •'o k j 

Posons pour tout entier h > 1 : 

\ y • - S g^(x,z,y,Ç) (z-x) où g^eS , homogène de degré h en Ç . 
n * |e|-2h U U 

On a le résultat suivant, qui permet de calculer le symbole du composé 

d'un opérateur Fourier-intégral et d'un opérateur différentiel : 

Lemme 3.5. 
00 

Pour tout f £ c

Q(Wj) on a : 

, - i f f r . y .O . a ( x > D ) r £ ( . } . i f ( . . y . ï î ] ( l ) . ï - L a ^ U . O 

L J |o+e |<n ° ' x 

[ D > 9 - « ] „ 
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où a ( f 3 )(x,n) - -K a(x,n) et Ç - grad <P(x,y,Ç). 
3 n B x x 

Démonstration ; Posons G f (x,y,Ç) = e"
1^*' 7»^. a(x,D) [f (.)e^ ( , y , $ )] (x) 

„ . -i *f .„_N-n ff i <x-z,n > 
On a : Gf(x,y,Ç) = e .(211) e 

a(x,n) f (z) e 1 ^ ( z ' y ' Ç ) dz dri 

Pour tout entier H >̂  1 : 

f(z) e i t ( z ^ Ç ) = f ( z ) ei(^(x,y,Ç) + < 2-x,C x>) • 

(V i | f i£) + . ^ ( x . y . O . R < x > 8 , y , ç ) . 
H-l . h h = ° 

Posons F(z) - ( e i P - Z - ^ _ ) (ip)" H. On a alors : 
, n ! 
h=o 

Rf(x,z,y,Ç) = e
1 < Z " x ' Ç x > . F(z). f(z). (ip) H. D'où : 

C,(x,y,Ç) = E ( 2 n ) " n ff e i < Z _ x ' Ç x ~ n > . g . (z-x) Q a(x,n) f(z) dz dn 
1 | e | _<2<h -o J J 

+ H ! 2 ( 2 I D ~ n . e 1 < Z ~ X , V n > g p . ( z - x ) . a(x,n) f(z) F(z) 
| 0 | - 2 H J J U , . 

1 1 dz dr) 

En faisant les intégrations par parties habituelles sur les in­

tégrales oscillantes et tenant compte de : 

x |a+0j<m a ! x 

On obtient le lemme (3.5), On déduit alors la formule de base 

pour la construction de la paramétrix iP^ : soit p é Ŝ (a)j xo)j , lRn) , à 

support compact en (x,y) indépendamment de Ç. Pour o<j <m posons 

et 
a.(x,£) = S a (x)• £ • On a alors : 

2 a 

(3 .3 ) e" l V f ( a (x,D)-A) (p.e l < P) = (a (x, grad f )-X) . P 
m x 

o £ j-1a+01<m-1 J z=x 
o £ j < m 

La paramétrix se construit alors par approximations successives 

en divisant certains symboles par (a^(x,gradx *f )-X) pour \ £ TEL . 
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La perte de précision dans le développement asymptotique de 

K^(x,x) lorsqu'on passe des coefficients constants aux coefficients varia-

-k 

bles, est due aux dérivations en x des termes : (a^(x, g r a d x S7(x,y,Ç)-X) . 

Ce phénomène a été nettement mis en évidence par Pham The Laï [j] . 

Cette remarque conduit à choisir une phase telle que : 
a (x, grad ^(xjy,?)) • a (y,£). Ce qui est possible par le : 
m x m 

Lemme 3 . 6 . (Hormander [5] ) . 

Pour tout x 6 l R n il existe une boule ouverte a) centrée en x 
o 0 0 

et une phase classique sur <jOQ X OJ^ X ] R n vérifiant a^(x,gradx f(x,y,£) -

a (y,£) p<?ur x,yecat , Ç €. lRn. 
m 1 

Démonstration : Pour |Ç| = 1 on rësoud le problème de Cauchy local du 

premier ordre : (a. (x, grad <f) = a (y,Ç) 
m x m 

4 < x-y,Ç > - o alors ^(xjy,?) - o 

, § r a d

x l x l B y - 5 

dépendant des paramètres (y,Ç) décrivant un compact. On prolonge ensui­

te *f par homogénéité en Ç . <P est unique dans un voisinage fixé de X Q . 

Définition 3 . 7 . 

L9unique phase classique vérifiant le lemme 3.6 sera appelée 

phase adaptée à a(x,D) dans le voisinage eu de X Q . 

Soit x £ 3Rn . On se place dans un voisinage ouvert a), de x 
o 1 o 

dans lequel existe une phase adaptée à a(x,D), on suppose 0)j assez 

petit pour que la proposition (3 .2 ) et le corollaire (3.4) soient vêri-

00 
fiés. Soient 0) ouvert, x € a> C C O K et Y g C (OK) telle que Y - 1 

o o o 1 o 1 ^ 

sur 03Q . On pose IQ(x,y,Ç) « x ( x ) * X(y) K x»y»Ç)- 0 n construit alors 
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+00 

sous la forme : ^(x,y,Ç) = S p f c ^(x,y,Ç) où 
. k=o ' 

P k ^ £ S ( d i j X U j , E ). 

io(x,y,Ç) i0(x,y,Ç) 

On pose P 0 > A(x,y,Ç) = ( x > g r a d <p)_X ' a(y,Ç)-X ' 
EU. ^ m 

D'après (3.3), on a : 

e_:L^(a(x,D)-X) (p e 1 ^ ) = i (I,y,Ç) - R >(x,y,Ç) 
O , À O O , A 

r Q j(x,y,^) 
où R ^ est de la forme R (x,y,£) = — 7 — r-• avec 

O , a O , a a iy,g - a 
m—1 n 

r . e S (o) . xii), , 1 ) et r , est une somme finie de termes homogènes 
0 , 1 i l 0 , 1 

de degré positif en Ç . (C'est la propriété de phase adaptée qui permet 

d'avoir cette forme simple pour le reste R > ). On construit ensuite : 

O , A 
^ ,(x,y,Ç) 

Pi 1 (x,y,Ç) » 1 7 où r' , est la composante 
1 > À ( a ( y , ? ) - X ) 2 0 ) 1 

m 
homogène de degré m-1 de r Q j . On obtient par (3.3) : 

e - 1 ^ (a(x,D) -X) (Pj y e 1 < f ?) = R 0 j X(x,y,Ç) -R ] ) X(x,y,Ç) 

rj j(x,y,Ç) rj 2(x,y,Ç) 
où R x(x,y,Ç) = | + 1 ; r a v e c 

m 
m 2 2m™"2 

rj j e S (o)j xajj) ; rj 2 € S (o)j xu)j) et r } j e t rj 2 s o n t d e s 

sommes finies de termes homogènes de degré _> o en Ç. 

On a : e""1 ̂  (a(x,D)-À) [ ( P 0 > A

+ P i ) A

) ^ ^ = I0(x,y,Ç)-Rj ̂ (x,y,Ç) . 

On obtient ainsi par récurrence sur l'entier N>^î des symboles 

p T̂ •» et R.T , vérifiant : 
N ' X % N 

(3.4) e ~ l Y (a(x,D)-X) [( Z p. ) e 1 ] = Î q - R^ 
j=o J ' ' 

( 3 - 5 ) % , x 7 — T I + + T — T ¥ H 
(a -X) (am-X) 
m m 

km-N . _ 
où q , e. S , est homogène de degré km-N si kin-N > o et q , = 0 

IN} IC *—* IN , XV 

si km -N < 0. 
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m (a -A) 
m 

°^ rN k ̂  ^ ' 5 e S t u n e S O T n m e f^ ni e ^e t e r m ^ s homogènes de degré 

positif en £ . 
N 

Posons iPXT -I(x,y,£) - Z P. A(x,y,Ç). On obtient alors : N,A k = Q k,À 

[(a(x,D)-A) o & ^(x,D)] u(x) » u(x) - ^(x,D) u(x) pour 

00 
tout u € C (o) ) • Il vient alors : 

o o 

5> N > x(x,D) u(x) = ( A o - X )
- 1 u(x) - (A Q-X)"

1 o R ^ f e . D ) u(x) 

Notons respectivement par K 5 ^ x et K ^ les noyaux-

distribution des opérateurs x(x,D) et "S^ ^(x,D). On a l'égalité : 

(3.7) KS> N > x(x,y) - KJ[o)(x,y) - J K< o )(x,z) K R ^ ^ y ) dz 

^ 1 

pour tout x,y £ 0 ) q . 

Démonstration du théorème 2.1. 

— f 
Puisque m>n, on a : K , (x,x) = (211) . (x,x,Ç) dÇ. 
D'où par un calcul classique, on obtient : 

iy-1 N -j/ 
K î P N x(x,x) - (-A)

 m Z C.(x) (-A) ™ où les C. possèdent 
' j=o J J 

les propriétés annoncées. 

D'après Agmon f f] , il existe C>o telle que : 

(3.8) |K^ o ) (x,y) I <_ C | ̂  x | pour x , y é l n et A £ m . 

Il reste à majorer KR^ ̂ (z,y). 

On a les estimations élémentaires : 

|am(y,Ç)-Xr
1 <C y^Lp ( 1 +1Ç| +1X| S^ 

i C j ^ j .|X|m .(l + |ç|)"
q, o < q < m 
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d . o a jsji!±!J. < c ( m , J l x | ^ - ' > ( 1 + l s | ) - ^ i - * . . 

U m ( y , D - X ) J _ l 1 0 * ! 

Pour N >n , on peut choisir q tel que -jq+jm-N-l—n-l d foù 

I x l N + 1 — 

iKRjj x(z,y)| 1
 C(jî^-Xj") l X l m P ° u r z » y e w i e t X £ m - P a r consé­

quent, à l'aide de (3.8), on a : pour tout N>_n il existe C N > q 

' o 
telle que : , „ 

. 1 n+2 =2-2- - 1 
(3.9) | Kx(x,y) - K^> N ) X(x,y)| < C ^ . ( ^ U ^ ) .|X| m 

pour x,y £ co et X £ 1R . 
o 

On en déduit que (2.1) est vérifié uniformément sur tout compact 

de ]Rn . Mais en dehors d'un compact K les coefficients de a(x,D) sont 

constants. Par un calcul analogue au précédent avec la phase 

*fo(x,y,£) = < x-y,£ > , on montre facilement que (2.1) a lieu uniformé­

ment sur H n - K. 

4. Comparaison des noyaux et application. 

On se donne deux réalisations d'opérateurs elliptiques d'ordre 

m>n : (ai(x,D), , Q^) i = 1,2 vérifiant (Hj), (H2) et (H 3), où Çl^ 

est un ouvert de lRn ayant la propriété du cône. Soit i £ une région du 

type ££ q - {X £ <C : | im X| _> C(1 + |X|)
 m } dans laquelle (Aj-X)"1 existe 

pour i=l,2. Notons par K,^(x,y) le noyau de (A.-X) On suppose que 

On se propose de comparer k 5 ' ^ et dans fi. 0 Qn . 
A A 1 2 

Pour cela, on pose : a.(x,D) = Z a D (adjoint formel de a.(x,D) 
|a|<m 

et ô.(p) = sup ï ( | a< 1>(x ) - a< 2>( 3c ) | + r a< 1 )(x ) - * a^ 2 )( Jc ) | ) l 

|x-xo|<p||a|=j « o a a J 
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où p est tel que B(p) = {x : |x-xj < p} QZ ftj CI ft2 . 

Proposition 4.1. 

Pour tout réel P^o ô il existe une constante indépendante 

de X Q J À p telle que : 

(4.1) |K< 0(x ,x )-K<2)(x ,x )| <C j jÛ [ I ô.(p) H j^ + ( ^ L ^ / 
A o o A o o — p jlmAj L j» 0 J | IraAj p| Im x | 

pour tout À e 5iQ • 

Pour démontrer (4.1), nous utiliserons le : 

Lemme 4.2. 

Il existe une constante C > o ne dépendant que des entiers m 
2 2 

et n tel te que ; pour tout opérateur T : L (B(p)) — > L (B(p)) 

Im T U I m T ç Hm(B(p)), T est un opérateur intégral de noyau K(x,y) con­

tinu et borné sur B(p) xB(p)j vérifiant : 

(4.2) |Kx(x,y)| < C ( | | T l ^ + | | T * | ^ ) | | t | | ^ + p" n. | T | o 

pour tout x,yeB(p). 0û ||t|L » sup ||Tu|L , o<k<m. 

Mal1 

Démonstration : Le lemme est vérifié pour p=l, d'après Agmon [FJ . Pour 

p quelconque, on procède par homogénéité. 

Démonstration de 4.1. On a classiquement les inégalités : 

Ha 

<*-3> « « I k ^ ^ c - j ^ r x f 1 1
 C A± " x > 1* Bo J l n i

 p o u r u € D ( V ° ± k ± m -

Notons par ||u|L la norme de u dans H, (B(p)). 
K , p te 

f 1 s i I x l f 7 

Soit x 6 C q(3R n ) ; x(x) - i 2 et o _< x 1 1 

[o si |x|> -j 

Posons X p(x) » X C - p 2 - ) . On a alors JD6 x p G O | 1 ~ ] ^J • 

D'autre part : 
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(a.(x,D)-A) (X .u) = X0(a,-X)u + 2 a*(x) C Y D 3 X Q • D
Y u 

v F |a| <.m 

a=6+Y 

On obtient donc à l'aide de (4.3) : 

|a| = k, u e. D(A^) , alors : 

|Dau| < c ] ^ H CA- -A) u| n + Z | D B

X o . D Y u | 1 
'o ,p / 2 - |imX| L' 1

 ' ° > P P ° > P J 

|6+y|<m 

D'autre part : | D

Y u | 0 ) P < C [ ( e p ) _ l y 1 . | U | o > p + Cep)™' 1 y | l « l m p P ] 

où C ne dépend ni de p ni de £ , o < £ < 1. j 

. , m X 
Pour p j> IXI > on peut prendre e = J — d où : 

—-L ^ j 

||D3

 X - DYu|| n < C . - 1 A L _ . ( | x| ||u|| n + |u|| ) si p > \ \ \ * 11 Ap "o,p— p o,p 11 uin,p — 1 1 

On a donc prouvé l'inégalité : ^ 

< * • * > W k p ^ , [ l ( V « " i o , p + 4 ^ ( W W 0 t P + Hlm, p>] 

valable pour ueH m(B(p)) ; X £.<£0 > o £ k £ m et p >̂ | X | 

A partir de (4.4), par récurrence sur l'entier j on obtient : 

« • 5 > M * , p , 2 . i c

j I M V - [ T [ 5 J q - I K A i - » u | | 0 j P > ( i ^ T ) j ( | x | [ u | | 0 i P + H n j p ; 

I x l ^ 
valable pour tout u € H (B(p) ) , o < k < m, \ € & et p > 77-. 

m — — o — im A 

2 -1 ^ - A ^ 
Soit feL (B(p/.j)) et u = (Aj-X) f - (A2~X) f où f est 

le prolongement de f par zéro en dehors de B(p/ . ) • 

Posons S xf = u| B(p^). S x : L
2(B(p/..)) — > L2(B(p/j)) et 

im S^ ç H Q(B(p/ j)). D'autre part, on peut prolonger u en dehors de B(p) 

en un veD(Aj) A D(A 2) et (Aj-X)v g ( p ) = ( a ]-X)u| B ( p ) 

= [ f - (a,-X) (A^X)" 1 f ] • l B ( p ) 

= (a1(x,D)-a2(x,D))(A2-X)"
1 f| B ( p ) 
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On en déduit : 

|(ArX)v|| < C Z ô.(p). IKA^A)" 1 \ 
i=o i 

( 4 . 3 ) et ( 4 . 5 ) entraînent alors : 

( 4 . 6 ) ||sJL n < c. . I" z ô.(p) + (41—rrV 1 
11 X"k,p/^ - j limXl L i = Q i V K' |lmx| p|îm X|y J 

, I x J 

p o u r p > _ . 
On a une estimation analogue pour l'adjoint . Le noyau de 

S. étant K5^(x,y) - K ^ ( x , y ) , ( 4 . 1 ) résulte alors facilement de ( 4 . 2 ) . 

Si p < 4r=r—\—R , ( 4 . 1 ) est vérifiée à cause de ( 4 . 3 ) . 
j lm A 

Démonstration du théorème 2.2 : Elle résulte facilement du théorème 2 . 1 . 

et de la proposition 4 . 1 . en prenant : a^ « = a. Î2j = 3R n , ~ ^ > 

A. - A et A 0 = A. 1 o 2 

L'application classique du développement asymptotique obtenu 

est l'étude de la fonction spectrale des opérateurs elliptiques autoadjoints 

positifs. 

Proposition 4 . 3 . (Agmon-Kannaï [2] ; Hormander [5] ) . 

On suppose en plus des hypothèses précédentes (Hj), (H^), (H^) 

que am(x,£) > o pour tout (x,£) c Î2 x 3Rn et que A est autoadjoint 

positif* Soit alors : e(x,y,t) la fonction spectrale de k. On a : 

e(x,x,t) » yOO.t^ 1 + O(t^ n " 0 ^4 ) t — > + » pour tout réel 0< 1 

uniformément sur tout compact de • yOO 3 8 (211) n . mes {£ :a m(x ,Ç)£l}. 

Démonstration : Suivant Agmon [2} , on utilise la formule de Pleijel : 

|e(x,x,t) - 2 Ï I I Kx(x,x) dX| < (1+ïï z . S | K (x,x)| où ^ - t+i C , 
L( ) 

t>o et L(£f ) une courbe orientée rectifiable joignant à if ne ren-
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contrant pas [p,+°°£ • Pour tj^o > on pose £= t' ®4 . Soit K compact , 

KCfi. Il résulte de (2.2) (p assez grand) que : 
n-9 

|K^(x,x)| £ C(0). t m . Donc, pour la précision cherchée 

e(x,x,t) se comporte comme -TÀJ? (X,X) dX sur K . 

2 i n W ) A 

L'estimation de cette dernière intégrale se fait par un calcul 

explicite en choisissant une courbe L(J*) , compte-tenu de (2.2). 

Remarques 4 . 4 . 

1) Par un calcul plus fin que le précédent, on peut montrer que : 

e(x,x,t) » y. (x)t + 0(t . ô(x) ) t + 0 0 , uniformément 

sur (calcul d'Agmon [ 3 ] ) . 

2) Dans [5] , par une méthode différente, Hormander a établi la proposition 

4 . 3 pour 0 = 1 et Brîîning [4] a déduit de ce résultat que l'on a : 

e(x,x,t) = Y(x). t + 0 [t . 6(x) "] uniformément sur fi. 
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