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HYPOELLIPTICITE PARTIELLE POUR DES OPERATEURS

ELLIPTIQUES ET DEGENERES

par

Jacques ROLLAND

On se propose d'é&tudier l'hypoellipticité partielle (i.e
1'hypoellipticité & partir d'un espace de distributions c®dans la
direction normale) d'une classe d'opérateurs satisfaisant une cer-

taine propriété de quasi homogénéité.

Soient L(t, Dx’ Dt) les opérateurs définis sur R x R par

k+q' +qj 0 ]
L(t,D,,D,.) = ) kralaf+aj D Di

la|+j<m *j

k+qj+q'|alew
ol : mé€WN, ¢q>0, q' > 0, k€2 avec k + qm € N et k + ¢q'm € N et

a € €. Leurs symboles L(t,£,¢) vérifient la propriété de quasi

o

homogénéité suivante :

1] -
LG s AYe, A% = TR L(esE,
pour tout A > 0, t € R, & € R et ¥ ¢ R.

Plusieurs cas ont déjd été traités, en particulier par

Bolley, Camus, Hellfer ([1], [2]), i savoir :

1) @ =1, q'>0 qui est le cas des opératéurs du type de Fuchs;

si L(t, D> Dt) est elliptique pour t # O, il est partiellement hypo-
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elliptique si et seulement si 1'Equation L(t,?,Dt) u(t) = 0 n'admet
que la solution triviale dans qu).

-

De plus si la variété t = O n'est pas caractéristique pour

1'opérateur L (i.e k = - m) on peut remplacer partiellement hypo-

elliptique " par " hypoelliptique " .

2) ¢ >1 q' = 0. Sous des hypothé&ses d'&llipticité on obtient
(cf [ﬁ]) 1'hypoellipticité partielle et on montre que ces opérateurs
ne sont pas hypoelliptique & partir d'espace de distributions qui ne

<«
sont pas C dans la direction normale.

Les autres cas, que l'on se propose d'étudier ici, sont les

suivants :

1) 0<q<1 et q'> 0. On utilise une méthode permettant de se

ramener au cas q = 1 et q'> O.

2) @q>1 et q'> 0. On impose une restriction sur la classe &tu-

1"

diée de manié&re 3 ce que la partie de 1l'opérateur la moins dégéné-

rée " vérifie aussi une propriété de quasi homogénéité, on &tudie
donc
+qi+q’ o i
L(t, D R Dt) = Z aa. tk qij+q IC{-ID D-l
* lal+i<m ] x

rr'<rla|+r']

et on distingue deux cas qui correspondent 3 deux formes de

1'opérateur :

. .
L (t, D, D) = a gkrai+q’ef Lo pJ
rloa|+r'j=rx’ J x
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'
> 1. Sous des hypothéses d'ellipticit@ on montre

[al1at

a) q-q'
que cet opérateur est partiellement hypoelliptique et on démontre
qu'il n'y a pas hypoellipticité 3 partir d'espace de distributions

[~}
qui ne sont pas C dans la direction normale.

b) q-q'§‘< 1. Sous les hypoth&ses d'ellipticité on montre
que L(t,Dx,bt) est partiellement hypoelliptique si 1'équation
Ll(t,E,Dt) u(t) = 0 n'admet que la solutiom triviale dans JF(R).
Si k = -m = -qr et si q'> 1 L(t’Dx’Dt) est hypoelliptique (cf

Grusin [4]) et si k = =-qr L(t,Dx,Dt) est également hypoelliptique.

I. - NOTATIONS ET RESULTATS.

On considére les opérateurs définis sur I x oG I est un
n
ouvert de IR contenant O et  un ouvert de R , par

k+qj+q' a0
L(t,x,D_,D ) = ) aq; (Es3)E aj+q'|a]

£ la]+j<m

k+qj+q'|a| em

ol t €I et x €, me&WN, q>0, q'> 0, k €Z avec k+qmé&iN et

k+q'm &€N.

On suppose que les coefficients a"(j sont C. dans I x Q et

que l'opérateur L satisfait la

Condition 1| L'opérateur L(t,x,Dx,Dt) est elliptique pour t # O

dans I x Qc'est 3 dire :

pour tout (t,x) &I x Q, t # 0, pour tout (T,£)e¢iR x R \{0} on a

z adj(t,x) tk+qj+q'!u‘| go' Tj # 0
la]+j=n
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On note L(x,Dx;Dt) l'opérateur défini par

z -(O;X)tk+qj+q’IaIDa D j

N ‘alrj?m*an X t

On suppose que cet oﬁﬁrateur satisfait la

L(x9Dan )

t

Condition 2 L'opérateur L(X’Dx’Dt) est elliptique pour t # O

dans I x € c'est 3 dire : pour tout (t,x) &I x Q, t # O et pour

tout (T,E)€R x R\ {0} on a

o .
| |z 2 (0> gkradratfel o 3o,
o|+j=m

Remarque. La condition 2 entraine la condition 1 dans un voisinage

de t = O éventuellement plus petit que I x Q.

C) Cas 0 <g<1, q' >0

Dans ce cas nous faisons l'hypothése supplémentaire

suivante

s .
Condition 3 L'opérateur Y a .(O,x)tk+qJ+q loLIDCt D 1 vérifie
lal+jem * F

]
—

n - .
pour tout x ¢ et pour tout w & R avec ]wl 1'équation

. .
| | Z aaj(o,x)tk+QJ+q IoL‘vm DtJ v(t) =0
a|+3=m

n'admet que la solution v = 0 dans f%m“)

On a alors le résultat suivant
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Théoréme 1-1. Si 1l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1, 2 et 3 il est partiellement hypoelliptique dans I x Q c'est 3
dire : pour tous ouverts I'€¢ I et Q'CcQ , pour tout u«2C?I;m'(Q)

tel que Lu & C?Iﬁiﬂ') on a :11éCm(i'xST).

Pour q>1 on se limite a des opérateurs de la forme

C )
L(t,x,D_,D k+qi+q'|o| & ]

t) = 2 aaj(t,x)t

|| +jsm
f]a|+r'j3rr'

-

et 6n distingue deux cas qui correspondent 3 deux types pour

l'opérateur

) = ) a .(o,x)tk+qj+q'|a|Da p i

L, (x,D_,D
! x rlal+r'jsrr! o3 x ¢t

t

ces deux cas étant déterminés par la valeur de q - q'

R

Dans les deux cas on fait l'hypothé&se d'ellipticité

générale sur L(x,Dx,Dt)

Condition 2°' L'opérateur L(x,Dx,Dt) vérifie : pour tout (t,x)el x @

t # 0 et pour tout (7,£) € R x R"\{0} on a

) a . (0,x) eftairatlale 5y,
lo]+igm %
r|lo|+r'j>rr’

Suivant les cas on fait des hypoth@ses supplémentaires

?

(B) Cas q - q' >1, @ >1, q'> 0.

"

Dans ce cas on suppose que Ll(x’Dx’Dt) vérifie

Conditions 3' Pour tout (t,x) € I x  , t # 0 et pour tout

€,8)€ R x®R® {o0lon a
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L, (x,E,T) = ) aa.(o,x)tk+qJ+q lalpo Liy g
rlal+r'j=rr’ ]

On a alors le résultat suivant

Théoréme 1.2. Si 1'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2' et 3' il est partiellement hypoelliptique dans I x @ c'est
=]

&8 dire : pour tous ouverts I'Cc I et Q'C Q , pour tout ueC(I;N(Q))

tel que Luecw(I' x ') on a : uGCw(I' x Q").

(C) Cas q - q'% <1, q'>0, g¢q>1

On note 0 =k + (g-1)r et § = q' - 5,(q-l).
Sur 1l'opérateur Ll(x’Dx’Dt) nous faisons les hypothéses

suivantes

Condition 3" Pour tout (t,x)&€I x Q, t # O et pour tout

(t,8) ¢ B x R®\ {0} on a

g+dlaf+] -0 _]
L (x,E,1) = ¥ a,;(0,x)t LS £* 11 %0
rla|+r'j=rr’ ]
Condition 3"' Pour tout w €R®, avec lw] =1, et pour tout xeQ
1'équation Ll(x,m,Dt) u(t) = 0
n'admet dans Cf(R) que la solution u = 0

On a alors le résultat suivant

Théoréme 1-3 Si 1l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2',3",3"" il est partiellement hypoelliptique dans I x Q
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c'est 3 dire : pour tous ouverts I'cC Q et Q'< Q , pour tout

u C Cm(I,m'(Q) tel que LuéCm(I' x Q') alors on a : uGCm(I' x Q")

Remarque Dans tous les cas, il se peut que les conditions imposées
ne soient vérifiées que pour t >0. S'il en est aussi, en notant

I, = {te1; t >0} on obtient les résultats suivants

@ cas 0<g<1, g'>0

Théoréme 1.4. Si l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1, 2 et 3 affaiblies, c'est 8 dire pour t >0, alors L(t,x,Dx,Dt)

est partiellement hypoelliptique dans I, x Q.

'

Cas q - q' §_>_ 1, q'>0, g1.

Théoréme 1.5. Si l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2'",3" affaiblies, c'est & dire pour t >0, alors L(t,x,Dx,Dt)

est partiellement hypoelliptique dans I, xQ.

© cas q-q'f<1.q'>0,q>l

Théoréme 1.6. Si 1l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2',3",3""' affaiblies, c'est 3 dire pour t >0, alors L(t,x,Dx,Dt)

est partiellement hypoelliptique dans I x Q.
Il est 2vident que les théorémes 1.1, 1.2 et 1.3 sont des
corollaires des théorémes 1.4, 1.5, 1.6, c'est pourqudi nous ne

démontrerons que ces trois théorémes.
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II. PRELIMINAIRES.

I1.1. Espaces de distributions.

Pour s¢ R, Hs(Rn) est l'espace

s/ -
BS@®RY = {(ved'@®™M ; <1+|£|2) 2 ag)e LZ@™}

Pour s€R et réefR, HS(TR, Hr(l‘Rn)) est l'espace

s/.
B R, T ®RY) = {ued @, 8T ®YD; (+1)) 2F, uwn)  LP@,ET@™)}
Pour s€R et r &R, H’T(@®R x R®) est l'espace
5/2 r
B8 TRAR™) = {ued @Y ; (1+[E|%+t2)  ~(+|E]%) icht xu(r,s)Lz.GR:m“) }

Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 2.1 Pour tous ¢ e C:GR X Rn), s¢R, r€ R, il existe une

constante C(s,r,#) » O telle que pour tout u ens’r(m X Rn) on ait

loull < sup|¢] .|| ul| + GG, flull o -
5S> T (RxR®) ™ 55T RxRY) 8577 ™)
(si r = 0, on peut remplacer dans le second membre || u]] -1 par
BHS TT (Rx¥R™)
H (RxR™)

Pour s >0, 1° (R, BT @®’™M)) s'injecte algébriquement et topo-

»T)S

logiquement dans a° (R x Rn).

Nous utiliserons les espaces suivants

(A) Cas ou 0<g<1.

On note 0o = k + (g-l)m et § = q' - q + 1

Si pelN et s &R on note Wén’,g,s R, x R™) l'espace
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p-h
G+6]a|+th 7 +|a|+s
t

Prsgr, ™ ={uc ®,xR") ;¢ eal®,,u @)}

lal+j<m, o + Slal+jeN, 0O<hgp

muni de la norme canonique.

1
Cas oﬁq-q'f >1 aveec q>1 et q'> 0.

pE— |
Si sé/R on note W:’q 1 (IR+ x R™) l'espace

_, ' ST - r__.
WUV @ x Y = {ual®,,5" TP@M ;e Mplue? @ 1% T @™
£
j = 0,...,t

munli de la norme évidente.
]
On note W:,r,q,q (m+x mn) l'espace

m,
S

] - ! : ] -t
W vr,q’q (rR+ % ar) = {u GW:,Q q (rR+x an); th Di u ewZ!q q ((R+x ar)%

muni de la norme evidente.

1

@© Cas od q - q'f < 1 avec q¢>1 et q'> 0.

Avec 0 = k + (q-1)r et § = q' - 5,(q-1) si s¢iR et pe ®

on note W-'P'S@® x R™) l'espace .

g,d8 +

WPt x m™) = fue S R, x R (O+8lal+] i ver’m,, 8 7 &)
»
rlal+r'jerr', o+8|a|+jeN, 0<h<p

muni de la norme évidente.

On note wz’;:Pis(m+ x R™) 1'espace
’ 3
m,T,p,s n, _ TP S ny .9y ] T,D,8 n, 7
o ®, xRY {_uewo,a ®, x®") ; 2D J uew P @, x RY)§

t
j =0,...,m-1r

muni de la norme évidente.
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I1.2. Structure locale des é&léments de Cm(TR+,€D'(fRn))

P © v ol ' .
On désigne par C (fR+,éD (R7)) l'espace des fonctions
. P n
indéfiniment différentiables sur R_ @ valeurs dans l'espace ' (R")
des distributions sur RZ.

On démontre les lemmes suivants

- © ' n «© n '
Lemme 2.2. Etant donnés u &C 0‘R+,§b mR7)),9 GCO(IR+XTR )melN, 0<q<1,q'>0
avec mq&iN et mq'€ N, p&IN il existe s&éR tel que ¢ uéwg’g’s(iR+x Rr™)
?

avec 0 = k + (q-l)? et § = q' - q+1.

' - < ' n @ n
Lemme 2.3 Etant donnés ué&cC (IR+,3) mR™)),¢ GCO((R+ xR ) melN, rem,
r' €N, q>1, q'> 0 avec mqélN mq'€ N, rqelN, r'q'€éN il existe s @R

)
tel que ¢ uGW!:’r’q’q _(fR+x'fRn).

x x
Lemme 2.4. Etant donnés ueC (IR+,Q'(tRn),¢ GCO(IR+X R™) m €W, reWN,

r'ée N, k€Z, q>1, q'> 0 avec k + mq&€N, k + mq'€é N, k + rq &N,

m,r,p,s

k + r'q'élN,pour tout pelN il existe s&lR tel que CbuéWq qlk
9 »

(l'R+x iRn) .

Les démonstrations sont basées sur le fait que si p éW,

il existe s €R tel que ¢ uGHp(R+, Hs(]Rn)) (cf [:81).

III. DEMONSTRATION DES RESULTATS

Cas 0<q<1l, q'”> 0. Démonstration du théordme 1.4.

Pour démontrer ce théoréme on utilise la m3thode des

-

quotients différentiels tangentiels 3 partir d'une estimation a priori.
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IT1I. A.1. Une estimation a priori.

Proposition 3.1. On suppose que l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les
hypothéses 2 et 3. Pour tout xoe 0, i1 existe un entier poz 0 tel que

pour tout entier p_zpo et pour tout s¢/R 1l existe deux constantes

c s> 0 et €P> 0 telles que si

P>

u ng?ép’s(m+ x R®) avec supp u C{(t,X)GI+X Q; [ (e,x) - (O’xo)!|<€p}

on ait :

h
[ s o f It rall pon, el .
Wyls @®, xRY) =0 le,,e ¢ @®™) WPl R x R

(ici : ¢ = k¥ + (q-1)m, §= q' - q + 1).

) 1'opérateur

Démonstration. Notons -Jf(t,x,Dx,Dt

c .
Q) = ) a . (t,x)efraiva’lalpe b, J

D_,D

En remarquant qu'il peut encore s'écrire

- a+8lal +i o i
J:(t,x,Dx,Dt) lalgjam aaj(t,x)t D Dt

on obtient, d'aprés la proposition 3.1 de [1], que
pour tout xoés2 » 11 existe un entier P> 0 tel que pour

tout entier P>p, et pour tout s & R il existe deux constantes C s>O

s
m,P,S

/D
G.5 (m+ X ) avec

et ep>0 telles que si uéewWw

supp u € {(t,x) €I x Q3 | (t,x) - (0,x°)|| < gp]- on ait :

p
<c ?Z”Dh-gu -h o+ || 2
MT Pesh f I 2 Egs Il P87l xR D) J

el ap.s
WP ‘ a W
te,.8 ¢ ®™)  Yo,s +

(o F%s) (R+ x R
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On achéve alors la démonstration de la proposition 3-1
en remarquant que pour toutn > 0 il existe Cn > 0 tel que si ep
est assez petit et si supp U & {(t,x)&€I_x Q; H(t,x)-(o,xo)lkep}

on a

o Pt ul <nllel + e Jlull

~h
h=o L2@®,, & C@®™) Woe RS (@, ™) W

III. A 2. Régularité partielle.

. . m,p,s n _
Proposition 3.2. Si u GWO:G’ (R, x R") avec supp u c{] (t,x) (0,x°)ll<%,§

=

et si D}; Lu GLZ(R+, H (R™)) pour 0<h <p alors

m,p, s+l n
u < Wc’5 0R+ xR7).

Démonstration : On applique la m&thode des quotients différentiels

tangentiels & partir de l'estimation a priori de la proposition 3.1.

ITII. A.3. Démonstration du théoréme 1.4.

Soit ueC (I;&D'(R)) tel que L u € C(I'x Q') et soit
(to,xo) € I' x Q'. On doit montrer que u est indéfiniment différentia-

ble au point (to,xo).

Pour t, # 0 le résultat est classiqiue puisque l'opérateur L

est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t # O.

Si to = 0 soit V un voisinage ouvert de (O,xo) avec

V&I x Q' et soit ¢ € 8D (I' x Q') avec ¢ = 1 sur V. D'aprés le
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lemme 2.2, pour tout entier p>0 il existe s &R tel que

m’P’s

G. 6 xFRn). En particulier, pour tout ¢ & &(V)
9

b u €W (R

+
Z m,p,s n . . S < ' 3
Yu t?q)uéwo’a (lR+ X R ).Choisissons P2P, o0 p est l'entier

associé 3 X, dans la proposition 3.1 et ¢P €&(V) de la forme

?l(t) Qz(x) avec supp ¥ C {(t,x) / H(t,x) - (0,x)[|<€p}. On vérifie

p=h
alors que Dt Lu € LZ(lR+ , B sl m™) pour 0 <h<p.

I1 en résulte : Pu € W?’E’S+IGR+ x R®); en itérant on a
b4

Yu ew?’g’s (R+ x Rn) pour tout s €R.
>

<«
Comme (\ W?’g’s(m+ X m“) cC C (m+ X Rn) en on déduit
P2p ’
-*o
s&€R
que u est indéfiniment différentiable au point (0,xo); d'ol 1le

théoréme 1.4,

]

‘D Cas gq>1, q'>0, q - q'f >1. Démonstration du théor&me 1.5.

Pour démontrer ce théoréme on utilise la méthode des

quotients différentiels -3 partir d'une estimation a priori.

ITII.B.1. Une estimation a priori

Proposition 3.3. Pour tout x&EQ , 11 existe une constante £ >0

et pour tout s €fR, il existe une constante CS €>O telle que si
3

1
lIGW:’r’q’q (m+ x R?) avec supp u C{(t,x)eI+xQ; H(t,x)4(o,x°)[|< e}

on ait :
Iul] : <, Ul ol
i 2 (X} '
w:,r,q,q ®, x mz) s,€ L (m+,as(mn)) W:lf’q’q R, x R™)

1
(En fait, pour plus de simplicité om a divisé l'opérateur L par tk+q r
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Démonstration. Par transformation de Fourier tangentielle on &tudie

l'opérateur différentiel ordinaire, dépendant du paramétre EGJRn
L(x ,&,D_ ) = Y a .(0,x )tq'la|+qj-q'r'ganj
0’7"t it "o t

la]+j<m  *J

rlaf+r'jzrr’

e 2 - k+q'r' .
Nous avons divisé l'opérateur L par t 1 ce qui est

possible car on &tudie 1l'hypoelliplicité partielle.

1°) Etude pour |E| > A ,(A sera fixé ultérieurement)

Pour £ fixé dans R® nous &tudieronms L(xo,E,Dt)
sur 1l'intervalle [0,6[ et nous sommes amené&s a recouvrir cet in-
tervalle pour les intervalles £O,T[ et ]Tz,é[avec T, = GiIEIQ'

(o<-'62<5l seront choisis ultérieurement)

a) Etude sur EO’TIE'

Si Ll(xo’E’Dt) est l'opérateur

qj+q'lal ~q'r’ L0 F
rlal +r'j=rr’ an(o’xo)t : g3

A .. «
on a, grace aux conditions 2,2' et 3' , d'aprés [ﬂ :

I1 existe une constante C>0 telle que :

r' . T,
s+2 (r=3)  (a=q'% )]

2
I Gslgl?y T It ol w2, <ctase®d, v},
0<j<r L®p QR+)
s-1+£'(r-j) (q-q'E') .
+ T asglhT T e F Tl
0<j<r-1 " llm)

[al Ia}

)
2 (q=q'32) ] j 2
pour tout veé{vel (R,); t D "vel (R+)} telle que supp VCEO,T]
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Si 1'on note M(t,Dt) l'opérateur

ao,j+r(°’xo)

a 0, X
o,r( X))

m=-r . .
M(t,D.) = o t33pJd
t . t

J=0

,\ [ 3 3 . - . .
on a, grace aux conditions 2,2' et 3', l'estimation a priori suivante

2,8 5T aj i 2 2ys 2
a+lel® 1 e pla,wll T, o cc+[g]D 7Moo nyv]] T,
j=o L (®,) L @)

pour tout v tel que supp v CEO,'L’][ (cf D])

Nous devons estimer la quantité

r'
s+=(r-2) r', ¢
r m-r T (q=q'= ) N ..
I aslel® e T o edp duy?
=0 j=o Li@®,)

en supposant que supp VC[O,T 1 I:

Des estimations précédentes on obtient

r' ' 2 . .
r m-r g s+2 (r-2) (q=q'2 )7 4 (t33pd v} ”2
it D t 2
Q.Zo jéo( +z| D i t L (R,)
<ctaslelho L v lI?, o« aslglH |l @mer vl %,
L™ (R,) L°@®,)
P I3 '
r-1 s=1+Z(r-3) (q=q'%)
LIoaslglh T e "7 ok v ? }

2 +
=0 L°MR")

On montre alors que pour tout n > 0 il existe A > O,

§ >0 et 6] > 0 tels que si supp v C [O,Tl[ et si |&] > A on a

2. s r mr 2 s+§2r-l) (q_q'E')ll .. 2
aslelhl Moyl <n i T aslgh e T pF «Mpdy|l

2 t t 2
L GR+) L=0 j=o0

LR
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Il est alors facile de montrer quel'on a

r! r'. 2
r n-r s+=(r=-2) (q=q'= )
;T a+leglH T I T
2=0 j=o

t
(w]
o
et
e
_

L2 ®,)

2 s 2 r-1 mr 9 s-1+§'(r—£)
<c {a+lelH® llux .80 0vIl 5,  + 1 [ adeld I
L (IR+) =0 j=0

] 2 Q s j 2
(g=q'2 )" p_ ¢ p I v]]
|}t T t t LZ(R+)

b)Etude sur [TZ,G[.

1

1
On note T, = 52151 b

2 avec 62< 5‘ et on é&tudie l'opérateur
2
L(x,,E,D ) de Hm(Tz,S) dans L°(1,,8 )

-]é
L(xO,E,Dt) v = h

q'c'[g]r q'mj m !
od h(g,t) = [ t v+t €] ‘J/;

-1
Dans l'&quation h 2

f

tqm
on fait le changement de-variables défini par
h(g,t)dt = dy

et le changement de fonctions

w(y) = h

N |-

SO R |
R v(t)

£,(t) = n 2 £y,

On est alors ramené 3 l1'&tude d'une équation différentielle

- . . .
i coefficients peu variables "

pour L(xO,E,Dt) l1'estimation

ordinaire

(cf [5]) et ainsi on obtient

2 . ot s 2
X- (1+|EI )S+|QIlthJ+q lal qr DtJ vll ) 5. C(1+]gl2)sllL(XO,E,Dt)VII )
a|+jgm L7(R,) L"@R,)

+
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¢) Etude sur [0,6[ .

1
On munit l'espace Wi,r,q,q (0,8)de la norme dépendant de §

T, '8
r mer 2 s+;(r-2) (g=q z ) . G ; 2
I I a+lelh Ik 0¥ (¢Yp v | +
[ =0 j=o € MRS 2@®)
2 S+|al qj+q||a|_qu| j 2 1/2
w1 oaslehy e Dt‘v(z)usz]

c|+jsm

Soient ¢1 et ¢, deux fonctions de classe C” sur R telles que :

6,2+ 0,2 =1 avee $ () =0si y28 -op
§,-6,
et 9,(y) =0 si y <&, +p ol 0<p < —F

[
On pose alors, pour i = 1,2, ?i(t) = ¢}(t1€| 1.

1
Soit alors v ¢ W'*T29:9 (0,8) avec supp v < BLS[ on a

llv]] 2 o <ctaslElBHd w2, sl il 2 +

s,E ? + +
0 2
+
” 1 V)”W .’#’q’q'(o,é)
s =1
d'oi
- 2. s
vl <c {a+|g[™” L=, ,&,0,) vl + [Ivll '
W:.r,q,q' o t L@,) w:jf’g’q(o,S)
’E s
2°) Etude pour |&] < A.
Soit Eo € R™ tel que IEOIZ A. Pour tout £ €R™ tel que

l&] < A omn a
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128 ' 2
el ? \ < cllvll? gc{a+e 5% |l tex, & ,0 )l
wmar’q’q (0,6) m,r,q,q (O,{G) 0 (o] t Lz(fR )
S, E Ssgo +
vl -
W 39,94 (0,5)}
5-1950
d'od
2 2.s 2 2
1l o cla+ el 5% Lx_,&,D )v ] + [+l '
wm.r,qu (0,8) o t Lz(m+) w“}:’]-':g.sq. (0,5)%
s, & =0

3°) Fin dé la démonstration de la proposition 3.3.

)
Soit u éWI:’r’q’q (\R+ x R™) avec supp u < [0,6[ x RD,
A
En appliquant les estimations précédentes 3 u(t,f) et en intégrant

par rapport 3 & ¢R" on obtient

Hull <c¢ {|lt(x_,0_,D )ul| + flu | )
W:ar’q,q'(m+x R ) o’ x’t LZ(R+’HS_(ar) W—I:ZIr’q’q’«R.*xar)‘

En utilisant le lemme 2-1 on atteint le cas des coefficients variables

et ainsi on a la proposition 3-3.

ITL.B.2. Régularité partielle.

Proposition 3.4. On suppose que l'opérateur L(t,x;Dx,Dt) vérifie

les conditions 2,2' et 3'. Pour tout xoG 0, 11 existe une constante

. 1]
e >0 telle que si u ¢ wz,r,q,q (m+ X m“) avec supp uc{(t,x)eI+xSL

s+1

| (e,x0- (0,x )] < e}) et Luet’®,, BT ®™) pour scR alors

1
u € W:;f’q’q GR+ X Rn).
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Démonstration. Elle consiste 3 appliquer la méthode des quotients

-

différentiels tangentiels 3 partir de l'estimation a priori obtenue

3 la proposition 3.3.

IITI.A.3. Un résultat de dérivées intermédiaires.

Lemme 3.1. Soient s €R, s'€ R et pelN. Si u€L2(1R+, Hs((Rn)) et si

; 1egr-
p? ueL?(®,, B®'(R?)) alors DJ werl@,, 8905 7 @M).

IITI.A.4. Démonstration du théoréme 1.5.

(-4
Soit u € C(I_, D'(Q) tel que L u € C?I; X ') et soit
(to, xo)é IL x Q'. On veut montrer que u est indéfiniment dérivable

au point (to, xo).

Pour to # 0 le résultat est classique en utilisant la

condition 1.

Pour t, = 0, soit V un voisinage ouvert de (O,xo) dans
R [e-]
I, x Q' avec V CC I' x Q' et soit pcC, (I' x Q') avec ¢ = 1
sur V. D ' aprésle lemme 2-3 il existe s € R tel que
¢ u € wm,r,q,q'¢R+ x R®). Soit alors @ € C:(V) tel que (t,x) =
@](t) Vz(x) avec suppy € {(t,x)e I' x Q' ; H(t,x)“(O,Xo)||< e }

ol ¢ est défini & la proposition 3.3.
2 s+1 !
On a LMu) € L°@,, B @®")) domeyuewy: T @, x&™).

En ité&rant ce procédé on a
1
QYué Wt,r,q,q (m+ x R®) pour tout seR.

Soit maintenant P, £ W et soé R et soit 3 montrer que

p
p °

2 - 212
. (Pu)el "R, H50(@®™)). D'aprés le lemme de structure des&léments
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+

s P | Y
de CmGR+,H q(mn)).il existe s'é€ R tel que Dto (Ppu)e LZ(R+HS GRn));

ppgl(s'-so =5 - Comme Yu & LZGR+,HSGRn))
)

on choisit s&€MR tel que s +
on a le résultat annoncé grdce au lemme 3-1.

Ainsi on a démontré que a est indéfiniment dérivable au

point (0,x_).

@© Cas q71, q'>0, ¢ - q'= 41. Démonstration du théoréme 1.6.

On utilise encore la méthode des quotients différentiels

d partir d'une estimation a priori.

IITI.c.1. Une estimation a priori

Proposition 3.5. On suppose que l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie
les hypothé&ses 2,3" et 3"'. Pour tout X €Q, il existe dn entier

po‘zO tel que pour tout entier p zp_ et pour tout s € R il existe

o
deux constantes Cp S >0 et Ep > 0 telles que si
”
u € W:’::pis (R+ fon) avec
’ ?

supp u c{(t,x)e I, x 2, H(t,x) - (O,xo)H < €, } on ait :

}

e llm,e,p,s

W R
9,9’ ,k ¢

cc (el , e el .
Jx BT P ﬁiol e T ED “&2’2:";5 'R, xR

Démonstration. Par transformation de Fourier tangentielle on est

ramené 3 1'étude de 1'opérateur différentiel ordinaire

) k+q'lal+qi yo j

= . (0 t E° D

L(XO’E’ Dt) |a|+j<m an( ’XO) t
rla|+r'j>rr’
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1°) Etude pour ]EI > A (A>0 sera fixé ultérieurement).

Pour & fix& dans R avec | & | > A on se propose d'étudier
L(Xo’E’Dt) sur l'intervalle [0,6[ .

Pour cela on recouvre cet intervalle par [p,Tl[ et_JTZ,S[ od
-1

T, Gi |E| avec 0< 824 Sl' (S o, 61> 0 et 52 0 sont

choisis ultérieurement au cours des calculs).

a) Etude sur [O,TIE .

D'aprés []J les conditions 2, 3" et 3"' montrant qu'il
existe un entier P, > 0 tel que pour tout p_ipo, entier, il existe

une constante Cp> O telle que si v € W?’§(R+ X m“) on a
3

— p-h -
; 2 aslel® 'alt"""”a'*iuh*ivu 2

h=o rla|+r'j<rr’ t LZGR+)
-h
+s
<o fanan T Tt 2,
P h=o L (R+)

En remarquant que les conditions 1.2,2' et 3" impliquent
q

des propriétés de régulatés pour 1l'opérateur

m-r  a_ j+r(O,XO) ai 3
= 2
M(e,0) = I ey £ D,
j=o o,r o
on a
~h p-h
p m-r s . . 2 ~+s
DT ade® T iletia v, < o Saslg® ® ok worll
h=o j=o L7(R, h=o L@,

En regroupant ces inégalités on obtient
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p m-r o] %;LS : :
) I asll? | erslalss phed eatpt 4y 2)
h=o rl|a|+r'j<rr' f=o L"®,)
Pchy
< ol Faded T T din v, +flp Paemer vl 3, )
h=o0 L"R,) L"(R,)

On montre alors que, pour tout n > O il existe

51> 0O et A > 0 tel que si supp v C [b,rl[ on a

P PZh.
Z (1+l€‘2) ”D:(L-MOLI)VI|22
h=o0 1 (m+
< mer 2 Ia!+%tl+s o+8|al+j _h+j _ql_ % 2
¢ nf ) I a+lel® e 3ophtieaty M
h=o rla|+r'j_<_rr' =0 LR,
On en dé&duit que si |E|> A et si supp v C [O,T1[ :
P _ B, L1
m-r s+ (_1_. R .
) ] P aeley @ hslales ol ety ®)
h=o |a|+r'j<rr' %=o L7(®R))
2 ?;‘h‘*s h 2
< c P aslel? o) v vl }.
h=o L"(R_)

b) Etude sur ]TZ,GE

-

On note T, = GZIEI

l'opérateur L(XO,E,Dt) de Hm+p(T2,6) dans Hp(TZ,S)

avec 0< 62< 61 et on étudie
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-1 -1
Dans l'équation h é Lv=="4 6 £

q'r' r' q'm m 1/
O Il A L R
t

on fait le changement de variables d&fini par

h(g,t)dt = dy

o-
et le changement de fonctions W(y) = h tk+qmv(t)

£,(r) = h “£(r).

N Nl

On est alors ramené 3

1'é8tude d'une équation différentielle
ordinaire 3 coefficients par variables " (cf [{l ) et on obtient
> 2 s+ol keqi+q’laly 3y, 2 2, pot
(+lgl% t p I MvIl®, < ca+gl®)®wil 2
a|+j4m L°(R,)
rla +r'j>rr’

®,)
si supp v C ]TZ,SE

Ensuite par récurrence sur p €N on obtient

P-h
2.5 T k+ai*q'lal j+h il
) ) (+[g]%) e e Yi2e)
h=o |a|+j4m
rlo|+r'j>rr’ s -h )
< c E ER llnzl.vH )
h=o0

¢) Etude sur |0, 6[

En utilisant les fonctions 4)1 et ¢, définies au
et en utilisant la méme méthode on a

p-h
T,p,s 5 < cf D) (1+I€lz) ) " o B L vllzz }
q'k,g (029 h=0 t L2@,)
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2°) Etude pour |&lg

Soit EoétRn fixé avec IEoiz A. Pour tout Eémn tel que

€] <A omn a

1% e [EleAe

2
Mk <liof < ot fase x5 0 v, )

wm,r’fksg(o, wm’r’p’k 2 (0,6)  h=o L°®R,)

d'ol, en utilisant des formules de Taylor,
p-h

=+ s 2

1 ry

v <ot Sa+lgld Ip, PLex ,E,D il 5+ II N }

wm:r,P, E(0,6) h=o t (¢} t wm,r,P,s 1( 0,8)
’q. ’k’

3°) Fin de la démonstration de la proposition 3.5

m; r,p,
R
q9,9',k ¢

A
en appliquant les inégalit&s précédentes 3 u(t,§) et en intégrant

Si 1'on prend u € W X m“) avec supp u C|0,5|x ®"

par rapport 3 §& R® on a

[l u] <cd fHD L(x_,t,D_,D )vH s+R70
wq’;;i R,x R_ h=o ’ L20R+,H a‘_(nzn)
+ ”U” Wm,r,p,S'l (R fon)
q’q',k +

On passe au cas des coefficients variables en utilisant

le lemme 2.1 et des inégalités de Hardy et ainsi omn ala proposition 3.5.

III.C.2. Régularité partielle

m r’p’

4.9,k (m+x m“) avec h
] H

Proposition 3.6. Si u ¢ W

supp u < {(t,x) eI, x @ ; Hee,x) - (O,XO)H < gpj N
h 2 Prhis+t 4
t Lu e L (R+’ LN (R7)) pour 0<h <p alors
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m,r,p,s+l

EW
Y= "q,q",k

(R, x R")

Démonstration On applique la méthode des quotients différentiels

-

tangentiels 3 partir de l'estimation a priori de la proposition 3.5.

III1I.C.3. Démonstration du théoréme 1.6.

Soit u 6?I+,ﬂ)'(9)) tel que L u € CQ(I+ x ') et soit
(to, xo)e IL x '. On doit montrer que u est indéfiniment diffé-

rentiable au point (to, xo).

Pour to # 0 le résultat est classique puisque l'opérateur

L est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t # O.

Si to = 0, soit V un voisinage ouvert de (O,Xo) avec

v € I'+ X Q' et soit ¢ €< 1>(IL x ') avec ¢ = 1 sur V.

D'apré&s le lemme 2.4, pour tout p entier > 0 il existe
m, r,p, n : :
s €R tel que ¢ u éWq Q' (iR x R7). En particulier pour tout

)

r P,s n
YeDV) Yu=4v9 uew‘g’q,k R, x R

Choisissons pE:po ol P, est l'entier associé 2 X dans 1la
proposition 3.6 et P € D(V) de la forme l.pl(t) Y, (x) ‘avec
supp Y ¢ { (¢, x)élR x R" Il (e, x) (0,x )|| < g } On vérifie alors

que D L(~Pu)6L (R, 6 ~l-S+I(\R )) pour 0<h<p.

Il en résulte : Yue wm,r,p,s+l(m x R®) ; en itérant 1le procéde

q,9"',k +

on a : Lpue Wz,:,?ks (YR+ X fRn) pour tout s €R.

r) m,r, p, n ®© n P
Comme p>po Wq,q (R x R°¢CC GR+ X R") on en dé&duit

e sz ps D . . . 1~ .
que u est indéfiniment différentiable au point (O,xo); d'od le théo-

réme 1.6.
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IV. REMARQUES.

Remarque !. Lorsque nous sommes dans la classe décrite en C 1l'opéra-

teur L(t,x,Dx,Dt) peut €tre hypoelliptique. Par exemple lorsque
k = - qr = - m l'opérateur entre dans la classe é&tudiée par

dans [4] on a alors le résultat suivant :

Si ¢’>1 et si les conditions 1, 2 et 2' sont satisfaites

alors L(t,x,Dx,Dt) est hypoelliptique.

Remarque 2. Pour les opérateurs du type B, on montre que lorsque les

coefficients possé&dent une propriété d'anmalyticité il n'y a pas hypo-
ellipticité @partir d'un espace de distributions qui ne sont pas C%

dans la direction normale.

La démonstration consiste 3 employer les m&thodes utilisées
par Helffer ~Zuily dans E6]et par Bolley - Camus - Helffer dans [b]
pour l'opérateur Ll(t’x’Dx’Dt) et a remarquer que l'opérateur
"

L(t,x,Dx,Dt) -~Ll(t,x,Dx,Dt) est " suffisamment dégénéré pour ne

pas perturber la méthode.

V. Extensions 3 d'autres classes d'opérateurs

1°) On peut considérer des opérateurs de la forme

L(t,x,Dx,D

. ' .
t) = 7 aaj(t’x) tfk+q.]+q |a|]‘D§ D ]

la|+jem t

ol [k+qj+q'|a|] désigne le plus petit entier > O supérieur ou

égal a k + qj + q'|al .
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On introduit un opérateur principal associé

NA k+qj+q'|alja | ]
= L(t,x)¢t D_ D
ol +hcm g (£0%) x Ve

k+qi+q'la] € W
et les conditions 2,3 (ou 2,3' ou 2,3",3"') portent sur o .

2°) Dans les cas B ou C, c'est & dire lorsque q>1 et q"'»0

on peut consid@rer des opérateurs de la forme

—

L

rlal+r'jorr’

. [ .
(t,x)c<rai*a lafpe p3 & I

a, T L(t,x%) th Di'Di
] x rlal+r'j<rr’

an

la|+ism

= L(tsxny9Dt) + Q(t,X,Dx,D ),

t

1q forme des%aj devant &tre

'3 =k + q'r' + (q - q' E')' si q- v£'> 1
o q'r q-a' 7] q-q'% >
1
= 3 '—'£<
laj o+ 8lal+ j si q-q'2 <1

avec 0 = k + (q-1)r et & = q'Z,(q-1)

Les conditions 3' ou 3" et 3"' portent alors sur

1'opérateur &f (x,0_,D,% = L (x,D,,D) + Q(0,x,D_,D,)
VI.EXEMPLES.
° 'z 2 2 . PR . s
C) 1. L'opé&rateur t D + Dx + i Dx vérifie les conditions
t

1, 2 et 3 pour t> 0, il est donc partiellement hypoelliptique sur

R, x R" (q =

+ » ¢ =0, k = 0)

N -
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. 2 . PR ..
2°. L'opérateur Dt + t Dx + i Dx vérifie les conditions

1,2 et 3 pour t3$ 0, il est donc partiellement hypoelliptique sur

R+an. (q=%, q' =1, k = 1).
1°. L'opérateur t’ Di + 0t Di + t3Di + Di vérifie les

conditions 1,2,2',3' pour t >0, il est donc partiellement hypo-

elliptique (onm am =4, r =¢' = 2 q =2 q' = k=-1).

N
"

2°) En tenant compte de ce qui a &té& dit au V on a le méme

résultat pour
7 .4 4 3.2 2 2

t Dt+th+tDt+Dx + t Dt+DX
3
car t2D + D = t[/Z]D + D
t X t X
] ] - 3 2 2 . » .
3°) L'opérateur t Dt + Dx + 1t Dt est aussi partiellement
hypoelliptique sur R, X RrR" On aq=2, q' = %, m=2r'"=2@¢eetr =
k= - 1).
. A 8 _ 4 2 2 2
! =
C) L 'opérateur L t Dt + t Dx + Dt + t Dx
est partiellement hypoelliptique sur R+ x R%. Ici on a m = 4
r=1r'"=2=2 q=2, q' =3, k = -4
D'aprés V on obtient que 1'opérateur
L = t4 D4 + t8D4 + D2 + tzD2 + AD
t X t X X

est partiellement hypoelliptique sur R, x R® si A # +(2a+1),neN.
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