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THEORIE SPECTRALE
D'UNE CLASSC D'OPLRATEURS DIFFERENTIELS HYPOELLIPTIQUES

Pham The Lai
Institut de Mathématiques et d'Informatique
Université de Nantes
B. P. 1044 - 44037 Nantes Cedex - France

§ 1. - INTRODUCTION

Nous considérons dans ce travail un operateu. différentiel
a(x,D) d'ordre m défini sur un ouvert conmnexe @ de R" , dont
les coefficients sont réguliers. Nous supposons que a(x,D) appar-
tient 3 une classe d'opérateurs différentiels hypoelliptiques. qui
sont décrits au § 2 3 1'aide d'une paire de fcnctions poids intro-
duite par R. Beals et C. Fefferman (3).

Nous supposons ainsi que a(x,D) est formellement auto-adjoint
et que, par normalisation, Re a(x,f) - + « lorsque [§] + + =
pour tout X e Q .

Considérons une réalisation auto-adjointe A de a(x,D) dans
LZ(SZ) (semi~-bornée ou non) et soit A= [t dE(t) sa résolution
spectrale.

Nous montrons que, pour t ¢ R, la projection orthogonale E(t)
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a un noyau e (x,y) qui est C?w(Q x ) ; cc noyau cst la fonction
spcctrale ; nous décrivons pour simplifier sa restriction a la dia-
gonale :

lorsque t * - ® , nous montrons que et(x,x) est a décroissance
rapide uniformément sur chaque compact de &

b

lorsque t ~ + @ , nous la comparons avec la fonction :
(1.1) e, (X,X) = (Zn)'“f dg
Re a(x,g)<t
qui sera le terme principal, le reste &tant précisé d 1'aide d'un
réel & > 0 qui, en pratique, est déterminé par la donnée de
a(x,D) (8 est défini au § 2 par (2.8)).
Le résultat, lorsque t -+ + ® , est le suivant, valable pour

tout X ¢
(1.2) (6% = (1+ t7%())e, ()  te

pour tout 0<6<1/2.

(1.1) est obtenu par la méthode de S. Agmon et Y. Kannai, qui
consiste 3 étudier un développement asymptotique du noyau de la ré-
solvante de A en dehors d'une région parabolique et en déduire
(1.2) par une formule taubérienne de A. Pleijel.

Nous obtenons donc aussi dans ce travail un développement asymp-
totique concemnadnt la résolvante. I1 redonne, avec les mémes préci-
sions, les développements des cas connus elliptiques (cf. (1), (4),
(12)) ou semi-elliptiques cf. (M).

Signalons que N. Nilsson dans (11) a obtenu (1.2), avec seule-
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ment un reste logarithmique, dans le cas ol a(x,D) est formelle-
ment hypoelliptique. Bien entendu, dans le cas elliptique, on sait
que L. Hormander (cf. (6)) a donné la meilleure estimation avec
=1, 6 étant gale d 1/m dans le cas elliptique.

Par nos méthodes, il n'est pas difficile de voir que (1.1) est
valable pour 0 <0 <1, si 1'on suppose en plus que Re a(x,t)

a des cocfficients constants.

Le plan de ce travail est le suivant :

Au § 2, nous donnons une description de la classe d'opérateurs
que nous considCrons. Nous y donnons divers exemples permettant
d'illustrer (1.2).

Au § 3, nous rassemblons les lemmes techniques concernant les
majorations d'une paramétrix approchée de A - A .

Au § 4, nous donnons le développement asymptotique du noyau de
la résolvante (A - k)-’ » 1orsque A parcourt hors d'une région
parabolique.

Au § 5, nous donnons les résultats concernant la fonction spec-
trale. Le résultat (1.2) est le corollaire 5.4 de ce paragraphe.

I1 y a deux appendices. L'appendice A sert 2 prouver un résul-
tat de régularité locale d'une classe d'opérateurs (pseudo) diffé-
rentiels 3 laquelle a(x,D) appartient. L'appendice B rappelle
un résultat}de N. Nilsson concernant la fonction définie par (1.1
et prouve quelques résultats techniques d'une intégrale de Stieljés
1iée 3 la résolvante,

Nous remercions le '"referee'" de la commmication du travail de



XIv-4
A. Tsutsumi (14) ; cet auteur Studie le noyau de la résolvante et
la fonction spectrale d'unc classe d'opérateur différentiel hypo-
elliptique proche de la classe (p,8) de L. Homnander et donne

seulement un encadrement de la fonction spectrale.

§ 2. - UNE CLASSE D'OPERATEUR DIFFERENTIEL HYPOELLIPTIQUE
Nous considérons un op€rateur différentiel d'ordre m ,
a(x,D) = I aa(x)D“ (*), défini sur un ouvert connexe f de R" ,

o
dont les coefficients sont C (@) , bornés, ainsi que toutes les

dérivées. Rappeclons que, suivant L. Hormander, a(x,D) est dit

hypoelliptique si
supp sing a(x,D}u = supp sing u ueNEQ .

Dans le cas 4'un opérateur P(D) 3 coefficients constants
d'ordre m , on sait que 1‘'hypoellipticité de P(D) entraine
1'existence d'un réel & vérifiant 0 < § < 1/m et une constante

C>0 tels que :
2.1) I°p@) | < cpE)] + 1n'dlel

pour tout £ ¢ R® , o« multi-indice.
Dans le travail (11) de N. Nilsson, cet auteur considdre un
opérateur a(x,D) tel qu'il existe un polyndme P(£) hypoellip-

tique de méme force, au sens de L. HSrmander, que le polynSme en

(*) Avec fa notation usuelle

3 Q] . 9 an
® = (-i '57(1-) eee (-1 37;) pour a = (a],...,an)
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£, a(x,8) , pour tout x e &, Un tel opérateur est dit formel-
lement hypoelliptique et de type P . On sait qu'il est hypoellip-

tique.

Nous considCrons ici le cas od a(x,D) n'est par nécessaire-
ment formellement hypoelliptique ; cela permet de traiter des
opérateurs qui possdent des types de dégénérescence forte (par
excmple, voir 1'exemple 4 de ce paragraphe).

Dans (2), R. Beals a prouvé 1'hypoellipticité d'une classe
d'opérateur pseudo-différentiel vérifiant des conditions de domi-
nation (analogues & celles de (2.1)) exprimées 3 1'aide d'une paire
de fonctions poids ¢ , ¢ , introduites dans (3) par R. Beals et
C. Feffcrman.

Rappclons ici les hypothéses concérnant ¢ , ¢ . Deux fonc-
tions continues sur R® xR" , ¢$(x,8) , ¢ (x,) , sont dites
une paire de fonctions poids s'il existe des constantes 0 Le<1,

0 <u< 1, des constantes génériques c, C telles que :

. _ 2,1/2 -

(i) c L 9(x,B) £C&> = (1+ [E] 5 e<B> < o(x,E) < C
(ii)  e<&>" £ 0(x,8) ¢ (x,E)

(iii) ¢(x,8)/ e (x,8) = (¥,E)/ ¢ (y,E) 1lorsque <& =~ <n>
(ol A =B signifie que c < A/B < ().

(iv) 6(x,8) = ¢(y,n) et ¢ (x,8) = ¢ (¥,E) 1lorsque
ly = x| <ce(x,8) et |n-g| < Cp(x,8) .

A 1'aide de ¢, ¢ , nous faisons les hypothéses suivantes sur
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le symbole a(x,g) de a(x,D) :
(I) I1 existe m' > 0 tel que, pour tout compact oc Q , il

existe unc constante C > 0 telle que :
T
c<e>™ < |Re a(x,8)]

pour X € O , geR, lEl2cC.
(II) Pour tout compact 0 CQ , tout a, B multi-indice, il

existe une constante C > 0 telle que :
|%Pa(x,0)| < ClRe ax,6)l¢7Iel o718

pour xeo, Ee¢R , [E]2C.

Un tel opérateur est hypoelliptique d'aprés R. Beals.

Pour simplifier 1'énoncé, nous dirons qu'une propaidts P(x,E)
est vrale génériquement si pour tout compact ¢ C Q , il existe
C>0 telle que (P(x,8) soit vérifiée pour xe o, |E]2C.
Si 1'énoncé fait intervenir des constantes, ces constantes dépen-

dent de o .

REMARQUE. - Comme les résultats qui vont intéresser sont de carac-
tére local, il est évidemment possible de considérer une paire de
fonctions poids ¢ , ¢ , continues sur Q * R® et satisfaisant
les hypothdses (i), (iv) génériquement. Mais ume réduction clas-
sique (cf. (2)) du local au global montre que 1'on peut se rame-
ner 3 R* xR .

Notons < , > 1le produit scalaire dans L, @)
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<u,v> ‘= fn.u(x)vixidx .

Nous ferons, dans toute la suite, 1'hypothdse que a(x,D) est

formellcment auto-adjoint, c'est-3-dire
<a(.,Du.v> = <u, a(.,D)w

pour u, Ve DE) G

On peut alors écrire :
a(x,D) = a (x,D) + a (x,D)

ol le symtole de a (x,D) est a (x,£) = Re a(x,£) et le symbole
de al(x,D) est :

(2.2)  m&g) =imae) =g [ Lot ame .

Alors, (2.2) et les hypothéses (i), (II) prouvent que 1'on a,

génériquement :
(2.3) IGED:al x,E)] < CaBIao(x,g)|¢‘la|-l¢-|3|-1 ‘

Alors (2.3) et les mémes hypoth&ses prouvent que 1'on a, géné-

riquement :
2.4) laga, (8] < G la, (xe)l67lel oo I8l

En vertu de (2.3), (2.4) ; de 1'hypothése (I) et de la comnexi-

té de @ , alors, oubien a (x,£) a pour limite +o , ou bien

" Cam————

() Q) est Ll'espace de L. Schwartz des fonctions %@ a
support compact.
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a,(x,E) a pour limite - «, lorsque |&[ + = pour tout x e Q.
On pcut donc supposer que, pour tout X e &
(2.5) lim a_(x,§) =+ =.
|g]-+e
Quitte 3 remplacer A par A + cte , on peut supposer aussi

que :
(2.6) 1< ao(x,E)

pour x e®, E¢R",
On trouvera 3 1l'appendice A le résultat de régularité local
suivant concernant a(x,D) : pour toute fonction n ¢ Q) , il

existe une constante C > 0 telle que :
2.7 Inul 5+ < cClatx,D)uly + luly)

pour tout u e L,(Q) tel que a(x,D)u € L,(Q) (o0 m' est le
réel > 0 donné par 1'hypothése (I).
Dans. (2.7), | |g , pour s réel, désigne la norme de 1'espace

de Sobolev usuel- H, GRn) .

REMARQUE. - Le résultat (2.6) est bien connu lorsque le symbole

a(x,8) appartient 3 la classe Sp’a de L. Hormander (cf. (5)).

Dans 1'introduction nous avons fait intervenir dans 1'énoncé
du principal résultat un réel positif & . Il est d&fini comme la

meilleure constante > 0 telle que @

(2.8) a,(x,6)° < CO(x,8) ¢ (x,E)
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pour tout X e Q, EeR" .
L'hypothdse (ii) ct le fait que a(x,D) est un opérateur dif-

férenticl d'ordre m prouvent que § vérifie :

1

=15

Pour illustrer le résultat (1.2), nous donnons différents exem-

ples suivants :

EXEMPLES. - 1) Si a(x,D) est elliptique d'ordre m, on a

) ='11ﬁ et le résultat annoncé est bien connu (cf. (1), (4), (12)).
En fait, d'aprs (6), on a le résultat optimal avec 8 = 1, sur
la diagonale x=Y .

2) Dans (7), Y. Kannai a étudié des opérateurs semi-
elliptiques (ol quasi-elliptiques). A cause de la non-invariance
des définitions par changement de variable, nous nous restreignons
j¢i 2 rappeler la définition dans le cas R =R" .

A 1la place de 1l'entier m , donnons un multi-indice d'entiers
positifs m = (m,...,m ) et pour un multi-indice « , notons :

e : m] = IXI' @ /m .
k=1

Soit a(x,D) = J aa(x)D“ . Alors la partie semi-princi-
pale de a(x,D) es::,mp::{;' définition, 1'opérateur
a'(x,D) = ) | aa(x)D“ « On dit alors que a(x,D) est semi-
elliptique gglglﬂ si a'(x,E) #0 pour £e¢R" -0, pour tout

XCQ.

Alors, nous avons les ré€sultats (2.10) et (2.11) avec



. 1
2010 6 = f— .
(2.10) kY

En fait, si nous posons :

n 2
(2.11)  ¢(x,8) = (1 + kfl g, | mk-)a/z 3 e (x,8) =1

il est facile de voir que 1'hypothése (I) est vérifiée pour
n' = iﬂf m et 1'hypothése (II) est vérifife pour la paire de
fonctions poids (2.11).

Comme

2
l mk)l/Z

’

n
lax,8)| <c(1 + ] g
k=1

(2.8) est réalisée avec § donné par (2.11). On a donc le résul-

tat (1.2).
'Si nous supposons de plus que ao(x,D) - a'(x,D) ne contient

pas de termes de dérivation D* pour
1-8<]a:ml<1
alors, dans (1.1), on peut remplacer eo’t(x,x) par :
e, e 003 = (M7 [y e 9

nous retrouvons le résultat principal de Y. Kannai.

3) Si a(x,D) est formellement hypoelliptique et de
type P , on peut choisir 6 &gal 3 la meilleure constante don-
nant (2.1) et vérifier les hypothé&ses (I) (II) avec la paire de

fonctions poids <
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0,5 = (P + 1% ex,E) =1.

Alors le résultat (1.2) amlliore le résultat de N. Nilsson.
En fait, N. Nilsson donnc seulement 1'estimation logarithmique

du reste :
eclx,x) = [1+ (Log ©70(M]e, ((,x)  tr+e

4) Un exemple d'opfrateur a(x,D) qui est hypoellip-

tique sans &tre formellement hypoelliptique est le suivant :

2%k
|x]

a(x,D) = P(D) + QD)

oi k estentier > 0 et P, Q deux polyndmes hypoelliptiques,
dc mCme signe.

C'est le type classique d'un op@rateur non formellement hypo-
elliptique : en effet, en tout point x # 0, a(x,D) est de
méme force que P et 3 l'origine, 1'opérateur dégénére et a la
force Q .

Supposons pour simplifier que P et Q sont positifs.

Comme P et Q sont hypoelliptiques, il existe r > 0 ,
s>0 et m'">0 tels que :
|2%8] < @ + n7Ele
155a < cE + N7F;

(2.13) ¢ N
c<g>” 2 Q(&)

lg] assez grand.
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En utilisant 1'infgalité, valable pour 0 <6<t

x| 2208 ¢ arx,epe) ™! (P(e) /qQ(e)) ®

(qui découle imnmédiatement de |x|2kP(g) < a(x,g) et
Q(g) < a(x,8)) il est aisé de montrer, d'aprds (2.12) et (2.13),

que l'on a :
(2.14) |agD§acx,g)| < Ca(x,g)<€>‘plal<€>p'|3[
avec :
p = inf (r,s) ; o' =‘%t .
Si nous supposons que :
p-p'>0

(2.14) montre qu'avec la paire de fonctions poids

¢(x,8) = <® ; e (x,8) = <7°'

nous vérifions les hypothéses (I) et (II).
t

Comme (2.8) est réalisée avec § = 9—%73— , on a le résultat

(1.2) avec cette valeur de § .

§ 3. - LEMMES CONCERNANT UNE PARAMETRIX APPROCHEE DE A - )
Nous faisons dans toute la suite les hypoth&ses du § 1 concer-
nant a(x,D) . Nous allons construire une approximation d'une pa-

ramétrix 3 droite de A - ) .
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Pour A €R_, notons :
ak(x,E) = a,(x,8) - A,

Suivant lc schéma classique de L. HSmmander (cf. (5)), nous

construisons wne suite de symboles b_ ,(X,E), b, y5¢0ey b: 1,000
0, 1,) i)

cn résolvant par récurrence, génériquement, les &quations :

3.1 )by =1
(3.2) b; ,
1 .a 1 .0
=-b .( I a%Dp%, , + y 3%a. 0%, ,) .
0327 o |4g=y OF O 2,A | +8=5-1 ol “g%1%x72,2
0<8<] 024<]

LEME 3.1. - On a ginériquement, pour fous multi-indices o, B
et tout j20:
2j+|al+|8] .
k - - -
(3.3) 1ogDlp; | < clbg ¢ 1 Db e e lal -l8l

pour tout AER, .

Preuve : Pour j = 0, il est aisé de voir que 1'on a :
1 k 1 1 k k
a B - O e a 8 [+ ] B
(3.4) 3;D.b, 4 = )) c‘31 & Bo,2 (P Dy 3)b, 5 «+e (3 D a,)b, 5

ol la sommation est prise pour
(3.5 1<k<|o] +18] ; &' #+ .o+ =0 ; gl+...+85=p.

En utilisant (2.4) et (3.4), nous obtenons (3.3) pour j =0 .
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Ensuite (2.3), (3.2) et (3.3) pour j = 0 domnent
2 k -1
byl 2 clbo,ll(g by, 3301 0 0) .

En dérivant (3.2), une récurrence sur |a| + [B] prouve que

(3.3) est vrai pour j =1 . De la méme manidre, pour une récur-

rence sur j on démontre le lemme.

REMARQUE. - Le résultat (3.3) est vrai, que a(x,D) soit diffé-

rentiel ou pscudo-différentiel.

En utilisant le fait que a(x,D) est différentiel d'ordre m ,

on peut préciser (3.3) par la suivante :

anb
.3 langbJ.’kl
2j+|ef+]8]
< cl, | Ib, A2l
£ k=[j+ al]+l
m

Dans (3.3)', nous avons noté [x] le plus grand entier < x

(¢ v.)"'j,#"lal qo‘lBl .

o,A"0

lorsque x est > 0 et la convention [0] =0 .
Cette amflioration est importante pour la suite.
Montrons que (3.3)' est vraie pour j =0 .
Utilisons (3.4) avec la sommation (3.5).
Comme a, est différentiel d'ordre m , les longueurs

lall >m dans la sommation (3.5) domment des dérivées en £ nul-

les ; par conséquent

(3.6) [ﬁ'-] <kg |of + |8

m
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o]

car si k 2 [—ﬁ-] , On aurait
k .
] ot em [ < o)
i=] m
ce qui est contraire 3 la deuxicme égalité de (3.5).
Alors (3.6) donne (3.3)' pour j =0 .
Commengons & prouver (3.3)' pour quel que soit j dans le cas
la] = [8] =
Dans ce cas, si j <m, d'aprés (3.3) il n'y a rien 3 prouver.
Considérons le cas j > m.
Comme a, et a; sont respectivement différentiels d'ordre m
et d'ordre m- 1, on voit que les sommations dans (3.2) donnant
bj,a s'écrivent :

(302) ! bj,k

=~ (,u,gzgj ar e L gv%)
j-m<r<] j-mge<j

Alors (3.3)' est vraie, dans le cas |a| = |B8] = 0, pour
j=m+1 ; il suffit d'utiliser (3.2)', (2.3), (2.4) et (3.3).

On va montrer que (3.3)' est vraie, dans le cas |a]| = [B] =
pour m< j < 2m par récurrence. Supposons donc que (3.3)' est
yraie pour j - 1 et prouvons qu'elle est vraie pour j .

Pour & telque j-m<2<j et a telque |a] =j-2,

on a ;.

2j .
k -
952,550, 0| < 19,031 T 1o al¥ o) .
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Une majoration similaire a licu pour le terme é% aga]Dzbz’A
pour j-m<2<j et |la|] =j-2%-1, Donc (3.3)' est vraie,
dans le cas |a| = |B| =0, pour j en utilisant (3.2)°'.

Par conséquent (3.3)' est vraie, dans le cas |a| = |8] =0,
pour m <j<m.

On procéde ensuite par rCcurrence sur h lorsque
hm < j £ (h + 1)m pour montrer que (3.3)' est vraic, dans le cas
la] = |8] = 0 , pour tout j .

I1 suffit ensuite de raisonner par récurrence sur |a| + |B]
par un raisonnement analogue d celui fait dans le cas j =0 .

On a donc achevé de prouver (3.3)' .

Pour chaque j 2 0 , notons bj’x(x,D) 1'opérateur pseudo-

différentiel de symbole bj 5 (X58) :

(3.7 b; ,DuE) = fo; \x,DUEETTE  we D@

n
od nous avons noté df. = (Zn)-“lzdg s <X,E> = Z xigi et
i=1
aeg) = [ 6Ty .

11 est aisé de vérifier, grice 3 (3.3), que bj’k(x,D) est
continu de D) dans £(Q) et peut &tre proldngé en un opéra-
teur continu de ' (Q) dans £'(Q) . Comme dans (6), on voit
que le noyau distribution bj’l(x, ) de bj,A(x’D) est une
fonction C en dehors de la diagonale de Q@ x Q .

De plus, en utilisant (3.3), 1'hypoth&se (I), la propriété .

(2.8) et le théoréme de Fubini, il est zisé€ de voir que bj,A(X’Y)
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k . .
est de classe C (@ x Q) si m'(1 +3j8) >n + k. En particulier
bj A (X,y) est continu sur £ X Q pour tout j 20 si m' >n.

Dans cc cas, le noyau est donné par la formule :
(3.8) by A0LY) = @M [ by (x,8)e T P

Pour chaque x ¢  fixé, 1'opérateur différentiel 3 coeffi-
cients constants ao’x(D) obtenu & partir de a (.,D) , les coef-
ficients pris au point X, a w symbole a  _(£) = a_(x,E) qui

4

vérifie :
1952, (8] £ Cya, L @otc,e) 1ol

Cela est évident en vertu de (2.4). .

Comme c<&>" < #(x,£) en vertu des hypothdses (i) (ii), nous

en déduisons que, pour o # 0 :
agao’x(i) /3, () +0 lorsque |E] > + =

Donc ao’x(D) est hypoelliptique, d'aprés L. Hérmander (voir
par exemple : L. Hormander, Linear partial differential operatos,
Springer Verlag (1963) p. 99.

Suite a 1l'introduction, considérons e . (x,x) :
?

(3.9) &, (%) = (2" [, x,py<e 9 -
o{%E)2

Comme fonction de t , elle est monotone croissante. D'aprés
(2.5), elle est nulle pour t< 1,

Comme ao’x(D) est hypoelliptique, nous avons, d'aprés la pro-
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position de 1'appendice 1, qu'il existe des constantes

A(x), r(x) > 0 et un entier p(x) >0 tels que :
€ t:(x,x) v A(x)tr(x) (Log t)p(x) t>r+o,
3

1'hypothése (I) et le fait que a(x,D) est différenticl d'or-

dre m montrent facilement que nous avons :

(3.10)

=1

£ r(x) S-Yngl" .

Dans toute la suite, pour deux fonctions £(A) P g(A) d'un
paramétre A vérifiant £Q) = O[g(})] lorsque [A] + +=,

nous utiliserons la notations suivante par commodité :

£QA) = g)o[1] [A] » + =,

LEM\E 3.2, - Supposons m' >n .
Poun tout j 2 0, Le noyau bj (x,y) de bj A(X’D) est conti-
nu sur QxR

Nous avons :

BN by(x)

-

2j+1 _ i -+
= a6 [JA5)7 T g ayP oy 1M e
+

und formiment Lorsque (x,y) parcourt o xR, o compact de
Q.
Nous avons noté dans (3.10)

d(\) = dist AR,) .
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Preuve : Comme ao(x,S) > 0, nous avons, d'aprés un calcul

facile :
la_(x,E) - Al 2 d(\)
lao(X,E) - ] 2-gé%% a_(x,8)
pour A E€R, .
D'ol :
- 1 |A] 1
(.12) o 2B < 2 30y Tmm =TT -

Donc, en utilisant (2.8) et (3.12), on a, pour tout k et j

entiers > 0 :
ak- j6

k 0
k -j A
(3.13) [bo, 23,1 (6 ¢) I < CHTXJT] 8 * ¥

pour A ¢R_ .

Pour [%J + 1<k, ona évidemment :
i (3
(3.14) Ilns[m] +1<k.
En vertu de (2.9)(3.14) on a donc :

(3.15) 0<k-j6zsk.

On peut donc utiliser 1'inégalité classique xl_ayg <x+y
(valable pour x,y 2 0 et 0 < a < 1) pour obtenir de (3.3)',

et (3.15) la majoration qui a lieu génériquement :

N 2j+1 L}\'f'j(s
(3.16) lbj,l(x’g)l L C[m] ao(x’g) + le
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pour AER, .

Conme m' >n , on a d'aprds (3.8) :
(3.17) b A < @m™ [ b, | (x,0)de .

Alors (3.16), (3.17) et la proposition B.2 de 1'appendice B
donnent (3.11) car il est clair que 1'on peut écrire, en utilisant

la définition (3.9)

J dg; J“ %, Sy

CHENI T DY R B 3 VY

REMARQUE. - Lorsque m' n'est pas nécessairement > n » On a enco-
re (3.11) pour j tel que m'(1 + j§) >n .

En effet, on voit facilement que 1l'on a :

. 4 4
lbj,x(x”')l L C{alt%]zw E t? " J.a deo’t(x,x) .
BRRLIR

Comme :

'8>n-1,
J m’ :

On peut-alors utiliser la proposition B.2 de 1l'appendice B

pour obtenir (3.11) dans ce cas.

Nous avons besoin de la précision supplémentaire sur G.11)

lorsque Re A + + = , Notons c(x) = sup (1,p(x)) .

LEMWME 3.3, - Supposons m' > n .
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Pour tout j 20, nous avons :

(3.11)" by, xy)-=

25 . )
C(X)ACX)[3¥;%J AT me 07 (Log Re 1)PPLog Jt o(1)

Al + = AERY, Re A>1, unifonmément sur o xR™, o

compact de R .

Preuve : Au lieu de. (3.16), nous avons aussi, génériquement :

23 =36
A AL
bLﬂ&9'<C&A} T2 (X,E) = A]

11 suffit alors d'utiliser la proposition B.3 de 1'appendice
B ct (3.10) pour conclure.

En dehors de la diagonale, nous allons voir que bj,’ 2 (X7)
décroit rapidement par rapport a Al pourvu que A Vsoit en de-

hors d'une région parabolique. Pour 0 < 6 , notons la région :

SG=DelC, AR, é%x'ysc(wlxl)"“}.

Alors dans la région K 1/2 » Tous avons le :

LEME 3.4. - Soit mny, n, deux fonetions de DO & supports
disjoints. Alors, powr tout j 2 0, tout multi-indice B , L'ope-
natewr 0P (x,D)n; @ powr noyau

¢, (x,Y) = n,(x)Dibj.,ACX,y)nz(y) , qui est done 2@ xQ) .
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Pourn tout p > 0, nous avons :
(3.18) o y) = AP0 [A| 4w, Nehdy -
unifoamiment sun X Q

Preuve : Nous prouvons (3.18), le reste étant évident.
Comncngons par le cas B =0 ,

Pour un multi-indice o , nous avons :

agei<x-Y,€> = (x - y)aei<x-y,g> .
Si l'on prend o tel que :
(3.19) m'(1+ 3+ |a|s) >n

il est aisé de voir que l'on a :
(x = )%; 209 = @)™ (- 3)°%b; | (x,8) .61 Y2 Bgg

1c second membre €tant intégrable.

Nous obtenons, en utilisant (3.3)' :

[L*Jnil-]ﬂ-js-[a[a

< [

[ &x = %)%, (1)
[ ] deo’t(X,X)
(t+ ALt ™

(3.19) prouve que :

(3.20) ;,,i‘r-1<scj+lal)s[ﬁﬁ'°‘_']+1.
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L'hypothdse (I) prouve qu'il existe pour tout compact 0 C 2 une

constante Cj telle que :

(3.21) €0, (1) < Cot™M

pour tout xeo , t>0,

De plus, il existe d.-> 0 telle que |x-y| >=d pour
X esupp n; et n esupp n, . Nous déduisons de (3.20, (3.21) et
de la remarque 1 qui suit la proposition B.2 de 1'appendice B

pour obtenir :

eyt = a7l (LT g ety ot

Al »+o, A¢R_, O(1) é&tant uniforme sur @ x Q .

Nous avons donc :

_la _6. -}:+.r_"‘+-

¢, (x,¥) = alelyy lzIll = 20(1) [A] + + o, AMRW

ce qui donne (3.18) en prenant |a| suffisamment grand.

Si B # 0, nous prenons o tel que :
m' (1 + 36 + |a|8) - |8] >n .

On voit alors aisément que (x - y) op8 bJ l(x,y) est une somme

finie de termes de type :
| B S
g, (6,y) = (= 3)°D0by | (x,8).8Y "7V Pa

avec y + y' = B8, le second membre étant intégrable.
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Utilisant de nouveau (3.3)' et les hypothses ¢ , ¢ , nous

obtecnons

lgx(x,)')l

[i_tlﬁl.]n-js-lalsdm
<c[_l.)\.l]zj+lal+l8|+lrt m m m de, (x,)
= “d(AY A X

(t+|x|)[ " ] i

(avec 0 <€ <1 donnée par 1'hypothése (i) concernant ¢ ) .

En vérifiant que :

-

A ' . + |al
l} -1+ el I;}JY | <8( + Ial) < El_____J + 1

m m

nods terminons comme auparavant.

Pour N > 0 , notons :

N=1
R D) = J-Zo b ,(x,D)

(3.22)
8 L (D) = (alx,D) = NDR 4 (x,D) - 1d .

D'aprds les formules (3.1) et (3.2) nous voyons facilement que

le symbole de &y ,(x,D) est donné par :
(3.23) &y ,(x,8)

1 a2 1% +
9,a D b

j+§a|2N ar “gfo x7isA j+|a}zN—l
j<N <N

Dans le premier terme du second membre de (3.23), puisque

1 .a- .
aT 22,0505

a,(x,€) est un polyndme dec degré € m en & , la sommation a lieu

pour
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jrlelaN 5 (N-m),sjeN-1,
Nous avons noté (x), 1la partie positive de x .

Donc en utilisant (2.4) et (3.3)', ce terme cst majoré généri-

quement par @

Clby 30l [ % G .

Dans le second terme du sccond membre de (3.20), puisque
a(x,£) est un polynSme de degré m=- 1 en & , la sommation i

lieu pour
jrlel2N-1 3 N-m,<jsN-1,

Donc, en utilisant (2.3) et (3.3)', ce terme est majoré généri-
quement par la méme expression que précé€demment. Nous avons donc,
génériquement :

2N+m-1

2N
-~
k=[ — +]+z

(3.28) 18y, (x.B) < € Iby sa.l} 6 )™

pour A €R, .

Nous avons le :

LEMME 3.5. - Pour N > =75 Le noyau 6N’A(x,y) de ‘SN,'A(X’D)
est continu sur Q2 XR_ .

Nous «avons, pourn € vérifdant 0 < € S Nm'S - n
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|}\l 2_N+m-l -NG%;E
I 8 e U F R W

0(1) estunifoame en x,y e 0 xR, o compact de @ .
Preuve : Puisque N > ?n% » (3.24) prouve que :

Sy 2 C0Y) = @M [ &y (x,E)FV P

le sccond membre €tant intégrable.

Nous avons, génériquement, d'aprds (3.24) :

(N-m){l +

| +2-Ng+ =

m N1 acl; " v-EF
|5N’l(x’§)| < C[ LA ] a .

(N-m)+:| °
’;—— +2
CNES PYD

(N - m)
L

et 0<e<Nm'§ - n, nous pouvons utiliser 1'inégalité

gi=

SN <

x!7%% < x +y pour obtenir, génériquement :

nte

YNl -Ner -
oy a0l <] BT T e T .

L'hypothése (I) prouve que

est intégrable, d'ol le lemme.
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§ 4. - DEVELOPPIMINT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU DE LA RESOLVANTE
Considérons maintenant wne rfalisation auto-adjointe A de
a(x,D) dans 1.2 (Q) . C'est par définition un opérateur auto-ad-
joint tcl.que D) € D(A) , le domaine de A , et vérifiant
Au = a(x,D)u au sens des distributions pour tout u e D(A) .
Soit un compact o c Q et considérons deux fonctions T , n
de DR) , tellesque n=1 sur ¢ et w=n.

Pour N > 0 , considérons pour A éé]R+ 1'opérateur pseudo-

différentiel :

QN’A(x,D) = T.(/DN’A(X,D)H .

En vertu de (3.3) et de la définition (3.22) de P , , il
’

est clair que le symbole de _(PN’ y(X,D) vérifie génériquement :
lagoiﬂg’l(x,s)l < cl¢"°"¢"3| .

D'aprés R. Beals (cf. (2)), _@N’A(X,D) opére de L;°°(Q)
1 2
dans L2°°(Q) , par conséquent QN’)‘(x,D) opére continuement de
L,(?) dans L,(2) . Notons QN,A ce prolongement dans L,(Q) .
Considérons aussi 1'opérateur pseudo-différentiel, pour

AgR,
(4'1) AN’A(st) = ,(a(x,D) - A)QN’)‘CX,D) -N .
I1 est clair que A&y ,(x,D) envoie D@ dans @) .

. n \
LEME 4.1, = Pour N > —c, Le noyau Ag,a(0y) de by, (x,D)
est continu sun Q x Q ,
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Poun 020 < 1/2 , 4L existe q > 0 Jdndépendant N tel que :
(4.2) By Gy = NTOUTEDT00) are, Aok
uniformiment sun Q X Q ,

Preuve : AN,A(X,D) s'écrit :
by, x,D) = T(alx,D) - R).(/DN’A(X,D)H + [a(x,D) ,r]_(PN.’A(x,D)n -n .

Nous avons noté le commutateur :

[a(x,D),T] = a(x,D)t - 1a(x,D) .
Utilisons (3.22), nous obtenons :
4.3) 8y, x,D) = o 5 (x,D)n + [alx,D), 7] 4 (x,D)n .

D'aprés le lemme 3.4, le noyau Al}(’ A‘(x,y) de
[a(x,D),t]QDN,k(x,D)n est (7 (2 xQ) et est majoré par |A|P
pour tout p > 0 , pourvu que A <ﬁl/2 , Il assez grand.

' ~ . n ~ 2

D'aprés le lemme 3.5, puisque N > o5 le noyau AN" A(x,y)

de T(SN’X(X,D)T] est continu sur  x et est majoré :

Clkl-N5(1-29)+q

lorsque A egﬁe , IA| assez grand, q étant un réel > 0 in-
dépendant de N (on peut prendre par exemple q =h + (m - 1)8§
avec h 1le plus entier strictement plus grand que ﬁ—?—g ). On
obtient ainsi le lemme.

Dans les conditions du lemme précédent, on a donc :
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fnlAN,x(X:)’) ldy < C[AI-N‘S(“ZG)"Q

(4.4) ) ]
fﬂlAn,x(X,)')ldx < ClA| N&(1-20) +q

les intégrales dans (4.4) ont lieu sur les compacts de Q car T
et N ont des supports compacts, car d'aprés (4.3), le support

de ANJA(x,y) vérifie :

(4.5)  suPPy,y By, 3 () < [supp, ()] * [supp, n(y)] .

Un résultat classique de continuité dans L2 () prouve, d'apréds

(4.4), que AN,A(x’D) est prolongeable en un opérateur continu

On va maintenant montrer que pour u e L@ , Qq,ue DW
»

et 1'on a
(4.6) Gt T A Ay u e L@

En effet, si u_e D) converge vers u dans L,(®) ,
AN,).u , QN,;\Un et nu, convergent dans L,(2) . Donc
(A - A)Qn,xu o converge aussi dans L,(®) en vertu de (4.1).
Comme A est fermé, QN,A“ e NA) etona (4.6).

De (4.6), on en déduit, A é&tant auto-adjointe :
-1 -1
4.7 Qa- Q-2 " =@A-1% Ay
pour tout A€ R.
Voici le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 4.2. - Supposond m' >n . Pour XA &R, La nésolvante
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-1 - .
= (A - 1) edL wn optrateur {ntigral avee un noyau RA (x,y)

continu sun R % 2 :
Ryu(x) =-Lz Ry (x,y)uly)dy uelL,(@ .

Ry(x,y) a un développement asymptotique hons d'une négion parabo-
Lique

Ry (x,y) ~ Z b Al

dans Le sens suivant :
Poun € >0, L& existe q > 0, tel que pour fout N>3
Nl ~Ne+
(4.8) R,(x,) = J,go by Aty + DT ). A v
A vénifiant
1 - =€
lmal 2 A 7
uniformément Lonsque X, y € 0 xo, o compactc Q .

Dans (4°8)» Les bj,A(X’Y) Vé’b(.é&:@.nt :

14r(x)~je

(4.9) b G0y) = A g MPPo) Al > +

0(1) est unifornme sur o xR , A vérifiant

_Gve
mals a2

De plus :

. = -n dg
Bosa (X,X) = (2m) jao(x,g) =X
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el :

(4.10) b, \(x,y) =

-i+r(x)

COIAE) (Re A)° (Log Re M)P® og {{9@% o) A+

A virifiant Re A > 1 et AER, , urijowmiment sun o xR,
o compact de & .

Rappelons que c(x) =sup (1,p(x)) .

Preuve : R, est un op€rateur continu dans L;(Q) et 1'image
de R, estdans H;?c(ﬂ) en vertu de (2.6). L'adjoint hilbertien
R; est Ry, donc 1'image de R; est aussi dans H;?C(Q) .

Alors la conclusion sur le noyau de R, est une conséquence.de
1*hypothése m' > n et d'un résultat bien comu de S. Agmon et
Y. Kannai (cf. (1)).

I1 reste 3 prouver (4.8) et (4.9).

Soit o un compact de Q . Considérons alors deux fonctions
T, n e @) vérifiant M =n et n=1 sur wn voisinage de o
Avec ces données, nous avons (4.6). Comme m' >n et N z-} , les
noyaux de QN,A et AN,JL sont aussi continus sur @ >.< Q d'aprés
les lemmes 3.2 et 4.1,

Comme QN,A(X’D) = Tf/?q’l(x,D)n » nous obtenons de (4.7) :

(4.11) n(X)By , %¥In(y) - n(IR, x,yIn(y)
= n(x) fﬂ Rx(x’z)AN’A(Z’Y)dZ

pour ‘tout X,y e @ xQ, AER.
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Dans (4.11), nous avons noté :

N-1
BN,A(X’Y) = JZO bj’)\(x’)') .

L'intégrale du second membre de (4.10) est convergente 3 cause
de (4.5).

Soit d'autre part g e D) telle que gt =T, ¢ égaled 1
sur © . Alors, d'aprés (2.7), il existe une constante C > 0 telle

que : \
foul v 2CCAU], + ul)  uweD@) .

I1 vient :
ltul g < CUA = Muly g+ Dlulg  ue DO .

En remplacant dans 1'inégalité précédente u = R,f, £ ¢ L,(Q),

nous cobtenons

ix
(4.12) |ZR, £l o < Cﬁ'ﬂlr lfl.q £ ely® .

Nous avons utilisé le fait bien connu que puisque A est auto-

adjoint :
1
lR)‘flo Sm lflo,g f e Lz(ﬂ) .
Utilisant 1'inégalité de Sobolev, puisque m' > n :

sup {u¥)| < [zl
Xeég

nous obtenons de (4.12) avec f 1a fonction fy , YeoO:

£, 1z 7 8y 5 (2)
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1a majoration :

< C il |£ |
sup l fQR;\(X,Z)AN,A(Z’Y)d)’I < ICRAfyIm' - m y'o °
XeO

Comme :
1£,12 < [y 8y, (@)1 7d

nous utilisons encorc le lemme 4.1 pour obtenir finalcment :

NE+ S
4.13)  _sw | [y Ryx, 28, ,(z,y)dy] <ClA]
X,Yg 0X0 ’

pour A tel que

malz Bl 2T,
x| assez grand.
Alors (4.11) et (4.13) donnent (4.8).
(4.9) est immédiat en vertu du lemme 3.2 et (4.10) résulte du
lemme 3.3.

Nous avons achkevé la preuve du théoréme 4.2.

REMARQUE. - 1) Lorsque a (x,D) est 3 coefficients constants, il
est possible d'améliorer le théoréme 4.2. En fait, la conclusion
de ce théuréme est vraie lorsque A varie dans la région

1-8+¢

ltm A] 2 A . Cela provient essentiellement de 1'amélioration

suivante dans (3.3)' : on peut, dans (3.3)', améliorer les bornes

de la sommation :

1+|'1'—}n-‘°‘—l]sksj+ ol + [8]
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au licu de la sommation

1 + EiQ%rkﬂ]s k<2j+ |af + 8] .

2) Lorsque a(x,D) est elliptique, on peut remplacer
a,(x,E) par a'(x,g) 1le symbole principal de a(x,£) et on a
dans cc cas § ='% , M =m, rx) = % et p(x) =0..
Alors le résultat du théorme 4.2 dans le cas diagonal x = y
est bien connu (cf. (1), (4), (12)).
Les estimations de (4.10), en dehors d'un région parabolique,

semblent 2tre nouvelles méme dans ce cas elliptique. Dans G,

Eskin (4), on trouve des estimations plus fiables, le terme

(¢
Log (%%X%) étant remplacé par (g%x§) » @ >0 arbitraire.

3) Lorsque a(x,D) est semi-elliptique, dans la situa-
tion décrite au § 2, exemple 2, on a vu que & = iﬁf-l- ,
'=.ﬂf .
m lk m
I1 est possible de voir que 1'on a :

n o,
= -, = 0 .
r(x) kzl m P(x)

Si nous supposons que ao(x,D) - a'(x,D) ne contient pas de
termes de dérivation D pour 1 -8 < |a :m] <1 » NIOUS pouvons
encorc remplacer a (x,£) par a'(x,£) et (4.8), dans le cas
diagonal x =y , redonne les résultats de Y. Kannai (7) concer-

nant le noyau de la résolvante.

4) Le théoréme 4.2 est nouveau méme dans le cas formel-
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jement hypoelliptique traité par N. Nilsson (11).
pour la classe d'opCratcurs traitée par A. Tsutsumi (14), le
théoteme 4.2 énoncé sur 1l'axe réel négatif redonne, avec des pré-

cisions supplémentaires, le résultat de cet auteur.

5) Considérons pour k entier > 0 , un itéré A de
A AX  est donc une réalisation auto-adjointe dans Lz(Q) de

I1 est facile de vérifier, grace & (2.4) que l'on a :
k k - -
(204)' la iao(xyg)l < Clao(x,g)|¢ lal(’o lBI .

Si nous posons b'(x,§) = a::(x,s) et b"(x,8) = b(x,8) - b'(x,8),

j1 est facile de vérifier, grice a (2.3) et (2.4) que l'on a :
k ~lol-1 -lg|-
(2.3)" |3§Dib"(x,€)| < Cla (x,8) ¢ lal-1-l8]-1

De (2.3)' et (Z.4)', nous voyons que nous pouvons utiliser la
proposition de 1'appendice A pour b(x,D) qui donne, pour tout

k et TNe D@ :
k
(4.11) '“ulkmt < C(|A™], + lul.o) .

Alors au lieu de considérer b (x,E) = Re b(x,£) ,
by (x,E) =i Im b(x,8) , nous pouvons les remplacer respectivement
par b'(x,E) = at(x,&) et b"(x,8) . Il est aisé de voir que tous
jes résultats obtenus sont valables avec la décomposition b' ,

b" .
Naturellement. (2.8) est remplacé par
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(2.5)" B (x,6)%% < cotx,0) 0 (5,8 .

Donc, dans 1'Cnonc€ du thlortme 4.2, nous devons remplacer §
par % . De mCme, les quantités m, m', 1(x); r(x), p(x) sont
remplaces respectivement par mk, m'k, k-p<x)A(x), k-lr(x), px) .

Par conséquent si a(x,D) cst tel que m' n'est pas nécessai-

rement plus grand que n , nous pouvons toujours considérer un
- k -
jtéré (a(x,D))" de a(x,D) , avec k suffisamment grand, pour

que m'k soit plus grand que n pour utiliser le théoréme 4.2.

Cette remarque sera utile pour la suite,

§ 5. - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA FONCTION SPECTRALE

A étant une réalisation auto-adjointe de a(x,D) dans LZ(Q).,
soit {E(t)}t ¢R sa tésolution spectrale. Rappelons que E(t) ,'
pour te R, est une projection orthogonale dans L,(9) telle
qué E(s) <E(t) si s<t, E() >0 si t+-wo, E(t)+1Id
si t>r+e et A= Im tdE(t) (au sens de -£(L2(QD ).

I1 est bien connu, pour s < t, que H(s,t) = [E(s) - E(t)]L,(®)
est dans F] D(}{k) . Par conséquent, en vertu de (4.11), toute
fonction r; H(s,t) est ’ c"'(52) . Le lemme suivant va permettre

de majorer les dérivées de u en fonction de sa norme.

LEMME 5.1. - Supposons m' >m. Pour te R, u e LZ(Q) » E(t)u
est une fonction C”(Q) . Pour tout multi-indice o , tout p > 0,

nous avons :

PEMu) = |t/ Plu] 01) t+-e
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undformiment sun tout compact o CQ .

Preuve : Soit © compact & ., Considérons, comme auparavant,
deux fonctions (réelles) T, n de QB(Q) telles que ™M =n et
n =1 sur un voisinage de o ,

Utilisons 1'opérateur AN,::(X’D) défini par (4.1) avec te R

(1c demi-axe réel négatif) et N> %— (qui sera choisi suffisamment

grand) .

D'aprés le lemme 4.1, il existe T>0 et C>0 (qui ne dé-
pendent essentiellement que de N ) tels que le noyau AN,t(x,y)
de AN’t(x,D) , (qui est continu sur 2 xQ car N 5-} et

m' > m ), vérifie la majoration :

b

~N§+1
(5.2) lay, )] < cle] ™

pour tout x, ye, teR_, t<-T (on peut en effet prouver,
puisque m' >n , que 1'on peut prendre q = 1),

En utilisant le principe (4.4), (5.2) prouve que le prolongement
continu AN, ¢ de AN’t(x,D) dans Lz(ﬂ) a une norme majorée

par :

(5.3) oy Il < cle] ™!

pour teR, t<-T.

De méme, 1'opérateur QN’t(x,D) = tf]%’t(x,D)n a un noyau
QN,t(x,y) sontinu sur Q X Q et vérifie, en vertu de (3.11), 1a
majoration :

-1+ 2

Qg ()| 2 Cle] ™
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pour tout x, ye Q, teR_, t<-T (en augmentant au besoin
T).
Par conséquent, nous avons :

1+ I

(5.5) Iyl zclt]  ©
pour teR_, t<-T.
Utilisant le fait que A - t est auto-adjoint pour t réel,

nous obtenons de (4.5) :
5.6 =Qr (A A¥
(5.6) n = QN,t( - thu - N, Y u € LZ(Q) .

Donc (5.3), (5.5) et (5.6) prouvent que 1'on a :

n

+—r -
"= ouly + e ul ]

~1

Inul < C [Itl
pour tCcR_, t=<-T,
Pour u e H(s,t) , nous avons, en utilisant la représentation

spectrale de A :
[ - vl < (t-s)uf, .

Comme m' > n , nous obtenons des deux derniéres majorations :

-N&+1

(5.7 lul, o < CCJt] + €|yl

pour tout ue Ht-e , t), téR , t<-T.

e

Prenons € = et soit h un entier positif. Nous obte-

nons facilement de (5.7) :

(5.8) Inul < clt]™* ! 2]u|
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pour tout ue H(t -he, t) , teR_, t<-T.
En prenant h entier ¢ [¢Ne-1 , thé=l 1[ , nous obtenons de

(5.8) :
N§

__2.~_+
(5.9) Jul, g < cltl

[N

Jul_

pour tout ue H(t~-1,t), teR_, t<-T.

Soit o un multi-indice.

En utilisant (4.11) et (5.9), il existe k entier tel que :

NS 1

- e
sup |D%u(x)| < Clt] 2 .zlAkuI
XEQ

pour tout ue H(t-1,t) , teR_, t<-T,.

k k
Comme |A ulc,Q < Clt]™|u] pour u eH(t - 1, t), nous obte-
nons :
NS 1
a =7 tatk
(5.10) sup [Du(x)! < Clt] lu]

pour tout ue H(t-1,t) , teR_ , t<-T.

Pour u ¢ L,(®) quelconque et t e¢R_, t<-T,onala

décomposition orthogonale :
E(t)u = u, tu, +...

avec uieH(t-i, t-i+1) =1, 2,....

Utilisant (5.10), nous obtenons :
- N§ .1 .

sp TGl <o T le-te 1l T T

Xeg 1=

Nous déduisons que E(t)u est une fonction (7 “(Q) et que 1'on
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LI
a 2
sup |D E(t)ul < C|t]

lul
X€0 °

pour t < -T . Nous obtenons alors facilement les conclusions du

lemme S5.1.

REMARQUE. - Dans le cas elliptique et formellement hypoelliptique,
N. Nilssen (cf. (9), (11)) prouve que la décroissance est exponen-
tielle lorsque t + - < , Sa preuve utilise une solution &lémen-

taire de a(x,D) . Nous avons adapté, dans le lemme précédent, la

méthode de Nilsson.

Si m' n'est par nécessairement > 1 , nous pouvons utiliser
la remarque 5 qui suit le- théor&me 4.2 et prendre un itéré
avec k assez grand et impair. Alors en suivant les arguments

classiques, nous obtenons du lemme précédent le :

THEOREME 5.2. - Pour tout te¢ R, {L exidte une fonction et(x,y)

qui est C7 (@ x Q) zelle que e (x,.) est dans L,(R) pour tout
x e Q et telle que

E(tu(x) = [ e, (x,y)u()dy ueL(@ , xe@

oi E(thu est 7(@) .

De plus, pourn tout compact occC Q, Tout p > 0, nous avons

e (x,y) = [t[Po(1) t+ -

uniformiment sun o X g ,

Le résultat précédent prouve que et(x,y) est 3 décroissance
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rapide lorsquc t + - o ., Lorsque t =+ + « , nous allons le compa-

rer avec la fonction :

= "~ 1<x-y,E>
e, (%) = (2m) fao(x,e;)st e XY 8 g

Nous savons, par la proposition B.1 de 1'appendice B, que pour

tout X e @
5.1) e (x,%) WAXKIET® (Log )P L w

avec A(X) >0, r{x) >0 et p(x) entier > 0.
Ayant noté c{x) = sup (1, p(x)) comme dans le thoréme 4.2,

nous avons le :
THEOREME 5.3. - Nous avons :
(5012) et(xs}') = eo,t(x,Y)
= c()AG)tF ) (Log £)P (X880 (1) t e

pour tout 0 <

iv] =

, uniformément 8ur g xg, o compactde Q.

Preuve : Traitons d'abord lecas ot m' > n et A est auto-

adjoint > 0 . Nous suivons la méthode de S. Agmon et Y. Kannai (1).

-

Elle consiste 3@ utiliser la formule de A. Pleijel :
1
(5.13)  |e(x,y,t) - pr J’*; R (x,y)dA|
g Cr (R (x,x)] + [R eI} + [R.Gox) |+ [R.GYI])

ol t>0, z=t+ir et L; un contour orienté joignant 7 2

r , ne coupant par ]R+ . Rk(x,y) est, dans (3.13), le noyau de
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la résolvante RA
(5.13) est donné usuellement dans le cas diagonal, mais elle
s'€tend en dehors de la diagenale de manidre évidente (cf. (4)).

Soit ¢ <-% . Nous allons utiliser (5.13) avec ¢ =t + it!~9$

Nous avons d'abord 2 estimer |R,(x,y)| . Notons
B(x) = c(X)A(x) .
Utilisons le lemme 3.3. Alors pour tout compact o C'Q , tout

N 21, il existe wne constante C > 0 telle que :

N=1 .
I Ibs )| £ Bt T (Log £)° PLog(t®)
=0

J
pour tout Xe 0 , Yy e R s, t >0 assez grand.
En utilisant alors (4.8) du th€oréme 4.2 pour N a-sez grand,

nous obtenons une majoration analogue :
(5.14) Ry < )t T (Log £)PP g ¢89

pour tout x, ye o, t>0 assez grand.
. 1
Examinons ViTh IL; Rx(x,y)dl .
Nous désirons prouver que pour tout compact occC Q , il existe

ue constante C > 0 telle que :

(5.15) IIL;(Rx(x,y) = by 5 G5y)dA]
< Bt ™ (Log £)P ()88

pour tout X,y eog , t> 0 assez grand.
Pour cela, nous choisissons le contour LC de la maniére sui-
vante : L. est composé de deux segments Lé , joignant t + t' "%

. . 1= « .
i t+it et t - it 8s d t-13it et d'un arc de cercle Li
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joignant t + if & t - it , ne coupant par R, .

Utilisons de nouveau (3.11)'. Nous obtenons, pour j 2 1 :

J_itbs ama
4

s t
S.CB(x)tzJ JGLog 1:6‘S J 1—86"% ,c--1-0-1'(x)(Log 1_')p(x) )
t X
I1 vient de 13 :
N-1
6 11 [ b cnal
jzl LC »

s.CB(JE)t"G("ze)Log 287 (x) (Log )P (¥)¢88

(avec une constante C qui ne dépend essentiellement que de N )
pour X e 0, ye]Rn, t > 0 assez grand. .
Sur L7 , nous utilisons (3.11) pour obtenir :
N-1
(s.17) |1 j 2 by 2 (x,y)dA| < A tT ™ (Log )P P8
hES L;
pour X e O, Ye Rn » t >0 assez grand.
Utilisons de nouveau (4.8) avec N suffisamment grand ; en
intégrant le reste de (4.8) sur L; et Li 2t tenant compte de

(5.16) (5.17) nous obtenons (5.15).

Par 1la formule de Cauchy, nous avons :

] .
(5.18) T '{LC bo’,\(x, (x,y)da =

t
.1
;113 L L [.bo,pie (x,y) -bo’.r_ie(x,y)]d}\ +-211Ti. I"e bq’)\(x,y)dl

. P « e - I"
ol %  est composé de deux segments, joignant t + it 8¢ a
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. . =08 .
t +1€ ¢t t - 1t da t=- 1€ ,

Utilisons encore (3.11)' ; nous obtenons, avec C > 0 indépen-

dant dc €
-1 1-8§
’]ze by 2 GLYIAA] £ e T (1og 1P () f: Log (Pdx .
En intégrant, nous avons :
(5:19) 1]y Do G £ B0 P (Log 1)PW Log ¢

pour X €0 , Ye R » t >0 assez grand.

I1 est ais@ de voir que l'on a :

.1t
(5-20)  Lim gz [ Ibg, cygo6) = By g Gy e =

1 ,t 1 . j 1 - 1 i<x-;y,§>
ZHEL[(ZW)H:EL}»? (ao(x,gj-o'_j_f aO(X,E)-G-is)xe dE]dt.

D'aprés un résultat bien connu (cf., par exemple, J. Milnor (8))
l'ensemble des valeurs critiques du polyndme en £ , a (x,&) , est
un ensemble fini (rappelons qu'une valeur z ¢ € est appelée va-
leur critique d'un polyndme P s'il existe g, ¢ R tel que
P(E,) =z et grad P(§,) =0 ).
| Nous en déduisons que la fonction (en t ) eo’t(x,y) , qui est
localement & variation bornée) est dérivable, sauf en un nombre

fini de points et de dérivées :

d - (53" i<x-y, &>
G20 F e, lon) = @™ [, ST

ol M est la forme :
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dan(x,E) Ap = dgl A dEz A... A d&n

Alors (5.20) (5.21) prouvent que 1'on a

t
(5.22) ﬁi$'753 L) bo,rrie (Y) = by . (x,y) dr

1
2 —c_  (x,y) .
(21\')“ o,t 24
Alors (5.13), (5.14), (5.15), (5.18), (5.19) et (5.22) prouvent
(5.12) dans le cas m' > n et A auto-adjoint > 0 .

Examinons maintenant le cas ol m' < n . De manidre classique,
prenons k assez grand pour que km' >n et k pair pour que Ak
soit auto-adjointe positive. D'aprds la remarque 5 qui suit le
théoréme 4.2 et 1'€tude asymptotique :

(5.23) ¢ Goy) - (2o J.k S
a (x,§)st

= B(x) 1_'r(x)/k (Log tllk)p(x) t—eG/k o) >4 o

Comme ek’t(x,y) est la fonction spectrale de Ak avec k

pair, rious avons pour t > 0

(5.24) er(xy) - e (x,y) = e  kix,y) .

Alors, puisque e_t(x,y) est' d décroissance rapide lorsque
t+ + o d'aprés le théoréme 5.2, (5.23) et (5.24) montrent que la

conclusion du théoréme 5.3 est encore valable.

CORCLLATRE 5.4. - Sur fa diagonale, e (x,x) a un compontement
asymptotique :



XIV-46

e (x,x) = (1 + £°0(M)e, , (x,X) t >+ o
o,t
1
pour Loul B < .

Preuve : I1 suffit d'utiliser (5.11) et (5.12).

REMARGUE. - Lorsque ao(x,g) est 3 coefficients constants, les

conclusions du théoréme 5.3 et du corollaire 5.4 sont valables

pour tout 6 < 1 . C'est une conséquence de la remarque 1 qui suit

le théoreéme 4.2.
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APPENDICE A. - REGUIARITE LOCALE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS PSEUNO-

DIFFERINTIELS INTOELLIPTIQUES

Nous considérons une paire de fonctions poids ¢ , ¢ comme au
§2 et soit un opérateur pseudo-différentiel a(x,D) dont le symbo-

le vérific génériquement les conditions :

(A) la(x,€)] < c<g>™ pour m > 0
®) |25 (x,8)] £ clatx, &) |¢71%] ¢ 18l
© C<€>m' < la(x,8)] pour m' > 0 .

D'aprés R. Beals (cf. (2)), a(x,D) est hypoelliptique.

Nous allons donner une preuve rapide de ce fait, cela nous per-
met d'introduire des ingrédients nécessaires pour la suite.

Suivant le schéma classique de L. H6rmander, nous construisons
wn opérateur b(x,D) , paramétrix 3 gauche de a(x,D) , en résol-

vant génériquement les formules définies par récurrence :

a(x,E)b, (x,8) =1

() 1 @
—&—!-Dxaaa'b. !ul j

bj (X,E) = - bo(xgg) £ j-

ol

I1 est aisé de vérifier que l'on a, génériquement :

@ 8505, (x,8) | < Clbo|(¢q)‘5¢'|alq-ls| .

Ceci montrc, grace 2 1'hypothése (c) et les hypothéses sur ¢ ,
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¢, que le symbole b (@,8) appartient d la classe 9 suivante

de R. Beals ct C. Fefferman :
~j =]
. Q) .
(3) bJ e S @)
Remarquons aussi que a(x,z) appartient 3 la classe
(4) a e Sm/u’m/u(g) .
Utilisant le calcul des o. p. d. (opérateurs pseudo-différen-

tiels) de (2) et (3), nous avons :

(5) ((Jo b o am 1 s @k

A 1'aide de (5), on construit un opérateur b dont le symbol.e
est X b;(x,€) et tel que ba - I est régularisant. Ceci mon-
tre qchZ:(x,D) est hypoelliptique.

LEME A.1. - Pour tout t> 0, {L existe M> 0 tel que tout o,
p. d. r(x,D) dont Le symbole T(x,£) ¢ S-M’-M(Q) et negulani-

sant a4 L'ondre t , cl'est-a-dire :

(6) r(x,Du ¢ BO°@) sioue %) .

Preuve : Nous prenons :

(¥) Pour deux nels M, n, S"’m(g) est L'ensemble des symboles

a(x,8) veérifiant génériquement :

lagDia(x,E)l < ¢ lalpmlal
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% M= [0+ +e) +em+ n]u~!

avec y, ¢ donnés par les hypothéses (i) (ii).
Pour prouver (6), on toujours supposer que le support en x de

r(x,£) cst compact. Soit K = supp_ 1(x,£) .

-n/2 f

Notons alors T(n,&) = (2m) T(X,g)e.kx’n)dx .

Par intGgrations par parties, nous avons :
7,8 € Cy k(00,8 0 () Mo ()™ 1ol

En utilisant les hypothéses (i) et (ii) sur 1la partie de fonc-

tions poids ¢, ¢ , nous avons, pour tout N> 0 :
(8) ITh = &, &) < Gyen - e Ve Mutle
Conme 0< e < 1, la-valeur (7) prouve que 1'on 3 :
M/e - Mu+n+1)/(1+e)>1,

Prenons donc dans (8), N 1'entier vérifiant :

M+n+1 M+n+1 My
(9) —ve SN e t+1s=

La derniére infgalité de (9) et 1'inagalité de Peetre donnent :

- + - -
(10) g MHNE < Can - pMTNE M

I1 vient de (8) ct (10) :

(11) ,<n>t;(n - E , EI < C<n - €>"N(1_+E)+Mu<n>t_Mu+Ne

La deuxigme infgalité de (9) et Ia valeur (7) de M prouvent
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que nous avens
(12) t <Ms -~ Ne .,

Utilisant la premidre inégalité de (9), (11) et (12), nous obte-

nons :
ta -n~1]
|<n>" F(n - &, §)] < Ccan - 8770,
I1 est alors bien connu que cette derniére inégalité prouve (6).

PROPOSITION A.2. - Soit a(x,D) un 0. p. d. dont Le symbole
a(x,8) vérifie Les hypothises (A), (B) et (C).
S{ ue L@ et a(x,DueL,°@) , atows u « H(q) .

Preuve : A m' , choisissons un M correspondant au lemme pré-

cédent. Prenons alors un entier k tel que

. m
(13) k2 M+

et notons
p, (x,8) = OSJZ<k b, (x,8) -

Remarquons que, grice 2 (3), p, (x,E) e s ° (@) .

Soit h (x,D) un opérateur de DER) dans £(Q) , propre (air
sens de L. Hérmander), défini par un symbole hk(x,E) , tel que
h (x,D) - Py (x,D) soit régularisant (c'est-3-dire de noyau
C7(@ % ) ). Avec (5), le calcul des o. p. d. de (2) et (3), le
choix (13) de k et le lemme A.1 prouvent que 1l'opérateur

h (x,D).a(x,D) - Id estrégularisant 3 1'ordre m' .
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Donc h (x,D)a(x,Du - u ¢ HL?C(Q) .

nt
I1 reste a prouver que hk (x,D) , donc P (x,D) , est régulari-
sant & l'ordre m' .
Pour cela, notons A(Z) 1le symbole <£>m' . Comme, d'aprés 3),
tout symbole $°°°(Q) est régularisant i 1'ordre o , il reste 3
prouver que le symbole A o P € S°’°(£2) .

1
Prenons h entier tel que h > F-lu— . Le calcul des o. p. d.
prouve que l'on a :

(14 Aep - la%<h '071!’ ag A Dipy stn'/u)-h, (m'/u)-h(m

Le choix de h permet de prouver que le premier membre de (14)
et dans SO’O(Q) . Grace aux hypothases (1), (i), (C) et a (2).,
il est aisé de vérifier que ag A D;':pk e $2°0) .

Nous conclusons que A o P, S°’°(Q) » Ce qui achdve la preuve

de la proposition.
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APPENDICE B. < FONCTION SPECTRALE D'UN IOLYNOME HYTOLLLIPTIQUE

Soit P(E) un polyndme hypoelliptique de degré m , 3 valeur
réelle pour £ e R, telle que P(§) + + » 1lorsque [E] ++ =,
I1 existe m' > 0 tecl que c<€>m' < P(&) pour |E| assez grand.
En ajoutant au besoin une constunte, nous supposons que

m'

(M <g>" < P(E) VEe R®,

Considérons la fonction spectrale assocife 3 P :

Elle est monotone croissante en t , nulle pour t< 1.
Rappelons que e(t) a un comportement asymptotique suivant,

lorsque t -+ + @

PROPOSITION B.1 (cf. (10) et (13)). - IZ existe des réels
A>0, r>0 etunentier p20 ZLels que :

(@) e(t) v At" (Log t)° t>+ o
(£(t) v g(t) sdignifie que 1lim £(t)|g(t) = 1).
toteo

REMARQUES. - 1) Dans (10), N. Nilsson prouve seulement un encadre-
ment de e(t) et dans (11) , cet auteur signale que l'on a (2)
sans donner de preuve. On peut trouver une preuve de (2) dans le
travail de C. Smagin (cf. (13)) qui utilise un r€sultat de prolon-

gement méromorphe de 1'intégrale i P(S)kdij , d'aprés
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I. N. Bernstein.

Signalons qu'il résulte de N. Nilsson que, dans un voisinage de
+o o e(t) cst analytique réelle (de fait, comme nous 1'avons wvu
au §5, ec(t) est analytique sur l'ouvert de R complémentaire
d'un nombre fini de points).

De maniére précise, N. Nilsson prouve qu'il existe T > 0 tel
que dans 1'ouvert ]T, *”[ ,» €(t) est unec somme finie de termes
du type tB (Log t)vH(t) od H(t) est la restriction 3 ]T, eo[
d'unevfonction holomorphe dans |z| > T dont la série de Laurent
au voisinage de 1'infini s'écrit :

H( 7 ok
2) =a_ + kzl z .

Aors A, r et p domnés dans (2) correspond au terme '‘prin-

cipal" de e(t) , t" (Log t)P(A + kzl akt_k) « I1 en résulte que

la dérivée e'(t) de e(t) a un comportement asymptotique :
3) e'(t) v Bt™ 'Log )  t +e
avec B= (r +p)A.

2) Remarquons aussi que (1) et le fait que P est de

dégré m entrainent que

3=

4

n
< r< .
S

Nous allons déduire de (2) une majoration d'intégrales de

Stieljés liées & la résolvante.
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PROPOSITION B.2. - Soit k et h deux afels virifiant

0<h<k- %% . Aloas, pour t > 0, £'intégrale

est convengente.

Nous avons:
(5) I () = AR (Log £)PO(1) t++w,
]

Preuve : Comme e(t) est nulle pour t < 1, il.suffit d'exa-

miner la convergence de Ik au voisinage de 1'infini. D'aprés

h
?
(3), nous voyons que
'rhe' (1)
(r + )~
se comporte 3 1'infini come T % 7(Log T)P .

L'hypothése sur k, h et (4) prouve que :
k+1~-th+r1)>1

d'od la convergence de I ., (t) .

En vertu de (2), il existe T > 0 tel que :
(6) e(t) < 2A t' (Log t)P pour t2.T .
Aprés une intégration par parties, nous avons :

Ln(®) = [ gl@e(m)dr
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avcec

() = k Th ‘rh—l
g T = - h .
r+ ) (r+n®

Ecrivons 1'intégrale en :
t ®
Ik,h(t) = fo g(t)e(t)dr + ft g(t)e(r)dr

avec t2>2T.

Comme e ecst croissante, nous avons C une constante > 0 in-

dépendante de U ¢

puisque, sur [0,t] , nous utilisons |[g(7)] < ctk-1+h

En utilisant (6), nous avons, avec C > 0 indCpendante de t :

(8) 1fF gme(@dr] < AC [T (Log 1)Pde
puisque, sur [t:“[ , nous utilisons |g(t)]| s_Cr-k-l+h .

De (7) et (8), il est facile d'obtenir (5).

REMARQUES. ~ 1) Nous avons l'estimation suivante pour I ., (t) ,

plus faible que (5), mais {indpendante de A :

@/m)+hkg )t s,

(9) Ik’h(t) =t
I1 suffit pour cela d'utiliser, grace & (1), la relation :

e(t) < ct™/™

et d'achever de prouver (9) comme nous avons fait pour (5).
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2) L'estimation (5) est cncore vraie si k et h vé-

rifient : 0<h<k-1r.

PROPOSITION B.3. - Supposons m' >n . Soit A e C el que A ER,

et Re A > 1 et considinons L'intégrale (converngente) :

[ dem
G L l’r - )\I
Nous avons :
(10) G(A) = B(Re A)™ '(Log Re A)PLog (ﬁ) o(1) [A] »
m

avee B = (r + p)A.

Preuve : Il est clair que la fonction sous le signe somme est
int3graple, puisque m' > n .
Ecrivons A = § + in et prenons & > 2T (donnée par (6)).

Décomposons 1'intégrale cn trois termes :

E/2 3&/2
= = (I II I11) .
6 ] +L/2 +J3w () + 1) + (IID)

Pour (I), nous utilisons le fait que

1/2

|‘r - A] ,>_--;- (gz + nz) pour T ¢ [O, %‘]

donc :
-1
an (1) < CIAl "e(&/2) .
Pour (III), nous utilisons le fait que :

lt-Al2t-& pour Te [%%, w[
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donc :
-1 3¢ ® e(t)dt
(I1I) < 2 ‘e + J —— .
K 3e/2 (t - &)

Utilisant de nouveau (6) (valable puisque & 2 21) , nous obte-

nons, avec C > 0 indCpendant de A
(12) (am < 2 'e 35+ ace™ (Log )P .

Pour (II), nous avons :

3g/2 dt
(I1) < C sup e'(t J/ l el + [l
£ 3 2 T~ +In
“[i’_zg‘] -
=2 swp _e'(t)/log —=— -
te[g g] 2|nl
2 2

En utilisant (3), nous pouvons supposer aussi que :
e'(t) < 2t™"! (Log t)P pour t 2T

en augmentant au vesoin T .
Puisque £ 2 2T , nous utilisons cette derniére majoration pour

obtenir :

(13) (1) < GBE™ ' (Log &)PLog

2|n|
Come TA<B,donc A<ZB d'apres (4), (11, (12) et (13)

prouvent aisément (10).
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