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REGULARITE DE LA SOLUTION D'UN PROBLEME A DERIVEE OBLIQUE, 

POUR L'OPERATEUR DE LAPLACE, DANS UN POLYGONE PLAN 

par 

MOUSSAOUI 

IMSP - F a c u l t é des S c i e n c e s 
P a r c V a l r o s e - NICE 

0. INTRODUCTION. 

Pour f i x e r l e s i d é e s , nous commençons pa r i n t r o d u i r e l e s n o t a t i o n s 

2 

su ivan t e s : Jî e s t un o u v e r t de IR , b o r n é , de f r o n t i è r e p p o l y g o n a l e ; 

r s e r a donc l a réun ion d'un nombre f i n i de segments l i n é a i r e s r j » J = 1 , . . . N . 

On supposera Q d 'un s eu l c o t é de sa f r o n t i è r e r. 

Sj d é s i g n e r a l ' o r i g i n e de » T ( = U F j ) é t a n t o r i e n t é e dans l e 

sens d i r e c t . 

o)j d é s i g n e r a l a mesure de l ' a n g l e formé par Ty^ e t Ty v e r s l ' i n ­

t é r i e u r de fi. 

On n o t e r a v . l a normale à r« o r i e n t é e v e r s l ' e x t é r i e u r de Q e t T . 
3 3 3 

l e v e c t e u r u n i t a i r e t angen t à T j e t o r i e n t é dans l e sens de Ty 

r j 
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Le problème que l ' o n se propose d ' é t u d i e r a l o r s e s t c e l u i de l ' e x i s ­

t e n c e , u n i c i t é e t r é g u l a r i t é d'une s o l u t i o n du problème : 

r - Au + u = f 

T^r- = 0 J = 1,2, . . . , N 

i 9X ^ 

J 

2 

où f e s t donnée, par exemple , dans L (£2) e t X^ e s t un v e c t e u r u n i t a i r e q u e l ­

conque. 

Lorsque ~ T j o u v j j - 1 , 2 . . . N ; on se ramène à un problème 

de Neumann, de D i r i c h l e t ou à un problème m ê l é . Ces problèmes ont é t é é t u ­

d i é s par d i v e r s auteurs e t e n t r e au t res dans G r i s v a r d où tous l e s r é s u l ­

t a t s sont r e g r o u p é s . 

Les d i f f i c u l t é s qui a p p a r a i s s e n t , l o r s q u e l e s v e c t e u r s sont 

que lconques , sont de p l u s i e u r s o r d r e s . 

-#La méthode v a r i a t i o n n e l l e c l a s s i q u e ne donne pas de r é s u l t a t en 

g é n é r a l . En e f f e t , posons 

D = { j G Q , 2 . . . N ] ; Xj = T j } . 

t s 
Posons V » { u e Hr.(a) ; u, = 0 } , où H ( Q ) d é s i g n e l ' e s p a c e de 

1 J 
S o b o l e v u s u e l . 

S i X. t T . a l o r s i l e s t de l a forme a. v • + b . T • > a- 3e 0 . La f o r -
J J J J J J J 

me h a b i t u e l l e qui donne l e r é s u l t a t quand Q e s t r é g u l i e r ( c f . L ions [¥j ) 

a ( u , v ) = / ( V u . W + uv) dX + Y a- f ~~ v d a 

b 0 j * N J

 r

 3 T j 
1 J 1 

avec a« ~ n ' e s t pas con t inue sur V x V muni de l a norme de H (Q) . En e f f e t 
J a. 

-âli-i e t v i r son t r e s p e c t i v e m e n t dans H ' ^ ( r . ) e t H * ^ ( r . ) , espaces qui 
3 T j l r . , l j J J 

ne sont pas en d u a l i t é . 
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• La formule de Green n ' e s t pas v a l a b l e éga lement pour des r a i s o n s 

analogues aux p r é c é d e n t e s e t l f a d j o i n t d'un t e l problème ( e t même du p r o ­

blème de Neumann) ne sont pas tou t à f a i t des problèmes aux l i m i t e s , 

c f . G r i s v a r d [2T[. 

I l e s t cependant p o s s i b l e , en u t i l i s a n t l a méthode de p r o j e c t i o n 

i n d i q u é e dans L i o n s Qfj de montrer que l e problème admet une s o l u t i o n dans 

H ' ( Q ) mais l a méthode ne donne pas l f u n i c i t ë . 

En e f f e t appelons W - V H { u € â X « ) ; u ( S j ) = 0 j - 1 , . . . N } 

e t b ( u , v ) = / (Vu Vv + u v ) + l ?î j ( | £ - v - | f - u) do . 

o j * D 2 r. 3 T j 3 T j 

C e t t e forme e s t b i l i n é a i r e , con t inue sur V pour v f i x é dans W e t 

c o e r c i t i v e sur W x W muni de l a norme i n d u i t e par V puisque 

2 
b ( v , v ) « Il vil 1 

H (Œ) 
2 

A i n s i on a pour t o u t e f dans L ( f i ) i l e x i s t e u € V s o l u t i o n de 

b ( u , v ) » / f . v dX Vv € W . 

a 

I l e s t f a c i l e de v é r i f i e r que u, a i n s i ob tenue , e s t s o l u t i o n de P . 

L ' i d é e que nous u t i l i s e r o n s , dans l e s cas que nous t r a i t e r o n s i c i , 

e s t de c o n s i d é r e r c e r t a i n s parmi ces problèmes qui son t à i n d i c e . 

Nous exposons i c i deux cas s i m p l e s , l e cas g é n é r a l s e r a p u b l i é u l ­

t é r i e u r e m e n t . 

I . ESTIMATION A P R I O R I . 

L ' i d é e e s t de f a i r e une homotopie du problème donné ( P ) sur un 

problème dont on conna î t l ' i n d i c e . C e c i nous amène à c o n s i d é r e r l e problème 

complètement non homogène 
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r- Au + u = f dans fi 

L y j 
1 / 2 

où l e s f o n c t i o n s h . sont données dans H ( r . ) . Nous aurons b e s o i n du 
J J 

THEOREME K l . On suppose q u ' i l e x i s t e j , 1 <̂  j N t e l que ^ T y 

e t que , V j , ^ ± X_. + J ( X ^ i = X j ) a l o r s l ' a p p l i c a t i o n : 

2 N 1 / 2 
T : ir(fi) • n H (r.) 

i-i J 

u o f f r i r . j = 1 ' 2 - - - N 

J J 

e s t l i n é a i r e , cont inue s u r j e c t i v e e t admet un r e l èvemen t l i n é a i r e c o n t i n u . 

Ce théorème e s t une conséquence du théorème [7.2^| de G r i s v a r d QQ . 

1 / 2 

Remarque 1 . 1 . S i X . « x . Vj , e t é t a n t donné h . € H ( T . ) j = 1 ,2 . . . N , 
2 8u 

i l e x i s t e u € H (Œ) t e l l e que -r— = h . sur T. s i e t seulement s i 

l J h . da - 0 . 

Remarque 1 . 2 . S i X^ - ± + j pour un j € [ j , . . . N J , l e r e l èvemen t n f e s t p o s ­

s i b l e que s i h . e t h . , v é r i f i e n t une c o n d i t i o n i n t é g r a l e qui d é f i n i t un 

J J + l N 

1 / 2 
sous-espace non fermé de II H ( a . ) . Cec i nous amène à l ' h y p o t h è s e 

j - l J 

H ( X J , X 2 . . . X N ) : £ X j + 1 j = 1 , 2 , . . . N . 

Nous avons a l o r s l a 

PROPOSITION 1 . 2 . On suppose H ( X . , . . . X ) v é r i f i é e . A l o r s pour tou t 
———————————-— l n 

u e H 2 ( f i ) - { u e H 2 ( f i ) ; u ( s . ) - o, j = 1 . . . N } 

on a 

H ( f i ) L ( f i ) j = l j H (r J 

où C ( X j . . . X ^ ) e s t indépendante de u. 



XII-5 

C e c i imp l ique en p a r t i c u l i e r que l ' i m a g e de l ' o p é r a t e u r 

( — A + 1, - r — , j * 1 . . . N ) e s t fermée dans 
oX • 

3 N 
2 1/2 

j - i J 

De p l u s , on ne peut pas a v o i r une t e l l e e s t i m a t i o n s i Xj = X j + 1 

d ' ap rè s l a remarque 1.2. 

P reuve de l a p r o p o s i t i o n 1.2. 

2 
Grâce au théorème 1 .1 , i l e x i s t e v € Hg(f i ) t e l l e que 

3x7 ~ 3x7 s u r r j > J s ! - - N â v e c 

J J N 

B v B 2

2 < C J C X J , . . ^ ) I ||§-J 

Hz(n) 1 1
 j - 1 j H ( 1 ^ ) 

s o i t a l o r s : w « u - v 

2 3w 
w € Hg (Q) e t v é r i f i e ~ - = 0 , j - 1 , . . . N . 

j 

« 0 s ' e x p r i m e s o i t par w * 0 sur T. s i X , » T. , 

3w 3w 
s o i t par - — = a. - — s i X . r T. . 

3VJ j 3Tj J J 

E f f e c t u a n t l e c a r r é s c a l a i r e ( - A w + w , - &w + w) i l v i e n t : 

2 2 2 *" 
8-Aw + wll - IlAwll + IIwB - 2 (AW,W) 

o o o 
N 

« IlAwll2 + llwll 2 + 2llgrad wl l 2 - Y / i S - w da . 
j = i r . 3 v j 

r 3W 
Si X . « T . a l o r s w - 0 sur T . e t / w. - — da = 0 

J J J r . j 

S i X . * x . a l o r s / w - o . / g - » - ^ | w 2 ( S . + | ) - » 2 ( S . ) | - 0 

j 3 j J 

Et donc on a 

ll-Aw + w » 2 * IlAwll 2 + llwll 2 + 2llgradwll 2 

o o o • o 

*• 
B I d é s i g n e r a l a norme dans H S ( Q ) . 
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U t i l i s a n t une e s t i m a t i o n de C a c c i o p o l i [ T | on a 

II Awll 2 = H D J w » 2 + llD 2 w l l 2 + 2»Dx Dy w » 2 

o X o Y o J o 

e t par conséquent 

H wll ? < IlAw - wl l 2 . 
2 — o 

On o b t i e n t a i n s i 

llull 2 < l lu -v l l 2 + l lv l l 2 < I I A ( u - v ) - (u - v»2 + l lv l l 2 

< HAu-uil 2 + l l A v - v » 2 + Bvll 2 < HAu-uil 2 + 311 v i l 2 

— o o 2 — o 2 

e t on a 

< C(X 1...X N)<|A U -u |2 + l } 

J J ' 

où C(Xj . . . X J J ) = sup| 1, 3 Cj (Xj . . .X N)J 

c . q . f . d . 

I I . HOMOTOPIE. 

DEFINITION 2 . 1 . Nous d i rons que l a f a m i l l e de v e c t e u r s X = ( X j . . . X ^ v é r i ­

f i a n t H C X j , . . . ^ ) e s t homotope à Y = ( Y j , . . . Y N ) v é r i f i a n t H ( Y j . . . Y N ) s i 

i l e x i s t e N f o n c t i o n s cont inues t f . ( t ) , j » 1 . 2 . . . N de fp,l1 dans l e 

c e r c l e u n i t é s ' t e l l e s que : 

f . W ) = Xj 

< f . ( l ) = Y . 

e t pour t ou t t e J 0 , f ] l a f a m i l l e ( <f ] ( t ) , . . . <f N (t) ) v é r i f i e l ' h y p o t h è s e 

H ( c f j ( t ) , < f 2 ( t ) . . . c f N ( t ) ) . 

As soc ions a l o r s â chaque f a m i l l e X = ( X j , . . . ^ ) de v e c t e u r s l e problème : 
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N 
P v : H 2 ( ^ ) • L 2(Q) x n H 1 / 2(r.) = E 

X j - 1 J 

u • ( - A u + u , | ^ - | r , j = 1 . . . N ) 

J j 

Nous avons l e 

THEOREME 2 . 1 . S i l e s f a m i l l e s de v e c t e u r s X } e t sont homotopes, e t s i l ' u n 

des problèmes P ou P e s t à i n d i c e , a l o r s l ' a u t r e l ' e s t également e t l e u r s 
X, X 2 

i n d i c e s sont égaux . 

C e l a d é c o u l e de l ' e s t i m a t i o n a p r i o r i de l a p r o p o s i t i o n 1 . 2 . qu i 

r e s t e r a v a l a b l e mais avec une cons tan te C ( t ) qu i v a r i e continuement en t , 

e t donc bornée pour t dans [ p , f ] . On remarquera d ' a u t r e p a r t que H 2 ( & ) e s t 

2 
un sous -espace fermé de codimension f i n i e dans H (Œ). 

E n f i n on u t i l i s e l ' i n v a r i a n c e de l ' i n d i c e , sur l e s composantes con ­

nexes de l ' e n s e m b l e des opé ra t eu r s à i n d i c e . 

La q u e s t i o n qui se pose à p r é s e n t e s t de s a v o i r s i t ou t problême 

à d é r i v é e o b l i q u e se ramène par homotopie à un problème de type Neumann, 

D i r i c h l e t ou M ê l é . 

La réponse e s t p o s i t i v e pour un t r i a n g l e e t c e r t a i n s q u a d r i l a t è r e s e t n é g a ­

t i v e s i l e polynôme a c inq c o t é s ou p l u s . 

Nous avons donc l e 

THEOREME 2 . 2 . S i Q e s t un t r i a n g l e t o u t problème P x , où X * ( X j , X 2 , X 3 > v é r i f i e 

H ( X J , X 2 , X , J ) , e s t à i n d i c e . 

On peut v é r i f i e r géométr iquement que s i X s ( X j , X 2 , X ^ ) v é r i f i e 

H ( X , , X 0 , X 0 ) , i l e s t homotope à un t r i p l e t Y » ( Y t , Y 0 , Y 0 ) où y , * T. OU 

1 Z J i Z J J 1 

v £ i « 1 , 2 , 3 , avec p o s s i b i l i t é d ' é v i t e r ( t j » T 2 > T 3 ) • 
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I I I . SOLUTIONS SINGULIERES. 

Nous pouvons , comme pour l e s problèmes de Neumann, D i r i c h l e t ou 

M ê l é , m e t t r e en é v i d e n c e l e type de s i n g u l a r i t é s de l a s o l u t i o n H'(Œ) quand 

e l l e n ' e s t pas r é g u l i è r e , en ce sens q u ' e l l e / \ 

2 

n ' e s t pas dans H (Œ). Pour c e l a on se ramène 

par t r a n s l a t i o n e t r o t a t i o n à l a s i t u a t i o n de f \ 

l a f i g u r e 1 i e . on ramène un sommet Sj à l ' o r i - ^\ j \ 

g m e avec un c o t e i s s u de ce sommet p o r t e par * s \ / / 

l ' a x e Ox. S o i t o> l a mesure de l ' a n g l e en S de fi. / / 

Appelons v e t v 0 l e s normales à r e t r , /\°* / V 

F i g u r e 1 

Posons <~fi - ( V j , X j ) e t cp 2 = ( ^ 2 , X 2 ) l e s ang l e s o r i e n t é s formés 

r e s p e c t i v e m e n t par e t Xj e t v 2 e t X 2 . 

A l o r s l e s f o n c t i o n s ( é c r i t e s en coordonnées p o l a i r e s ) i n t r o d u i t e s par 

Ca lderon Q ^ 

a-, 
u f c ( r , 9 ) = r K s i n a K 0 - 0 q k € 

^ 2 ~ % + k 7 1 

où a f c = ^ e t 0 o = j - M> 2 

sont harmoniques e t v é r i f i e n t 

Au^ = 0 dans l e s e c t e u r d é l i m i t é par Tj e t r 2 « 

S o i t 0 ( r , 0 ) une f o n c t i o n de S>(Q) t e l l e que 

0 ( r , O ) = i r < e 

0 ( r , 0 > = 0 r > 2e 

| j - 0 ( r , o ) ) = 0 

-à— 0 ( r , O ) = 0 ( I l e s t a i s é d ' en c o n s t r u i r e ) . 
3 A 2 
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La f o n c t i o n = 0 . u^ v é r i f i e 

ûv f c € c"(ÏÏ) 

9 V K 
0 sur r j 

- o sur r 2 

v e s t iden t iquement n u l l e au v o i s i n a g e des au t r e s c o t é s . 

En p a r t i c u l i e r s i i l e x i s t e k t e l que 

1 9 
0 < Oj , < 1 a l o r s v f c 6 H ( Q ) mais v f c ^ H ( Q ) 

e t on a donc 

- A v k + v k e e1{Q) 

^ ~ - 0 j - 1 , 2 . - . N . 

j 

C e c i nous p e r m e t t r a d ' é l u c i d e r complètement g r â c e au théorème 2 .2 une f a ­

m i l l e de p r o b l è m e s . 

Ce sont des problèmes qui son t v a r i a t i o n n e l s e t q u i , par l o c a l i s a ­

t i o n , donnent des problèmes v a r i a t i o n n e l s . Nous t r a i t e r o n s l e cas p a r t i c u ­

l i e r s u i v a n t : 

On c o n s i d è r e l e problême aux l i m i t e s s u i v a n t . : 

- Au • f dans Q 

( P ) u. » 0 j € D C 0 , 2 . . . N ] 
1 J 

ërlp.- 0 M » 
J J 

avec l e s c o n d i t i o n s supplémenta i res s u i v a n t e s : 

s i Xj t Vj a l o r s j - 1 e t j+1 sont dans D 

fi e s t c o n v e x e . 
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I l e s t f a c i l e de v o i r dans ce cas que l a forme b i l i n é a i r e h a b i t u e l l e 

a s s o c i é e à ( P ) e s t b i l i n é a i r e , con t inue c o e r c i t i v e , ce qui nous assure l ' e x i s ­

tence e t l ' u n i c i t é de l a s o l u t i o n dans l i ' ( f i ) . 

S o i t S l ' e n s e m b l e des f o n c t i o n s s i n g u l i è r e s , v ^ a s s o c i é e à chaque 

1 2 
sommet S . , t e l l e que v, . a p p a r t i e n t à H ( f i ) mais non H ( f i ) . A l o r s on a : 

J 

THEOREME 3 . 1 . 

p : H 2 ( f i ) > L 2 ( f i ) x n H 3 / 2 ( r . ) x n H 1 / 2 ( r . ) 
j € D J j ^ D J 

e s t à i n d i c e e t : 

Ind P 3 8 - dim S. 

2 

Conséquence. La s o l u t i o n v a r i a t i o n n e l l e de ( P ) e s t dans H 0 S e t donc 

s ' é c r i r a : 

u « u + A v, 
° 0<K<dimS * * 

2 
avec u dans H ( f i ) . 

o 

P r e u v e . Par t r o n c a t u r e au v o i s i n a g e d'un sommet, on se ramène au cas du t r i ­

a n g l e , puisque fi e s t c o n v e x e . 

De p l u s , dans un t r i a n g l e fi', l e problème v é r i f i é par l a f o n c t i o n t ronquée 

admet une s o l u t i o n unique dans H * ( f i T ) . D ' a u t r e p a r t , l e théorème 2 .2 nous 

donne l ' i n d i c e e t i l e s t a i s é de v é r i f i e r que u e s t de l a forme 

U o + £ \ \ 
0 0<k<dimS * * 

ce qui a comme conséquence l e théorème 3 . 2 . 

Remarque. On peut o b t e n i r l e r é s u l t a t analogue s i fi n ' e s t pas c o n v e x e . I l 

se ra p u b l i é u l t é r i e u r e m e n t . 
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