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I. INTRODUCTIGN

On s'intéresse & la fonction spectrale et aux valeurs propres d'opé-

rateurs hypoelliptiques dg type :

(1.1) G= f=t X¥X + c.

les x,,...,xp étant des champs de vecteurs réels C* ; ces opérateurs
sont ceux qui sont formellement autoadjoints paositifs dans la. classa

des opérateurs introduits par H8rmander ([7]) :

2
(2.1°) e

X, étant un opérateur différentiel réel d'ordre < 1 . Ces opérateurs

ont été étudiés du point de vue de la sous-ellipticité et de 1'hypo-

ellipticité dans ([7]), (18], [13]) (woir aussi [9] pour les cpére-



teurs (1.1)). Rothschild et Stein ([14]) ont construit des parametrix
pour ce type d'opérateurs st obtenu des inégalités fines cde type P ,
Lipschitz , etc... {voir aussi les cas particuliers ray, [§]) i dans
(r3]) . Folland a étudié le cas "modéle™ d'opérateurs sur un groupe
de Lie nilpotent. On renwoie & ([12]) pour une étude détaillée des

opétarsurs de type (1.1').

Nous nous plagons dans la situation suivante : soit M une variété
’ » I} : L3
(') réelle, C% de dimension n, munie d'une densité positive no-

tée dx.; soit c uns fonction réelle C® sur M.

Soient X1,...,Xp des champs de vecteurs réels, C® sur M. Pour
toute suite I = (1,,..+,4, )€ {1,+++,87° on note ]T| = k la longueur

de I et XI le champ :

= LN ’x LN )
o Py P By X

On convient de noter si I = (1) est de longueur 1 Xp= X

Pour tout entier k et tout x € M, Vk(x) désigne le sous-espace

de T_M engendré par les vecteurs XI(x) pour |I] < k.

Soit @ un ouvert de M ; nos hypothéses fondamentales sant les

suivantes :

pour tout entier k la dimensicn de Vk(x) est constante

(1.2) {

pour X € uy ;i on la rota M et on convient que vy, =0 .

11 existe un entier k tel gue Y = n ;i solt r 1l'lentier tel
(1.3) {

ue < n.
8 Vpqg SV =
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Remarquons que la suita Varee)v, est strictement croissante.

Les hypotheses (1.2) et (1.3) entratnent la sous-ellipticité et
1'hypoellipticité de 1'opérateur G sur o ([7]) , [10], [13]) : ces
hypothéses sont m8me beaucoup plus fortes que la condition suffisan—
te de H3rmander ([7]) qui est gue pour tout x (de @) il existe un

entier k tel que dim Vk(x) =n.

Soit 0 un ouvert de M et soit (A,D(A)) une réalisation mirorée
autoadjointe dans L2(n i dx) d8 G . (Une telle réalisation axisze
toujours si c est minorée sur Q).

Remarquons pour la suite que £(n) c D(A*) = D(A).

Notans E{)) la résolution de 1'identité associés & A : on cdult e
la sous ellipticité de G que les fonctions de D(Aa)-akrlg C(Ak) sant CF
sur o N 0 ; E()A) prenant ses valsurs dans D(AQ) y 11 en résulte qus

son noyau () i x,y) est C¥sur (o N N) x (o N 0). Nous avons alors:

Théoreéme 41.1. : Il exdste une fonction y continue et stricte-

ment positive sur o N O telle que si 1'on pose

vsg k(\k— W(—“) s ON ait :

v/2
VxEpNO: 1im 3 e(x 5 x,x) = y(x)
A+ o

la convergence étant uniforme sur les parties compactes de

mﬂﬂ.-

Ce théoréme admet un corovllaire immédiat : si M est une variété

compacte et si p =M 4.s. si les conditions (1.2) et {1.3) sont sa-
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tisfaites sur M, il résulte toujours de la sous-ellipticité de G
que pour un £ >a D(A) cHs(M) (rz3, 191, [10]). Par suite le
spectre de A est constitué d'une suite de valeurs propres l,j'
réelles tendant vers + « . (On répéte chaque valeur propre confor-
mément & sa multiplicité). Notant N(A) = 12 10n a

N(x) =/ e() i x,x) dx et i1 résulte du théartme 1.1 le
M

Corollaire 1.2. sous ces hypothéses on a ¢

un 2 2.0 - j’y{x) dx
M

A+ o

Revenant & un probléms sur 0 c M , se pose la question d' scu-
disr les valeurs propres d'un probléme aux limdtes sur (.
Nous supposons maintsnant que f? est compact et que @ D i i nous
supposons aussi gue 3N est de mesure nulle dans M. ¢ étant bar-
née sur N, l'opérateur (G, ﬁtn))-ast seml-borné et symétrique;
soit (A, D(A)) 1'extension de Friedrichs ds (G, 5(n)). Alars

D(A%) est d'adhérence de S(N) dans 1'espace :
{u ELZ(O) /Vi=1.00,p: X u el_z(n) } .

1 résulte de ([7], [9] , [10]) qu'il existe € > o tel que
D(A%) c Hf(n) « Par suite le spectre de A est & nouveau consti-
tué d'une sulte de valeurs propres )\ i réelles tendant vers + o .

Notant encore N(1) = AZ< 10ona N(L) = [ e() i x,x) dx =%
=
J 0

Théordme 1.3. sous ces nouvelles hypothéses on a :

>

TR LIV =/ y(x) e .
9]

AP+ o
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Remargues 1. La fonction y est continue sur 0 d'aprés le

théordme 4.1 et o<fy(x) dX < + @
0

2. Le thécrgme 1.3 n'est pas un corvllaire immédiat
du- théorgme 1.1 :il faut établir en plus du théoréme 1.1 des ma-
jorations d'intégrales du type : f 8(x i x,x) dx pour K

fINK

compact c M

La démonstration des théorémes 4.1 et 1.3 se fait en plu-
sieurs étapes; on commence par transporter les champs Xi et
1'opérateur G d'un voisinage de x,€ w N O sur un voisinage de
1'unité d'un groupe de Lie nilpotent stratifié ([3], (6], [14]),
de sorts que les champs imagcs des Xi soient convenablement
gpprochés par des champs invariants & gauche g(:_ i nous nous
distinguans de ([6], [14]) en considérant des groupes de méme
dimension que M et_ceci grice & nos hypothéses (1.2)(1.3). Les
opérateurs G = - :?;I ')\(jz_ sont homogénes (de degré 2) sous l'action
d'une famille ce dilatations h, (raj, r1a]) et plus géréralement
notant 0.1 1'opérateur sur le groupe déduit de g, et Gt 1l'image
de t’261 par ht on a la convergence, dans un sens raisonnable,
dae Gt vers /G\lorsque t= 4 o; les ht Jouent ici le rdle des
homotéties pour les opérateurs elliptiques. On exprime alors la
fonction spectrale e{()) de G & 1'aide de la fonction spectrale
e, de Gt évaluée au point t"z)\. Prenant ¢t N\ﬁ an transfaorme
alors ls probléme du comportement asymptotique de e{)) en un

probléme de perturbations: déduire de la convergencs Gt - ’a\
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la convergence & ), fixe de e, (A,)-

2. ESTIKATIONS de NOYAUX

2.1 Régularité

Nous rappelons d'abord le résultat de sous-ellipticité concer-
nant les opérateurs (1.1) ([2], [9], l10], [_‘];3]) mais en précisant
1'uniformité des estimations pour une famille d'opérateurs. Nous
utiliserons les notations suivantes: pour s € R, Hs(Bn) est
1'aspace de Sobolev usuel d'ordre s ; on note "”s sa norme et
A° désigne 1'opérateur (1+ ]D»]z)s/z défini par transformation de

Fourier.

Pour un ouvert 0 de R" , on note T(N) 1'algdbre de Lie des
champs de vecteurs réels C” sur 0 . Pour X € T(N) ad X désigne

1'opérateur dans T(fl) définmi par : (adX) (Y) = [X,Y] .

Pour X,€ Q) (3 =1,..0,p), .r.(x1,...,xp) désigne 1'algébre

de Lie engendrée par X ,...-,Xp i s1 I est la suits

1
(11,...,1k) € {1,...,p}k on note [I] = k et

(2.1) X = (adxi1... ac:-xik 1) (xik) .

Soit @ un ouvert de R"; soit X une partie compacte de
fT(w)1° telle que :
(202) v (X1,...,Xp)€ X ] Y x E  ° LX(X1,...,XD) = Bn .

Soit d'autre part 8 un borné de C*(w) i on considére alors la

famille o des opérateurs
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1%
(2.3) G = ;43 XEX, +c .
pour (x1,...,xp)e Xetc € B .
Nous avens alors ([2], [9], (107, [137 ).

Théorgme 2.4. soit @y C £ o° (2) i 11 existe € > 0 tel que
g::gs € B et tout couple de fomctions g .8t ¥ de E(m1) VETi-
fiant p-¥= o, i1 exdste une constante C telle que pour
tout G € a et tout u 6.19'(@1) pour lequel Yu€ Hs(w,‘) et

YGuEHs(m,‘) y on ait cpuEHs+e(w1] et @

(2.4) loull,  sctllvaul, + vul)

Remargues 1. Les normes dans (2.4) sont celles de Ht(ZBn)
(t =sout=s+¢) : on identifie en effet, en le prulongeant par
o , un 8lément de Ht(m1) a4 support compact dans m1,élément de
HE(R™) .
2, Comme on l'a déja signalé, seule l'uniformité
pour G € 6 , des constantes C de (2.4) est & vérifier. C'est ce
que nous faisons maintenant en reprenant les principales étepes

de la démonstration donnée en ([107)

Lemme 2.2. pour tout ® CCw, i1 existe un borné &, de
C°(51), et un entier r tels que pour tout (X1,...,Xp)6}{, i1

existe des fonctioens a, . (J = 1,...,n et |I|<r} de B,

JsI

telles que sur 51 on ait :

;o -
(2.5) VJ_1""’n'an = ]IIZSr a1+ X
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- o \
Démonstration : soit x,€ m, ot soit (x,l,...,xp)e X ; d'eprés

(2.2) 11 existe r et des suites I yeeesI_ avec 'Ij' <r, telles

1
A n
que les vecteurs X, (xg) (3 = 1,...,n) forment une base de R .
J
I1 existe alors un voisinage V ds x, et un voisinage 7 de
A A
x1,...,xp, tels que pour x €V et X1,...,Xp dans ¥ , les vecteurs

Xz (x) (3 = 1,...,n) forment encore une base de R".

D'autre part pour (x1,...,xp)e ¥on a:
n
3

XI=Z 3%;

b
j=1 Ind 3 4
ou les bI j pour ]I[Sr et J = 1,.+.,n sont dans un borné de C™(m).
?

L'inversion ds la matrics ((b nous donne (2.5)

%(’J))J’k = 1,--.,”
pour x €V et (x1,...,xp)e X N7, les fonctions a, 1 pour
' ]

J = 1..0,n et |I|]<r étant dans un borné de C(V).

On obtient alors le lemme par compacité de ;31 X ¥ et par par—

tition de 1'unitsé.

Lemme 2.3. pour tout @ CCm il exdste € > o et C tels

que

p
YRy e X JE XV F € Ha)e IIE < of otk A2+ el

Dérmonstration : pour £ <1 on a 1'inégalité :
n 2 2 f: af n2
vees(®) s IEs T L0 E 05

D'eprés le lemme 2.2, il nous suffit d'établir qu'il existe

€ >0 et C tels que pour |I|<r , et (X1,...,Xp)€ Xon aiz :
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p
AEE KD X LY DI R P LR
Cn établit ces majorations pour £ < 2T , par récurrence sur
[I] & partir du
Lemme 2.4. soit £, un borné de T(w) et scit ®, €C g« Pour
£ <3 il exdsts C telle que pour (X,Y)€ 8, x R, et pour
€ ﬁ(m1) on ait :

ol <ctlxelSs IvelS, _, + lIfl3 3

Démonstration : 1& encors seule 1'uniformité pour (X,Y)e€ 31 X 81

de C est & vérifier. Soit € € 5{p) valant 1 sur '51 . Posons

, 2 -2
z = [%YI]E, s1=z*/\8 ) S5 = [S,,X8], et 85 = [6,,Y¢] .

Suivant ({97, [10]) on a pour f € ﬁ(w1) :
Iz S _ = (5,Y£,x%F) + (8,¥7,F) = (5,XF,v%F) = (XF,F) .

On cbtient alors le lemme en remarquant que pour T € 81 '
T* = - T+ a , a restant dans un bormé de C™(w) , et que las
opérateurs Si(i = 1,2,3) sont bornés et de norme majorée incdpen-—

demment de (X,Y)€ 8, xB,, de HS(B") dans ps-2e+1 (®7").

1 ?

On se fixe @ CCywi £ est donné par 1s lemme 2.3 et 1'on a @

Lemme 2.5. il existe C telle que si G € a et si

u € Lz(w,l) n €'(m1) est tel que 1'on puisse écrire sur
2

L Gu = Xif"i+ fo avec f'i €L (m1) (L = 0y004,p),

i=1
alors u € Ha(w,I) et : 0

(2.6) <o tll? + 2 le2 )

1=
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Démonstration ¢ ce lemme reprend la proposition 3.1 de ([2]] .

Soit V, 1l'adhérence de .b(m1) dans 1'espacs

{u ex.z(m) JVi=1,.00,p: X, u ELz(m1) }
Notons V' le dual ds V, (V'G .B'(w1)). On déduit du lemme 2.2
1'injection : V, & He(w1)'. De plus, C st C' notant des canstantes

indépendantes de G € e on & pour u €V, :

2 < el < o glaul, + s -

D%Jtre part pour f, € L2(m1) (1 = 0,ees,p) On &

o + X fi € V' avec

1=1 1 p p
o+ Zyx el < 20l

T1 suffit donc de vérifier que tout u € L2(m1) N &' (w,) tel
que Qu€ V' , est dans V,. Pour un tel u , on pose, sulvant ([7])

ug = E1-6°0)7"T

ol € € .B(m1)./aut 1sur supp u, ol u est le prolongement de u par o ,
et ol (1'-626)-1 est défini par transformation de Fourier.

uaé H,z,(m1) cV, , u, converge vers u dans La(m1) lorsque § - o et

8
on vérifie que (Iu5 est borné dans V'(cf [?]) ; par sulte u, est
- Q

borné dans V, et u €V, .

Démonstration du Théoréme 2.1

Soient ¢ st ¥ dans .B(m1) telles qus Y = ¢ 1§ s étant donné

posons R = ¥ /\5 p » Ecrivant ¢ = -i21 X?-!-X, y X, étant un opéra-

teur d'ordre 1 on & :
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(2.7) [@,R] = é 1 Fy +Fa

avec F, = 2[R, X,] et F,= XosR] + é >, s X +RI T

Le point essentiel est de vérifier que les opérateurs F 5 sont
d'ordre < s , gqu'ils ont leur noyau porté par supp ¥ x supp ? st

que pour une constants C indépendante de G € ¢ :
(2'8) Vueg H]s:oc(m‘l) "Fi u"o =C ” tu ”s

Maintenant si u € £ (w,) vérifie Yue Hs(m,‘) et ¥Gu € Hs(m1)
onpose V=Ru. Ona Gv=RGu + [G,RJu ; on déduit de (2.7) st
du lemms 2.5 que v € He(m1). Enfin on & gu= A v = [A °, 7] Asq:u

et pour £ < 1

ol = Il el

On obtient (2.4) sn reportant dans cette majoration les

estimations (2.6) et (2.8)

2.2.Estimations "a 1'intérieur"™

Nous allons déduire de la sous ellipticité des estimations
concernant les noyaux de certains opérateurs liés aux opérateurs

G (on peut penser en particulier aux projecteurs spec’a‘aux).

Nous commengons par préciser un point concernant les noyaux
d'opérateurs: soit P l'ensemble des opérateurs bornés dans Lz(Bn),
de norme <1 ; on munit P de la topologie de la convergencs forte

qui est aussi la topologie de la convergence uniforme sur les
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perties compactes de LZ(Fn) . 51 E € P, considérant E comme opérant
de H{R") dans £ (R"), on définit une distribution e (B™; 5 (R"))
et 1'epplication E -+ £ est clairement continue. Suivant le théore-
me des noyaux de Schwartz ([15] proposition 25) on associe & € la
distribution e € 2*{ R" x B") telle que :

V(p, e (B )x H(R") : <e,p0¥>=(EY, 7)

(") .
De plus

Lemme 2.6. 1'application qui & E associe son noyau e est

continue de P dans &' (R " x B") .

Nous nous donnons maintenant une famille d'opérateurs ( 1.1 ) :
T étant un espace métriqus compact et g un ouvert ds A" y ON s8
donne pour tout t € T des champs X, € T(w) pour £ = 1,...,p et
]

une fonction c, € C*(w) . On suppose que :

(2.9) Les applications t 2 C_ et t = sont continues de T

{ t i,t
dans C{w) et de T dans T(y)

R n
(2. 10) VtET, VX€ o ¢ ;x(ﬁ,t,.--.xp,t) =R .

Soit T, €T ;5 pour tout t € T, on considére un opérateur Et
autoarjoint dans Lz(m). On suppose que pour tout t € T, tout

u GLZ(Bn) et tout entier k d;Etu € Lz(m] et que @

(2.11)  vkeN o “jr:z( )s 1 llas e, ul]Lz(w)<+ o

Nous avons alors @
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Proposition 2.7. sous les hypothéses (2.9), (2.10) et (2.11),

le noyau e, de E,_ est C® sur pxu et la famille (e, ) est
t tteT,

bornée dans C(wx @) »

Démonstration : la compacité de T et les hypothéses (2.9) et

(2.10) nous permettent d'appliquer le théoréme 2.4 & la famille
des opérateurs Gt(t €T).

Soit w,cC w et sait ¢ € Hw,) i on déduit alors de (2.11) et
du théoréme (2.1) que pour tout entier k y 11 exists une constan-

te G_telle que pour tout t € T, , ot tout u € Lo(a) :
loE,ull =gl 5
e e Tk L%(w)
ol &€ > o est donné par le théoréme 2.1.
I1 en résulte que cpEtU € C{w) et que pour tout ¢ € N

i1 existe C_ telle que pour tout t €T, , tout u¢€ Lz(m) :

e |(0%E, u)(x)| = Cd”u“La(m) .

Par suite les opérateurs Da(p Et:p saont de Hilbert-Schmidt et

ont leur noyau eg dans Lz(mx w) i de plus :
n
(2.12) Ve €N : 5 llsg]l2 <+ @
° L (ox o)

Au sens de 5'(wx o) on a eg(x,y) = Dgeg (x,v).

De plus Et étant autoadjoint on a :

glx) o (x,y) gly) = e2(x,y) = e2ly,x) .

On en déduit que pour tout g€ N Dg eg et D;' e sont

dans LZ(me) i par suite eg € Hox @) et utilisant 1'équiva-
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lence de normes sur Hf(mxm) :

leC., )] scte. 2 [o%l j+ logell

H (0 x ) HEY: L (oxa) 7 L (wxm)

on déduit de (2.12) que les ef sont bornés dans Hf(wxm) pour

tout entier ¢ , et la proposition suit .

2.3. Estimations "sur le bord"

Nous voulons maintenant étudier le cas ol les opérateurs Et
ne sont plus définis sur tout ¢ i nous nous plegons toujours
sous les hypothéses (2.9) et (2.10) et nous supposons de plus

que

(2.13) VvteT: c, € L®(w) et ts;pT”c "L"'(m) <+

Pour tout £t € T on se donne un cuvert Ot Cwi on définit

alors l'espace V,_ comme étant 1'adhérence de .B(nt) dans 1l'espace

t
2 2
fueL (nt)/ Vi=1,¢00,p @ xi,tu €L (ot)].

Soit at la forme hermitienne continue et coercive sur Vt H

p
at(u,v) =J; { Frer RPN T ctu.v} dx o
t

T1 résulte de (2.13) qu'il existe une constante C telle que

pour tout t € T et tout u EV on ait :

(2.14) I!ull < a,(u,u) + o,
L

(o)
On note (A D(A )) l'opérateur défini par le probléme veria-

tionnel (V ( ) , at) : c'est 1'extension de Friedrichs de
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(Gt . Ha)).

On considére alors pour t € T, c T des opérateurs bornés

E, » positifs autoadjoints dans LZ(Ot]. Nous supposons que ¢

(2.15) Yk eEN, Vu eLZ(nt) : a’; Eu GLZ(Q,C)

(2.16) Yk €N :  suw

e, ..
ceto I3, < PoeBerliaggy <
L

a.)
t

nt)

Nous supposons de plus que pour tout £t € T, et tout u ¢

u € Lz(ot') :

(2.17) Yk €N , Vg € Ha) cpd:Etu €V, .

Aemarque : le paragraphe précédent correspond au cas ol
®= R pour tout t ; alors (2.11) implique (2.17). Mais notrs

conclusion est ici plus faible et de nature différente :

Proposition 2.8. sous les hypothéses précédentes le nayau

e, de E,_ est C® sur (w N ﬂt) x (o N ﬂt) . La fonction

et(x,x) est positive sur @N O et pour tout o € Hw) on a:

s X 2 e, (x,x @ .
(2.18) teug_c/mnntlwc)l Jx0x) @ <+

Le fait que e,_ soit C” sur (p N ot) x (w N ot) résulte

t
immédiatement de la propesition 2.7 asppliguée & un seul opérateur
- sur l'ouvert g N N, : d'autre part E_ étant positif autoedjoint
par hypothese, on a et(x,x) > 8. Pour démontrer l'estimaticn

(2.18) on utilise le fait gue 1'intdgrale de (2.418) est la trace

de l'opérateur o Et@ et on estime cette trace & l'side de majora-
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tion de n-idmes diamdtres. ([1]) .

Nous notons W, 1'espace des u € Lz(ﬂt) tels que G.u € Lz(nt)

et tels que pour tout ¢ € Hw) q)UGVt .

Prouvons d'abord le

Lemme 2.9. soit 0 CCwi il exdste £€ > o et pour tout
couple (9, Y)€ ﬁ(m‘l)x' ﬁ'(‘m1) tel que ¢ Y=g , une constante G,

telle que ! pour tout t € T 1'application u =+ 371 prolonge-

t
et :

2 2
~n2
vuen, 158 sclloaguly |+ Il

(o) } '

Démonstration : appliquant le Lemme 2.3 aux fonctions ds

(a.)

-B(xm’ n Ot) y on obtient qu'il existe € > o st C tels que : si

pu€V, alors gue H(R") et

o~ )
(2.19) loull, =clloull .
Ve

ment de pu par o sur B“\nt est cantinue de W _ dans HS(BH)

Donnons nous u € W, ; remarquons d'abord que pour tout ¢ € w)

et tout 1 = 1,...,p gxiu= xig u- Xi(g).u est dans Lz(ﬂ't).

Pour veﬁ(nt) on a : -

(z.20) at(q;u,v)-at(u,q;v)= ;L Xi,t(cp)[u.xi’t\'?-xi’tu.V]dx
t

1'intégrale défimissant at(u ' (pv) ayant un sens d'aprés la remar-

que précédente; mais pour v e.B(nt) y PVE ﬁ(nt) et :

(2.21) at(u,q;v)= <Gtu ,¢V>ﬁ.(ot)xmat) 34/‘;,: L G.,cu .V X .



XI-17

On reporte (2.21)dans (2.20); puis par densité on peut pren-

dre VEVt et choisissant v = pu on obtient que :
p

(2.22) at(qgu,cpu)=Ref G u.qU dx+f (_i;]xi t(‘?)lz)]ulzdx
Oy O '

D'aprés (2.9) les X; 4 sont bornés sur o, et le lemme résul-
’

te alors des estimations (2.19),(2.14) et (2.22)

Remargue : on déduit aussi de (2.22) et (2.14) que
u 2 < C4J|G_ u 2 2
llo llVt {ls, HLZ(ﬂt + [lull 2 )}

ce qui prouve qus Wt est un sous espace fermé de

{ue Lz(n )/ Gue szﬂt)} . W_ est donc un espace de Hilbert si

on le munit de la norme : \

2 2 =
lull = {laul?, o) + Il )}

Par récurrence sur £ > 4 on définit les espaces

wt {ue Wl e wﬁ”}

muriis des normes ¢

I, = {logi?,., + 2,

t

On convient que Wg =L (Qt) . 0Ona aussi

2
(2.23) wt - {ue () / vk
VK =0,00es8~1 a’f:u ewt}.

PP :(i:u ELZ(Ot) et

On note Zé la boule unité de ‘Wﬁ et pour @ € Hu)

(o o , Lz(nt)) (§ = 0,1,ee+ ) 1le j-itme diametre de 1l'ensemble

9 z:é dans Lz(nt) (117) .

Nous avons alors :
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Lemme 2.10. soit w, ccCcyet soit € > o0 donné par le lemme
2.9. Pour (peﬁ(m) et pour 4> 4 i1 exdste une constants

C=cC(2, ¢) telle que :

VEET, Vi=ote. 1 dley, L3(0,)) < c(#44)” *4/n

Démonstration : donnons—nous @g ye s« 0, € H ) telles que pour

ettty g =95y

Soit B une boule contenant m1 . I1 existe une constante G,

telle que si ©' désigne la boule unité de HZ(8) on a ([2]) :
Vizo dj(z',L,z(B))S e (1+3)” &

De plus pour tout y > o0 , 11 exdste un sous espace 3 de

ou) /28

codimension finie et majorée par (C dans He(B) , tel que

(2.24) vues u"u"fz(a) < Jlufl®,

p>o et @ étant fixés soit ¥, le sous espace des

b
u€ Wk tels que /J?—

t'lg
ueo<k<i<g-1. (yt est bien défini grace & (2.23) et au

€ Qu pour tous les indices i et k tels

Lemme 2.9).

On déduit du Lemme (2.9) et de (2.24) qu'il existe G (dépen-
dant de Qares 1@ o mais indépendant de p telle que tout te T ,

tout uEWﬁ :
k n2 k+1 12 k n2
ullps Ggull < C {loy,, @ ulf + llpg 4 G5l 1.
h g G't LZ(ot) { i+1 ¢t LZ(Qt) i+1 °t LZ(nt)
Par récurrence sur i on en tire que pour k< g-ion a :

wloyq €l scll ally
L (”t) £
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et pour 1 = £ on obtient que ¢

2 2
(2,25 ool =
f Wi

Soit (1 -"t) le projecteur orthogonal dans Wé sur v, .

3]
m, est de rang fini = i%'i)-) . (Cou) /25, et on déduit de (2.25)

que pour tout £t € T et tout u €W§ :

Dol = PaTY 2 < czuu —nt)u"iz < cznu”

Lz(nt)

(2.26) ut

wt
t > t

, 2, 25 Y
L'entier j étant donné on choisit y = G '(L e N de

sorte que DoTy est de rang < j ;7 on tire alors de (2.26) que

d,(9aT %(a,) < ', ct. (ZT%J-TT))— S

On achéve la démonstration en remarquant que zic z@ et

que par suite :

doloozt, L3(n)) <1 .

Démonistration de la Proposition 2.8 : soit ¢ € H o) ; soit

W CCo tel que © D supp o i soit alors € > o donné par le

Lemme 2.9 .

I1 résulte des hypothzses (2.16) et (2.17) que pour tout
L 2111 exista C telle que :

VEET, EqiicC.x/
On déduit du Lemme 2.10 qu'il existe C' telle que :
o 2 ' A=£
(2.27) VteT,, vi=0,1.ees dj(q,stq,zg,l. (0,)) <c (1+4) £/n.

Choisissant £ > n/€ on en déduit que 1'opérateur CPth’ ,

positif autoadjoint est cans la classe G, de ([17) et sa trace
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est :
tr(q;E q)) / qp(x e (x,x)dx Z d (q;Etcp s L (O )) .

et on conclut en utilisant la majoration (2.27) .

3. HOMOGENEITE
3. 1- Notations

Le but de ce paragraphe est de définir pour les champs )(i de
1'introduction une "partie principale homogéne". Mais auparavant

nous précisons quslques notations empruntées & ([37, [6], [14]).

Dans toute la suite de ce paragrephe la suits
0= vy < 2 ool v= N est fixée; on définit la fonction poids
[ Jde {1,...,n} dans {1,...,r} en posant [§] = k pour
M_q< ISy - Pour t>0 on définit h. € GL(B") en posant

ht(ej) - tH1 8y ((31,....,en) étant la base canonique de Bn).

On dira qu'une fonction f est homogéne de degré p si pour
toutt>0 f o h, = tP.f ; de méme un opérateur différentiel
T (a coefficients C¥) sera dit homogéne de degré p si pour tout

t>o ‘ht_’_T = tPT (ht*T est 1'opérateur imege de T par h défini
pour u< 5 B") par (he () = {T(u o) T o hZ') .

Par exemple la fonction g <+ £% est homogéne de degré
[e] = JZ ay [3] , st l'opérateur £ a §4 est homogéne de degré
(31-[a] -

Suivant ([6]), nous définissons l'ordre d'un opérateur en o
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de la maniéra suivants : on munit d'abord R" des la "norme hormogé-
2/ N ]
8" '§| = { Z ‘gj qui est une fonction C®sur B\ o ,

homogéne de degré 1, ne s'annulant gu'en o.

Pour un voisinage U de o , on définit C:(U) 1'espace des

fonctions "nulles & l'ordre m" en o (m € Z) en posant @

C:[U) = {uecu)/ Julg)! =0 (gl ™ quand £ -+ o} .
On dit alors qu'un opérateur T de C':'(U) dans C™(U) est d'ordre
<peno (peZ) si

vm TCu) cct_ p(U) .

Avec ces définitions un opérateur T = Z a 3% est
o <k (2 4 E
d'ordre < p en o si et seulement si pour tout ¢ a e C[ ] - p(U) ’

ce qui équivaut & dire que pour tout ¢ et tout g tel cue
8] < [o]-pona: (ag aa>(o)' =0 .
A un tel opérateur d'ordre.<'p en o , on assoccie sa partis

» A »
homogéne de degré p , T , définie par :

T= Z Ba Y(a)eB <9
(3.1) T= T ;%,]-p (ag X )e¥ g1 CH

AY
Il est clair que T - T est d'ordre <p - {1 en 0 . Natons

aussi que pour tout borné f de S{R")

; - s
(3.2) t (ht*T)f‘ rargeali B

la convergence ayant lieu dans .B(Bn) et étant unifaorme en f € R.
(Noter qu'il exisie un-compact K tel gue supp f K pour tout f

de B et que h_ T est défini sur K pour t assez grand).
*
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Notons enfin que si T et S sont des opérateurs d'ordre < p
et d'ordre =g eno , T.5 et [T, S] sont d'ordre < p+q en o » et

. . AN AN
pour ce qui concerne les parties homogénes 7.5 = T.S et

”N
[r.s]= (7,57 .

3.2. Le Théorame 3.1

Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : M est une
variété réelle , C® de dimension n ; x1,...,Xp sant des champs des
vecteurs réels , C® sur M . Nous notons Vk(x; X,‘,...,Xp) le sous
espace de T M engendré par les vecteurs XI(x) pour |I]<k .
(Notations de (2.1)). o étant un ouvert inclus dans Q nous

supposons que
(3'3) VXEwi Vk=1,nct’r= dika(xiX1,...,Xp)=\k.
Nous avons alors le résultat fondamental suivant :

Théoréme 3.1. : soit x,€ g5 il existe deux voisinages

MCC we CCTw de x, , un voisinags U, de o dans Bn, et una

application @ C* de 51 X gg dans R" tels que :

i) pour tout x € '031 1'epplication @, : y 2 8(x,y) est un C®
difféomorphisme de ¢, sur ex(m") , tel que ex(x] = 0 et

ex(mo) DU, o

ii) pour tout x 651 les champs X, images de X, par &
?

(:’L = 1,...,p) sont d'ordre < 1 engo .

» » A K3
iii) si 1'on désigne par )(i x la partie homogéne de degré 4 de
14
A
)(i % ! les champs X, engendrent une algébre de Lie nilpotente
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de dimsnsion n st :

n o) o
VEGB F) Vk=1,..-,r‘ dimvk(§!x1'x,.oa,xp’x)=\’<.

. A
iv) Les champs X, et X
i,x

1 x dépendent différentiablement da
’

x€m1 .

Ce théorgme s'inspire de (f_&]), bien gue pour des raisons
techniques le schéma de la démonstration soit différent. L'origi-
ginalité par rapport & ([6], [14]) est que sous 1'hypothése
(3.3) on "approche” 1'algébre de Lie engendrée par les X s par

une algebre de Lie nilpotents de méme dimension que M .

3.3. Démonstration du Théoreme 3.1.

Soit x,€ wi nous choisissons des champs Y1""’Yn de la

.

T s

forme

(3.4) (a; r€ M)

de sorte que les (Y1(xo),...,Y\k(x°)) fcrment une base de

Vk(x° ; x1,...,xp), pour tout k = 1,...,r. Il résulte de 1'hypo-

thase (3.3) que pour x voisin de x, les (Y#x],...,Y»(x))
forment encore une base de Vk(x H X1,...,Xp) et par suite au voisi-

nece de x, on a !

(3.5) Xp = (bI’je c%)

SAERREEE
Regroupant (3.4) et (35 ), on obtient que pour toute suite
J= (Jqeeeeady )€ [1,-++,n} on a, en notant [J]= [i]+.-a 44,1

= - L ] d Y. :
et Y, (ad YJ1 a J},—-‘!)(Yj.z)

3y (VecT .

3.6 Y, =
(s-e) T ois W
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n

Pour g€ A" on considire le champ Yg = Z gj'Yj .
J=1
Notons Q(t i X, g) 18 groupe local a un paramétre associé a Y§ :

(3.7) { %:; i ng
(aix, 8 =x.

$ est défini et C* sur un voisinage de (o, x,, 0) dans

R xMx B” et vérifie
(3.8) Vrlr]<1: #(stix, ) = a{tix,re)

I1 en résults que % est définie sur un ocuvert du type :
J1-2,2[ x @g XUy olt o, et U, sont des voisinages de x, et o res-
pectivement ; on pose alors e(x, ;E) = 3(1;x, €) et o, est 1'appli-
cation:_E-’m(x,_E).Ona: n

dg o). 1 = {3 Y,(x)

Quitte & restreindre @, et U, on peut donc supposer que les
o, (x € @) sont des C® difféomorphismes sur leur image ; on
supposeraaussi que U, est symétrique et que pour un voisinege
w CC de x, on a cp('m‘,xU,) C o *

Prouvons d'abord le

Lemme 3.2. : soit f€C”(w,) i la fonction ¢
a .

h(x, £) = ( -é—g:j-(F o o) (v, E))

y = o(x y - E)

est C% sur oy % U, et sa série de Taylor en €=0 est :

h(x , €) (v;)F) (x) .

(-adY)

k =0 !
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Y
Démonstration ¢ si l1'on note & g1"= f apoOn a :
-Y 3 Yg
h(x, € =(e 5.5 e 5f) (x) -

5%

Pour (x, E)€ @y XU, on & o(x , )€, et il est alors clair

qus h est C® sur o4 X Ug -

I1 résults de (3.7) et (3.8) que la série de Taylor en E=o
de ¥ o p est

(39 (Fogllx, 8 o 2oy g 0FF) (4

et la série ds Taylor en £ = o ds g(x, &) = -a-ag-(focp)(x, £)
est alors : ’
oter ) 2, de(tyr) )
ol pour deux champs X et Y an note :

XY) - -k%{()éiw-» Klyx 4 oo+ YX).

Ré-appliguant (3.9) on obtient la série de Taylor de

h(x, )

k
' (—Yz)k-p .c,(y‘:,vd) f) ()

h(x ' )
(x, 8~ k=0 (p=o (k= )1 p 1
Le lemme résulte elors de 1'identité suivente (cf.[&]) :

pour deux champs X et Yon a :

k k
Do (X oY) (-adx) (v)

P=0 (k-p) ! pl (k+1)1

On utilise alors (3.5) pour développer le terme
k
(ad Yg) (YJ) : —

(3. 10) (adYg)k (v,) = > L e, YjUj .Y

|l =k [£] =[]+ (4] 4
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ol J = (311-'-“1,()6 {15000y n}k, EJ= ...,gj et ot JUJ est
k
la suite (31’000,‘1’(,3)6 {1,0--, }k+1
On déduit de (3.10) 1e

Lemme 3.3. : soit f € C”(@,) et soit h comme au Lemme 3.2.

Alors

h(x, g) = (Y £)(x) + Z (-e ’ . yjuj(x).(Yzf)(x)-r

1<[J]<r -1 [J1+1)1
[£1=[V]1+ (3]
+0o(]g") .

Nous avons alors la

Proposition 3.4. : avec les notations précédentes, pour

x €y » les champs (o, )* Y, sont d'ordre S [§] en o .

Démonstration : soit T, _ 1l'imags de i—par o + Pour € Cwo)s
3,% 3E; x

on &, en notant h la fonction introduite au Lemme 3.2.

(7, ) e (8) = gj(fwx)(e) = ho (8) 4 €) -

Soit g € H{U,) ; alors f = g ¢ q;;1€ Hw,) et
(7 Fla () . 2 4 (g .
3€ g LE

Notant z.j,x 1'image ds ’Y‘j par cp:‘ on a aussi :

(*,F g, () = (24 ,8) ().

On déduit alors du Lemme 3.3 que :
n

53 se-9)(g) = (z, (@) () + &y 2y (x8)(Z, a)(5)+al]gl")

avec 3

J
(3.11) ZJ’L("D §) = [1]_["]?‘[‘,]51._1 (%2.'—1)] {,Uj(cpx(é'))-
J#o
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Notons A la matrice ((ZJ,L)) ; soit B = ((ZJ,!'))

J,!,=1 gy seeyn
la matrice : B = -o"\-l-/"2+----’-(-'1)1%‘l A, Puisque A = 0('5” an a

(Td+8B)(Td +A) = Id+0(]£]") et on tire de (3.11) :
n

g ~ 39 ¢ r
(21) (2 900) = 00+ Z4F, . 9 S0 wol]gf):
Ecrivant que : n
Z, =2+ Z, ,[x £) 2—
Jlx ng L” J,L ! 351'
on tire de (3.42) que §J,£ = ;j » +0H§'r) .

Enfin E'J P est somme de termes de la forme ¢
?

- S - *
ZJ’L1'Z"'1"2" z avec q < r -2

ﬁq’z

Tenant compte de (3.11) on en déduit qus

;J’z(x ye) € C;z]-[j](u°) et finalement que
ZJ,L(X e JE Cfl]-fJ](UO) , ce qui achdve la démonstration de la
proposition.

Fin de la démonstration du Théoréme 3. 1.

On définit @ par : o(x,y) = ex(y) - q,;1(y). g est défimi
d'un voisinage de (xg, X,) sur U, ; 1l'application
(x,y) -+ (x, e(x,y)) est 1l'application réciproque de

(%,8) » (x,p(x, €)) et o est C*; de plus o(x,x) = o .

Pour satisfaire le i) du théaoréme il suffit d'ajuster

les voisinages wy s g €8 U, , en les restreignant si necessaire;

nous suppesons dorénavant que ceci est fait.
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Soit Xp = (8)eXp 5 X , est aussi défini per la formule
(2.1) & partir des Xi , et est d'ordre < |I| eno .
Prenant les parties homogénes aprés avoir appliqué (ex) -1

(3.4) (3.8) et (3.5) on obtient :

VAN O\
) o) N
XI,X = [j ];I‘ bI,j(X) Z.j!x

YaN N\
(3.14) [231'x , 2

- SN % R
. (3= f3+ 1] "Warda) T T

I1 est sous-entendu, dans (3.14) que si U1+ 0]>r,
la somme du terme de droite, portant sur un ensemble d’indices
j vide, est nulle. Il résulte aussit8t de (3.14) que les Z,j,x
engendrent une algébre de Lis nilpotente de dimension n dont
les Y(j“,,j )(x) sont les constantes de structure. On tire de
(3.13) que 1les x ( i=1,...,p) engendrent la méme algtbre
de Lie et que pour tout k., V (g; Xy, ""’/.;,x) est 1'espace

engendré par les Z (g) pour [j]<k.
I1 résulte de (3. 12) que 1'0n a :

5 .2 L e e
(3:19) 2= 5yt Sty ety G 5,

pour certaines fonctions (3’ z(x)e C“(m‘,) . Par conséquent
les Z (E) sont pour tout £ € - indépendants et par suite
2

)

pour tout €€ R ; dim Vk[gi 1’x,...,xp,x =y

On acheve la démonstration du théoréme en remarquant gue
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X X dépend differentieblement de x € Wy puisque g est C® des

i,

deux variables (x,y), et qu'il en est de méme de ?i . aui est

un "développement limita”. (cf. (3.1)) en E=0 de )(i x*
H

3.4. Etude des opérateurs homogénes =~

A
Nous étudions maintenant les opérateurs associés aux X,

i,X

on renvoie & ([3]) pour une étude plus compldte de certains

aspects du probleme.

On rappelle que les champs /X\i % (1=1,...,p) sont homogines
?

de degré 1, dépend nt différentiablement de x st vérifient 1

2\ 2\
(3-16) V g EBn, Vk = 1,---,1‘ : dim Vk(g;x1’x,uo-,xp,x)=\‘<o

On déduit de (3.1) que, comme tous lss champs homogénes de

degré > 1, les Gc\i , Sont formellement antiedjoints. On pose
?
p
2
(3.17) Vx€eo 6 = ; @’x)

Il est clair que les 6\x sont homogénes de degré 2 et

formellement autcaedjoints positifs. Nous avons @

Proposition 3.8. 1) Pour tout compact ;2 C wy » tout

compact K de L2(B"), tout compact T de €\ fo, o[, et
tout £ > 0 , il exists un-berné B de L{R ) -tel que .-

V(x,f,p.)e BZ’Xer y 3V €8 “(6:- p)_u - f"o <t

D@() a {uéLz( R")/ fz;ue Lz(.'ﬁn) } , et 1'opérateur

N 2r 0
(ﬁ\x , D(Ax)) est positif autoadjoint dans L°(R") .

4
*

ii) Pour tout x€ @y » 2R") est dense dans
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Remarque : le ii) est prouvé en ([3]); nous le déduirons
aisément de 1).

Démonstration : soit Vx 1l'espace de Hilbert :
oS
= e (B /Vi=tyeee,p X, € L2(R") )

et soit ax la forme hermitienne continue et coercive sur Vx H
§~ A A
ax(u,v) = & f:ﬂn (xi,xu)(xi,x,v) de .

On définit donc par la méthode variationnelle un opéra-
teur A D(A ) positif autoadjoint dans LZ(Hn) (11 n'est pas
clair que 1le D(\ ) ainsi défini coTncide avec celul défini en

i1) ; nous le prouverons par la suite)

Fixons nous ;Z,K,I‘ et € 11 existe un borné B, de H=R")
tel qus :

(3.18) VFeK, 3geB, : [IF-gl; se/2 .

Pour n€T et x € w,, 1'opérateur (Ax- p,)- est défini, et
borné de L2(Fn) dans V’l< y de norme majorée indépendemment de
LET et x€ ;’2 :

-1
(3. 19) IR -u)" g Al = el
sup sup (1 +t
p€r tefo,of  [t-p]
Soit ¢ € H{B") , Evelant 1 au voisinage de o ; pour

o X
avec Cg = 2) <4+ @

=S >0 et pour u = 6\:— p.);1, on a, compte tenu de 1'homogénelté

des X et de A :
i,x

(@ u)(;oh u) = (;oh Jg -2s Z(Xi c) e h . Xl,xu-l-

+ (8 W(Elen, Ju .

On déduit alors de (3.19), que C étant une constente indé-
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pendante de p €T, x € 52 et g€ L2 (Fn) ocn a :
1B -w)cah (& -u) 7 - (Can)all, = cls+s®)all, -

or (¢ o hs)g + g dans Lz(Bn) lorsque s # o , uniformément pour

g€ 81 i on en déduit qu'il existe s, assez petit, pour que :

(3.20) VgeR, , V€, "@-u)(cohso )(A-u) g -gll<e/2

De plus (3.16) et la différentiabilité en x des champs
/X\i x nous permettent d'eppliquer le théoréme 2.1 sur tout compact
H
de A" on en déduit que R, = J U (//\\- u)" 81 est borné
) BET x€m *
dans C(R). Par suite (¢ » hg )82 est un borné ds S{E") et 1e i)
[

ds la proposition résulte des estimations (3.18) et (3.20).

I1 résulte de i) que pour tout x€ g 5 -B(Bn) est dense
A
dans D(Ax); par suite Ax est la plus petite extension fermée
2\
de (Gx , ﬁ(:ﬂn)) et par passege & 1'adjoint /A\x est aussi 1'ex-

tension maximale , i.e. : D(Ax) - [uELz( Rr")/ CixueL2 (®M3.
leii) de la proposition est alors clair.

Nous voulons donner maintenant quelques prupriétés
- A 4 -
spectrales des opérateurs Gx i nous utiliserons le Théoreme

suivant (cf Kato [8]) :

soient (An , D(An))nE N ot (A.0(A)) des opéreteurs auto-
adjoints positifs dans un espace de Hilbert H ; on note En(x)
et E(A) les résolutions de 1'identité associées & ces opéra-

teurs. On suppose que An converge vers A au sens suivant @
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I1 existe un sous espace J dense dans D(A), tel qus pour tout
ude &, uest dans D(An) pour n assez grand et

nl_}mannu -A u"H =0 .

Théordme 3.6. : 1) pour tout peC\[o, o et pour tout feH:

umfl(a -p) 7= (A=) el = o

ii] pour tout )\ non valeur propre de A, et

pour tout fEH :

i e ()F - €0)fly = o -

. A
Nous notons ﬁx la réalisation de G de domains D(Ax) et

/E\x(x) la résolution de l'identité associée &/A\x .

Lemme 3.7. : soit fe L2(B") :
i) 1'epplication {x,p) -+ (l/\;-p,)_1 f est continue de

w x C\[o,m[ dans LZ(B.n)

ii) 1'application (x, A)- /E\x(ﬂf’ est continue de 4% Joyof

dans Lz(Bn) et 7\; n'a pas de valeurs propres.

Démonstration : soit Ht(t >0) 1'isométrie dans Lz(n"‘) définie

par :

(3.21) (HF) (8) = g 2

(f'-’ht) (g)

ol v = o=t k(\:’< -\‘]<-1) est la dimension homogéne de R (371) -

N\
Il résulte de 1'homogénéité de G, que Ht(D(Ax)) - 0(A))

et que
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-1 A 2
Ht Ax Ht =t .‘\><
Par suite on a :
‘ -1 A ~
(3.22) H B () H = B (£7)

On en déduit que :
IE0)F - B2 = (EL0IF, 7) - ELHF , AT et
IE,0) - BN < 2lell, lin,r - #ll,

X

Lorsque t » 1 "H F-F”o'-* o et on a pour A,>c ¢

(3.23) Lim {§mnsuk- (o )flle} = o
Xm1

On en déduit gque 'tout A, > o n'est pas veleur propre de A .

I1 résulte directement de 1l'équation résclvante :
o -1 A -1 A =12\ -1
(A ~p)" = (A -po)™ = (b = o) (A, ~u)7 (A ~u,)

et de (3.19) que pour tout p,€ C\[o, ol on a :

(3.24) hm { sup ”(A p)-1f’ - (7-\\ . _1f"” }-— o .
Tingi I X€ Wy

Fixons x,€ w, i on a vu que H{B") est dense dans D(ﬁ; ) et
1
i1 est clair, d'eprés la différentiebilité en x des champs

A
xi,x’ que pour tout cpe.&(:Bn)cD@) :

xlh}'x“Jlew - AX1CP”0 =0 .
On déduit alors du Théoréme 3.56. que :

A\ - -
(3-25)  uim [(A-pe)7' 7 - @1- po) fllo =
1
a
(3.26) 1m [E (h)F - €, Oo)flle = o
XHX‘I 1
(3.24) et (3.25) donnent 1e 1) ; (3.23) et (3.28) connent le ii).
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Pour 2tre tout & fait complet il ne nous reste qu'a vérifier
que o n'est pas valeur proprs de ﬁ\x i Supposons que u€ L2( Bn) véri-
fie ﬁ;u = 0 . On déduit de la densité de H{ER") dans D(;;] , ou du
fait que ﬁ\x est aussi 1l'opérateur variationnel défini plus haut,
que :

0= ('&;u,u) = ax(u,‘u) .

Par suite 5(\
i,x

u=oatpourtoutI,/X\Ixu=o;ilrésulte
s

alors de (3.16) que u est une constante et donc u est nulle.

A
Proposition 3.8. : le noyau éx(x) de Ex(l) est C®sur A x R,

et 1'epplication (x, )~ éx(x) est continue de o,xJo, of dans
Cw[}?nx Bn) « De plus pour tout x€ ©g 1 la fonction

A éx(x 50,0) estr strictement positive et homogéne de

degré v/2 o y = 21 k (\’k-"k-‘!) .
k=

Remarque : pour tout x€ @ on peut munir R" d'une structure
de groupe de Lie nilpotent telle que 1l'algébre de Lie engendrée
par les /x\i,x soit précisément 1'algébre de Lie des champs de
vecteurs invariants & gauche. On en déduit que éx(x) est un ncyau

de convolution sur ce groupe et en particulier on a :
(3.27) Vge:Bn :‘éx(1;§,§)=’éx(l;o,o)

Démonstration : soit w, un compact inclus cans g et soit [a,b]

un compact de Jo, «[ i nous appliquons la proposition (2.7) en

prenant comme espace de paramétre T = ‘.“.’2 x [a,b] , comme chemps

n

de vecteurs X, , =X, it = (x,1), comme ouvert 4y =R et
i,t i,x
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comme opérateurs E_ =/E\x[x). Les hypothéses (2.9) et (2.10) sont
satisfaites grace & (3.16) ; gx(x) étant de norme majorde par
(1+1)k en tant qu'opérateur de LZ(Bn) dans D(/;’;) 1'hypathése
(2.11) est aussi satisfaite. On en déduit que les noyaux éx(x)
sont pour xéEz et L€ [a, b] dans un barné B de C(R"x H") .

Or il résulte du Lemme 2.6 et du Lemme 3.7 que 1l'epplication
(x,a) - 'éx(x) est continue de oy xJo, =[ d;ns 2R " x B ; par
suite elle est continue de w, x [a, b] dans cYE"x B") puisque

sur le borné 8 les topologiss.C® st & colncident.

On déduit de (3.22) que 1'on a, pour tout t >0

2
g (thig,n) =t 8 (Aih.g,hm) .
En particulier on a
(3.28) 2 (th50,0) =t¥8 (Aic,0) .
I1 nous faut encore vérifier que éx(x ijo,0)>0 i cela ré-
sulterait directement de (3.27) mais on peut le voir de la ma-

niere suivante @

Ex(l) étant un projecteur orthogonal, on a :

(3.29) éx(x;O.o)=fnléx(x;o,§ﬂzd§z°-
F

Supposons que éx(AO jo,o0) =0, par (3.28) éx(x ic,a) =0
A
pour teut A >0 , et par (3.29) on a (Ex(x)f‘>(n) = 0 pour tout
AL
fe Lz(Bn) ; or pour ¢ D(A.‘;) Ex(x) w f dans D(Ai) lerscue
A
AH + e, et par suite E (1) = f dans CYR") lorsque A * + = si

fe XA"). On en déduit donc que f(a) =11im (E:()\)f‘)(o) = o pour
)
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tout fe H{B") cs qui est évidemment faux, st cette contradiction

achéve la démonstration de la proposition 3.8 .

4. DEMONSTRATION DES THEDREMES 1.1. ET 1.3.

a.1. Localisatior_t

Nous reprenons les notations du paregraphe 1 : M est uns
variété C” munie d'une densité positive dy (2) i met 0

ouverts de M ; les champs X,,...,X  vérifient (1.2.) et (1.3.).

1
(A, D(A)) est une réalisation minorée autoadjointes dans LZ(O)
de 1'opérateur (1.1.) G ; sans nuire & la généralité, rous suppo-

snns que A est positif.

un note E(1) la résolution de 1'identité associés & A ; il résulte
de la sous-ellipticité de G (voir Théortme 2.4.) que les fonctions
de D(A®) = on D(A%) sont C®sur w N O ; par suits le noyau
de E(\) est C®sur (0w N Q) x (0w N N) (voir proposition 2.7.).

On note e( % i x, y) ce noyau.

Le point x,€w N 0 est fixé: on note @y 1 o s Ug €L 8 les
voisinages et 1l'application construits au théoréme 3.1. ; on

supposera que U, est une boule de centre o.

Pour tout x¢€ o la densité dy peut s'écrire dans la carte
lgcale 8, sous la forme : 52(x , E)Jd€ , la fonction § étant
strictement positive et C% sur un voisinage de (x,,0) qui

contient w, xU, i on note §_ 1'application g- 8(x, g .
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Pour x€ @, on définit les opérateurs @ de LZ(Bn) dans

L2(mo) et g de LZ(M) dans L2(U°) par @
Vue L3(B") Vy€a : (80)(y) - (w7, ) o 9,(v]

(a.1) {
vvel’ (M) v ogeu, : (2 v)(8)=(vod;')(e)

On a les relations @

= flul

ool

() L2(a(m)) ”“"LZ(B”)

oz, ) - "V"che;’cu.,)) =Mz

(a.2)

De plus éx et ex sont adjoints 1'un de l'autres au sens
suivant : pour tout u de Lz(Bn) & support dans U, et pour tout

vE LZ(M), on a :

(4.3) f (exu).v dy =[ u.(&xv) dg
Wo Uo

On remerque encore que @ opére de Au,) dans H{w,) et
se prolonge de £'(R") dans 5" (w,) st que & opére de c=(m)

dans C*(U,) et se prolonge de £'(M) dans £ (U,) .

Conformément au théoréme 3.1 on note xi,x=(ex)* Xi

1'image de X, par @ ; pour u€ C®(M) on a donc @

— -1
(Xiu) °o g = Xi’x(u o & )
-1 -2 2
(x¥u)oe, = &7 x¢ (5 uag).

Utilisant en outre ls fait que
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X‘{’x(u-v) - (Xixu).v- Us (Xi.xv)

on obtient que :

(a.4) V ue c (M) 8 Qu = G3u
ol Ox est l'opérgw'
(a.5) a = s i x * Sx
avec
-1
(4'5) Cx =C o ex + {i=1 (X;,X xi’x)(Gx)}/G

Notons qus (x, &) = cx(g) est C* sur @y % Ug .
Utilisant (4.3.) pour v€ Hm,) on obtient aussi que
(4.7) v ue Hu,) @G au=g6g0u.

Nous transformons les Ctx par ht et nous définissons pour

tz21sur ht(Uo) D U, lss opérateurs Gt < 8t X ,

, 1,t,x P&

-1 -1
X g8 =t {xi,x(u °ht)} o hy

(a.8)

Gt,xu = t‘a{ﬁx(u o ht)} o h:‘
et on a: i

Gt,x = 121 x;,t,x xi!.,t,x + G x
avec

2 -1
ct,x=t 'cx°ht *

Suivant le théoréme 3.1 on introduit encore les champs
&\i " partie homogine de degré 4 de X, et les opérateurs
' X . i,X
A .
Q de (3.17) partie homogéne de degré 2 de G, - Il sera agréa-
ble de convenir que pour t=+4 e Xi = X

yEyx
N\

Gt,x = GX .

ct,x =0 et
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Lemme 4.4. soit &2 un compact de g, i les opérateurs G, «
1

et les champs X, y pour (t,x)€ {1, «] x 'Eé vérifient

£, %
les hypothgses (2.9) et (2.10) sur 1'ouvert U, .

Démonstration : (ex)* étant un homomorphisms d'algdbre de Lie

on a 3

1,x’.l.,xp,x) =

%

Vx€wy» YEEU,, Vk=1,e0,r: dika(_EiX
on en déduit que pour t€ [1, = [

(4.9) Vx€m, 4 ¥ geu,cht(u,,) Vik=l,eee,r dimvk(g; x,’,t’x,...,xmx)
= %
Le point iii) du théordme 3.1 affirme que (4.9) a encors

lieu pour t=+e ; 1l'hypothése (2.10) est conc satisfaits.

n
Ecrivons le champ X sous la forme Z a,(x,g) - E
y X =1 3 3E;

Les fonctions 8, sont C® sur my XU, et puisque X, _ est d'ordre
’ ]

=1eno, pour tout x€m, aj(x, .)€ CFJ]—‘I(U’) 7 on peut donc
écrire n Z
o -y & 3
xi’x = Jz=:1 [0’]" [JJ"1 ajb(x ? s).g'd S—%—

les fonctions aj’(x , E) &tant C* sur wy XUq

On a @ n T
= E ded o -1. } _a_
xi,t,x J=1 [oz]=l’.3]-1 QJ, (X ' ht E) Ea agj

n
> 9
et xi,x - j=21 [T 1 ag'(x , °)'§°' 2

(Jw‘

Le lemme 4.1 résulte donc du lemme suivant
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Lemme 4.2. : soit c une fonction C% sur 04 xUg 7 pour
-1
t€ [1, < on pose %(x ! §) = c(x, ht E) et C@(X, §)=c(xl°)°

Alors 1'application t + ¢_ est continue de [1,«] dans

t
c:""((,,1 x U,) , et 1'application (t,x) - ct(x, .) est conti-

nue de [1, =] x o, dans cNu,) -
Nous avons aussi :

Lemme 4.3. : soit -““2 un compact de @y soit 8 un borné de
A
HE"). Alors G, ,u converge dans XE") vers @ v lorsque
?

t * 4 o uniformément par repport & (x, u)€ }32 x8 .

Démonstration : il existe un compact K tel que supp u c K pour

toutude R ; pour t > ¢t

n
qz21onakch(U,) et G, B c£&R").

On vérifie comme ci-dessus que les coefficients de /G\t %
y

sont des fonctions continues de (t,x)€ [ty =] xm, & valeurs

dans C*(K) ; par suites les coefficients de G, , canvergent
s

lorsque t @ +e , dans C*(K) , vers les coefficients de G ,

uniformément en x¢€ };2 , et le lenme en découle aussitdt.

Pour u€ LZ(UO) [resp. La(m.)] on convient de noter U le

prolongement de u par o sur Bn\U,, [resp M\ @o] i en particulier

P > 4

an note Ex et 3;( les apérateurs Exu = 'e:ﬁ' et 3xv = éxv .

De méme on prolonge E()) en un projecteur orthogonel dans

2y , ~
L“(M) , E () , en définissant E(y)v comme étant le prolonge-

ment par o sur M\ N de E(.)\)(v‘ ) .
n

Pour t€ (1, , x€ w, et A > o0 on introduit 1l'opérateur
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(4.10) E,c,x(x) =H & E(tT2) 8, H,
oll H, est 1'isométrie de LZ(B”) définie en (3.21)

Ey X(A) est un opérateur borné dans LZ(Bn) , de norme < 1.
Notant 0, = Ugf Gx(w, nn) st 0 = ht(nx) .
on déduit de la définition (4.10) que le noyau ds Ey x(x) est
’

c® suz'ﬂt xn et est donné pour (g,n)en xﬂt par @

(a.11) e (35, n) =t s (h'e). s (] ‘nJ-e(t \F e ony & g e )
En particulier pour tout x€ m1nn ’ oeo,c,x et

(a.12) ¥ x €o,N 0 : e(tzx iX,X) = t”(sx(o)>'2. et,x()‘ ;0,0)

On introduit encore les opérateurs F £ x(x), bornés dans
?

2(U ) st de normes < 1 définis par @

(4.13) v ue L3(u,) Fr x(u = (Et,x(")g)lu

Le noyau de F, (l) est C® sur (U,NN . )x (U,n n x)

et y est égal & et’x(;\; £,1) -

Pour u et v dans Lz(U,) on & :

_ * ~ o~ 2 ~ ~ ~
f Fi, x(AJuev dg —j n(ix E(t%A) gHM) Hv dE.
U, R

Or Ht'\7 est & support dans h:voc U, i par (4.3) on a alors :

ju o(r-t,xcx)u)v dg = fM(‘s"(t%)atha). (84.9) &

et i1 est alors clair que F (k) est positif autoadjoint dans

L2(U°) .
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4.2 Etude & l'intérieur

Nous passons & la démonstration du Théoréme 1.1 : fixons

nous un compact EE CZw1 NQ ; il existe t1 21 tel gue pour

tout t 2 t1 et tout x € w_, Qt x contienne Uo .3 le schéma de
?
la démonstration est le suivant : utilisant la proposition 2,7 ,

on prouve le

Lemme 4.4, 1l'ensemble des fonctions e, x(l; «s «) pour
?

— . @©
t2t, , x€aw, et A<1 estun borné 8 de C (Uo X Uo).

Ensuite on déduit de la convergence Gt % —_— a& par une adap-
’ J

tation du théoréme 3.6 1le

Lemme 4.5, pour tout A et tout f € LZ(Rﬁ] , On a

lim  {sup [E. _(A)F - E_(A)F) } = 0
t-+eo xEuw, €% % LZ(RH)
On en déduit alors, avec le lemme 2.6 , la convergence dans
' & { . e -
(R x R} du noyau et’x(l) de Et,x(k) vers ex(x) , unifor
mément par rapport a x E'Eé : mais sur le borné B 1la topologie
de .8"(Uo x Uo) et la topologie de CQ(UD x UO) colncident ; par

. ~ R o
suite et’x(k; .y ) converge vers ex(x y o3 o) dans C (U0 x Uo)

uniformément par rapport a x € EE . En particulier
(644)  1m { spp_ e (A;0,0) -2 (3 0,0)} = 0
t"+o x € 5 !
Rappelons (cf proposition 3,8) que la fonction
X - gx(k; 0, 0) est continue et strictement positive ; prenant

A =1 , regroupant (4.12) et (4.14) , nous voyons gue nous avons
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démontré la :

Preposition 4.6, sous les hypothéses du théoréme 1.1 ,

pour tout x_ € w NQ , il existe un voisinage w, de x_,

une fonction vy continue et strictement positive sur ®,

tzlle que pour tout compact K < w, nNQ , on ait

1im { sup IX-\/2 e(h; x, x) =y(x)] } = 0O
A-+ o x €K

Il en résults que la fonction

v(x) = lim l-\/z e(x; x, x)
A=+

est définie sur w N Q , et se prolonge (de manigre unique !} en

fonction continue strictement positive sur o N Q.

I1 ncus suffit donc de prouver les lemmes 4.4 et 4,5 pour

achever la démonstration du théoréme 1.1.

Démonstration du Lemme 4 .4,

Nous avons déja vérifié que les opérateurs Gt < satisfont
: 1}

aux hypotheses (2.,9) et (2.10) (Lemme 4,1) (ici t €[ 1, =],
avec la convention G@ x = 6%) . Nous allons prouver que les
?

cpérateurs F x(l) , autoedjoints dans LZ(UO) , vérifient
]

(2.11) , la proposition 2,7 donnant directement le lemme 4.4 ,

Soit u € LZ(UU) s poscns v = @; He T ; ona :

Mz = Wz
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soit w = E(t2 A) (VIO) : alors w € D(A") et :

21 o . 2k 1
weN G w e ?q) et | ”L_Z(Q)St Al lﬂHLZ(Q)

Utilisant (4.4) on obtient que :
8w = @ ow dans  Q
X X X X
et :

' 2
wEN ala w € L3(a) et

e ¢

k 2k
M "LZ(Q*) < ALt " “LZ(UO)

Par (4.8} on a aussi =

& W'Fw - kg %/w sur Q
tyx £ X t X 'x t,x

Par suite, pour t 2 t, on a puisque { X oUu :

1

WeN G F ()u e P et
d< uh. -ku
"%x%%“)‘bwg < A ”%a%)

ce qui achéve la vérification de 1l'hypotheése (2.11) .

Démonstration du Lemme 4.5

Nous reprenons la démonstration du théoréme 3.6 (cf [ 8 ] ).
Fixons nous f € LZ(R"‘] , A>0 et ¢e>0 (e <1] .D'apres

la proposition 3,7 il existe T >0 tel que pour tout x € 62

E+mr-0)fl, < e
(a4 .18)

E,) F-E -1l s
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Pour alléger les notations nous posons E: =1 - Ex()‘ + 1)
et E; = éx(x - T) .D'aprés la proposition 3,7 les ensembles

+ -
Ko = { ELf i x €u } , images d'un compact par une application

continue, sont des compacts de Lz(Rn) .

On désigne par F+ [ resp. F_ ] 1le cercle dans le plan com—
plexe de centre O de rayon (A + Tyz) [ resp A - L' ], et par
I‘_;. [ resp I'' ] 1l'arc cde cercle des u € I‘+ { respp €T_] tels
Ip—)\-'ﬂ/zl z e [re5p|u->\+TV2| 2 eN] .

On déduit de la proposition 3.5 qu'il existe des bornés B+

et 8 de HR) tels que

(4.17)  ¥lx, w) €@y x Ty 35 €l : G - wlo €l = €21

Notant la majoration
wert A - w7l o 5 < ':ﬁ'l
- | L5(R") = L5(R)

on a avec les notations de (4.,17)
(a.18) o - Ro-welel, =
* T AR TR x g €

Dtaprés le lemme 4.3 il existe to 2 t,‘ tel que pour tout

't:z’t:D on ait :

A 2
(4.19] sup sup HG u-=G0g ul < e 1
xeaz u€B+Uﬁ_ €, X lD

D'autre part, on déduit de lfinclusion 52 c w,‘ NQ etde la

compacité de ?132 qu'il existe un voisinage Ui c UO de 0 tel que

pour tout x € ?52 6>,(<u1 nQ o U, . On peut supposer t_  assez
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grand pour que pour tout t 2 'co on ait

Yu € 3+ UB  supp(u, ht) = supp H . u < U,

Pour uEB+Uﬁ_ et tzt onadone H uC.B(LH) et par

t
suite @ H_u € .B'(w,l NQ) ,Par (4,7) et (4.8) on a alors :

2 2
(4.20) (G-t"p) @ H u = ¢ @x(Gt,x-p.)u € Ho, nNQ)

t

Nous notons R(u) = (A - p.)~1 la résolvante de A et
ﬁ(p) l'opérateur défini par : R(u)}v est le prolongement par O

sur M\Q de H(”')(Vlﬂ) .Pour u€B UB_ ona

9 H u € Ko, N Q) <« D(A) ; on-déduit alors de (4,20) que
® H u = t°R(t%u) @ H (G _ -p)u
x t X tE,x
et
(4.21) B H.ou = t2A(2 ) .8 H (G _ -u)u
* x t - Bl 50T tyx K

On a la majoration suivante :

(1.22) kel s F o wery

On pose pour simplifier
~ ~ - 2 ~ 2 ~
St,x(p,) = € Ht(Ax - u) =t Rt w) e H. .
On déduit alors des estimations (4.17) a (4.22) que
+
(4.23) Sup ‘Sup. Sup s (w).E” fi < 3e
o= ™1 t,X X (=]
t 2zt x€w2 VRS

On définit encore les opérateurs :
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& W) = E(E N s, () g
W) = (=B ) s, (W) &

Notons les majorations :

~ =1 +
uszpri (A, = w)™ ENl = 2/
s (B2 NEREE W = 2,
W €T,
sup (1 - E(£% ) AR Wl < 2
W€l

les normes gtant celles d'opérateurs de L2

On en déduit la majoration :

(4.24) supri INMOL! 4n

b€ LZ(R") - L3(m)

r

On considare maintenant les intégrales E%; ]ﬁ
*
et 1l'intégrale sur

A't-t’x(p)\’.dp .
in

On majore l'intégrale sur Tl par (4.23)

TyN\NTL par (4.24) pour obtenir
(4,25) ¥ €w, ,

¥t 2t \ 1 [1"+ Ai’x(p.)f' dp.an(M) < (31 + 8)¢

1 + v 2 iy a .
=T /1_ At,x(p,]f‘.dp. = -E(t" ) ¢ H(t - E(h+ m f

(1 - NG HEMN-Tr

3’]—»
3
1
-

x
~—
©
—

-*)
[ ]
(o8
T
)
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Ajoutant ces égalités st tenant compte de (4,16) et (4,25),
on obtient finalement que
r~ 2 ~ ~ ~
(4,28) sup  sup_ [E(ES 2) g H f=-8 H E ) fll 5
t2t x€uw L=(m)

< (6A+18) ¢

Revenant & la définition de E_ X(X) ({4.10)) , en notant
1

-1 ~ ~

Gt,x = Ht < G& Ht s et utilisant une fois de plus que §x et
H;1 sont de norme <1 ,ona

(4.27) sup  sup_ lk—:t’x(x)f-Gt,x.éx(x)fuLz(Rn) < (61 + 18)e

t 2 tO X € w,

On aura *erminé la démonstration si l'on prouve gue pour tout
u € LZ(RD) Gt,x U= u guand t = + = , uniformément en x 6'52 :
en effet, par la proposition 3.7 1l'ensemble des EX(XJF (x 6'52 )
est un compact K de L2(Rn) et alors la convergence Gt,x u-u

sera uniforme en (x, u) € w, x K et par suite, on aura

lim { sup_ ”(Gt,x 1) E (1] ” = 0

t=+= x€u, Rn)

ce qui, joint a2 (4.2?) , donne bien la proposition.

Or, pour ¢ € B{R") , pour t assez grand, an a

H o € j(UO) et 8 H 9¢¢€ iﬁub) ; mais alors on a

N E& Hoo = H o € lﬁuo) et Gt, < ® = ¢ . Comme de plus
HG | < 1 il en résulte que G canverge
LR - (R ’ o

fortement vers l'identité uniformément en x E<52 .
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4 3 Etude au voisinage du bord

Nous abordons maintenant la démonstration du théoréme 1.3

nous supposons donc en plus des hypothéses précédentes que (1 est
compact, que G Cw et que (A, D(A)) est 1'extension de Fried

. 1
richs de (G, &{Q) ) . On introduit l'espace V = D(AZ) qui est

l'adhérence de Q) dans l'espace :
2 . 2
fuels(q) | vi=1, «vo,p: X, uetls(a) } .

Nous reprenocns les notations du paragraphe 4.1 et nous
fixons Xy € 30 et EZ c w, un voisinage compact de Xy o On po-

4 = v 3F% 4 5 1 2 —
se Qt,x = Qt’x n Uo et 1l'on définit Vt,x comme étant l'adhéren

ce de .b(ﬂ;:,x) dans

(4,28) {ue Lz(n;:'x) / Vi=1,...,p xi’t’x u € Lz(n,'c’x) }

Nous notons d'abord le

Lemme 4,7, Pour u 6!.2(0] Hl 2 u est défini sur Q! ;
=emme 2.7 't *x t,x

) -1
de plus si u €V et si CG.B(UO) alors {H. 3 u€vV, ..

Démonstration, si u € L.z(ﬂ) » & u est défini sur Qx , et

-1 e . ,
H, & u est défini sur ht(Qx) = Qt,x o Qt,x . De plus, on g,

pour € € 5{U_)

-1 -1
CH, & u = H @x(gohtoex)u .

On en déduit que pour u € H{Q) , ({, h_o ex) u esta

t

support compact dans 6;1 (h;1 (Uo)) N Q et par suite que
-1

CHy g ues(a ) .

On a d'autre part pour v € V
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-1 -1
X; gx Hp BV o= € H E XV

d'ol il résulte la continuité de l'application u = ( h? ¥ u de

V dans l'espace (4.28) .

La conjonction des deux remarques donne le Lemme.
Pour (t, x) €[ 1, o[ x -032 nous définissons les opérateurs

E!? positifs autoadjoints dans LZ(O' ) en posant :
t,Xx t,x

(Ep . v) = (Ft,xmﬁﬁ‘q_x

¥ étant le prolongement de u par 0 sur Uo\ Qt': o
’

Notre but est d'appliquer la proposition 2.8 : nous savons
déja que les hypoth2ses (2.9) et (2.10) sont satisfaites par les
opérateurs ut,x (tel1,=], x€ mz) sur U, ; c etles X,
gtant bornés sur un voisinage de Q , l'hypothése (2.13) est aus-

si satisfaite, quitte & restreindre w o

. 2 T S
Soit u €L (Cﬁ’x) ;' soit v = (C& Hy u)!n‘

1
Sur Ot,x , ON a

-1 2
? .
Et,x uo= Ho @ E(t" A) v

Comme pour le lemme 4.4 on a

ko -1 -2k 2 ,
(4.28) G Bl u = H & ¢ CEM®A) v sur %
D'ol 1'on tire que < E: uGLz(Q‘ ) et puisque
t,Xx t,Xx t,x
vl < ull on a
Lz(n) LZ(O'
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e EL , vl B < Al 2,

Qt,x] L

('est-a-dire gue les hypothéses (2.15) et (2.16) sont sa-
tisfaitss, De plus, on déduit immédiatement de (4,29), du lemme
4,7 et de l'appartenance : o E(t2 A) €b{A) cv , que l'hy-

pothaése (2,17) est aussi satisfaite,

. 3 3 ' '
Le noyau de E £, x est la restriction & C% < % Qt X du noyau

. \j
de Ft,x(l) et ‘est donc aussi la restriction & Q x (% N

noyau de Et,x(x) .

Appliquant la proposition 2.8 et utilisant (4.11) on obtient

le

Lemme 4.8, Pour tout A >0 , la fonction

= e 2 HI

est bornée sur [ 1, « [ x ZE .

Nous aurons besoin du lemme suivant

- -1
Lemme 4,.9. Posant rt’y = {x¢ @, / o(x, y) € hy (uc) 1

il existe t, 2 1 , c, > 0 et un voisinage E% Cimé de x

1 o]

tels que

- _v
vt 2 ty Yy € wé : j’ dx =2 co.t
r
t,y

Démonstration,

Notons 6 1l'application x = o(x, y) .
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Pour tout x on a e(x, x) = 0 ; différentiant on aobtient
que

Xa
dexo_(xo)+de (xo) = 0

Puisque dexo(xo) est bijective, l'application
(xy, y) +=—=> (8(x, v}, y) est un difféomorphisme d'un voisinage
Wy X wy de (xo, xo) sur un voisinage de {0, xo) qui contient
un voisinage de la forme U1 X -(.I-Jé . 0On a .(-J-Jé c @y et 1l'on peut

supposer @, < @ . Donc, pour y € aé e¥

est un difféamorphisme

Yy
de @, sur o (w)2U, .
-,
Pour t assez grand, ona hg (UO)CU,1 et I’t’ycma .

. . - yy=1, =1
Restreignant au besoin les voisinages, on a T y = (e”) (Ht (UO))
?

dx = d£ = ¢ t"“’/ dg
fr %o f-1 ° u

tyy he W) o

et :

et le lemme suit,
Nous sommes maintenant =n mesure de démontrer :

Proposition 4.10, sous les hypothéses du théorzme 1.3, pour

tout Xq € 30 , i1 existe un vaoisinage @, de X, 1 €t une

constante C tels que : quel que soit l'ouvert w' C O

agna

(4.30) 1im sup / £ e(tz;_ X, x)dx < C [ dx,
t =+ o' NQ w'NQ

Démonstration, : avec les notations des lemmes 4.8 et 4,9, pour

m'ch', y ON a



-
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[ - .
wt = , u’L'ln o rt,y c w, et pour t 2 t1 :
-V 2
/ c, t el y, y)dy < f K(t, x) dx
anNo w;:

On obtient la proposition en remarquant. que Nw = o NQ
t
Il nous reste & vérifier que la proposition 4,10 et le théo-

1.1 impliquent le théorgme 1.3 : considérant un recouvre-

fini de 3Q , on obtient l'estimation 4.30 pour ' Culo

étant un voisinage de 3N . Il en résulte que si J0 est de

mesure nulle, on peut trouver une suite de compacts Kp cQ tels

que

{ 1lim sup [ £t~V e(tz; x, x) dx } > 0
Q

t-+ @ '\Kp P+
Appliquant le théoréme 1.1 sur chagque K_ on ohtient :

lim f £V e.(-tz; Xy X} dx = / y(x) ax
0 Q

t=+w

clest-d~dire l'estimation cherchée,

NOTES

Variété est pris au sens de DE RHAM (varidtés différentiasbles,
HERMAN, 1955) : M est supposée séparable et donc Ca. compacte,

La notation w, < C w signifie que E,l est un compact inclus

dans o ,
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