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I. INTRODUCTION 

On s'intéresse à la fonction spectrale et aux valeurs propres d'opé­

rateurs hypoelliptiques du type : 
P 

(1.1) G « § X * X 1 " + c. 

les Xij,...JXp étant des champs de vecteurs réels C
0 9 ; ces opérateurs 

sont ceux qui sont formellement autoadjoints positifs dans la classa 

des opérateurs introduits par HSrmander (p?!) ' 

f 2 

X 0 étant un opérateur différentiel réel d'ordre ̂  1 . Ces opérateurs 

ont été étudiés du point de vue de la sous-ellipticité et de l'hypo-

ellipticité dans ([£)) , [10] i tî^]) (voir aussi [9] pour les opéra-
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teurs Cl-1))- Rothschild et Stein ([14]) ont construit des paramstrix 

pour ce type d'opérateurs et obtenu des inégalités fines de type L P

 f 

Lipschitz , etc.. (voir aussi les cas particuliers [4] , [S]) î dans 

([3]) . Folland a étudié le cas "modèle" d'opérateurs sur un groupe 

de Lie nilpotent. On renvoie à ([12]) pour une étude détaillée des 

opétareurs de type (%1f)* 

Nous nous plaçons dans la situation suivante : soit M une variété 

(1) réelle, C09, de dimension n, munie d'une densité positive no­

tée dx.î soit c une fonction réelle C œ sur M. 

Soient X #̂.*.,Xp des champs de vecteurs réels, C
0 9 sur M. Pour 

toute suite I » (i^, •• • li^)^ f1f•••fpl^ on note jlj s k la longueur 

de I et Xj le champ : 

X- m [X[X. • • . [X. f X. ]• • • ] 

On convient de noter si I » (i) est de longueur 1 ; X^ = X^. 

Pour tout entier k et tout x Ç M , V ^ M désigne le sous-espace 

de T̂ M engendré par les vecteurs X^(x) pour }l| ^ k . 

Soit a) un ouvert de M ; nos hypothèses fondamentales sont les 

suivantes ; 

pour tout entier k la dimension de V. (x) est constante 
(1.2) / k 

' pour x Ç ci) î on la note \^ et on convient que v 0

 53 0 • 

. il existe un entier k tel que \i » n $ soit r l'entier tel 
(1.3) i ^ 

' que v * < v » n . 
r—i r 
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Remarquons qus la suita v 0 f « , v r est strictement croissante. 

Les hypothèses (1.2) et (1.3) entraînent la sous-ellipticité et 

lfhypoellipticité de l'opérateur G sur a> ([7]) > [10] , £13]) : ces 

hypothèses sont même beaucoup plus fortes que la condition suffisan­

te d8 HSrmander ([7]) Qui e s ^ que- pour tout x (de u>) il existe un 

entier k tel que dim V ^ M = n . 

Soit 0 un ouvert de M et soit (A,D(A)) uns réalisation minorée 

autoadjointe dans L (fî ï dx) ds G . [Une telle réalisation exista 

toujours si G 8st minorée sur f)). 

Remarquons pour la suite que -0(o) c D ( A * ) » D ( A ) « 

Notons E(x) la résolution de l'identité associée à A : on déduit de 

la sous ellipticité de G que les fonctions de D( A <%j£^A k) sont G~ 

sur œ 0 0 ï E(x) prenant ses valeurs dans D ( A a 0 $ il en résulte que 

son noyau e(x ï x,y) est sur (œ (1 fi) x (œ fl n). Nous avons alors? 

Théorème : Il existe une fonction y continue et stricte­

ment positive sur u> 0 0 telle que si l'on pose 

v - S k ( ^ " V i ) • o n : 

- v/2 
V x € a> H 0 : lim \ e(\ i x,x) « </(x) 

X * + « 

la convergence étant uniforme sur les parties compactes de 

m 0 Cl. 

Ce théorème admet un corollaire immédiat : si M est une variété 

compacte et si © » M i.e. si les conditions (1.2) et (1«3) sont sa-
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tisfaites sur M, il résulte toujours de la sous-ellipticité de G 

que pour un e > o D(A) C H £ ( M ) ( Q ] F [ 9 ] , [ 1 0 ] ) . Par suite le 

spectre de A est constitué d'une suite de valeurs propres \y 

réelles tendant vers + « . (On répète chaque valeur propre confor­

mément à sa multiplicité). Notant N(x) • 2^ 1 on a 

N(x) » / e(\ i x,x) dx et il résulte du théorème 1 . 1 le 

Corollaire 1«2« sous ces hypothèses on a : 

lia \ ^ 2 . N(x) » / tfx) dx . 
X ->+ • / 

Revenant à un problème sur 0 c M , se pose la question d1 Jeu­

di er les valeurs propres d'un problème aux limites sur fi. 

Nous supposons maintenant que fi est compact et que a) ̂  fi * nous 

supposons aussi que dfi est de mesure nulle dans M. c étant bor­

née sur fi , lfopérateur (G, JB{fi)) est semi-borné et symétrique? 

soit (A, D(A)) l'extension de Friedrichs de (G,-5(fl))* Alors 

est d'adhérence de -5(fi) dans l'espace : 

{ u Ç L2(fi) / V i » 1,...,p : X ±u ç L
2(fi) } . 

Il résulte de ( [ 7 ] , [ 9 ] , [ 1 0 ] ) qu'il existe S > o tel que 

•(A3) C H0(n) . Par suite le spectre de A est à nouveau consti­

tué d'une suite de valeurs propres Xj réelles tendant vers + œ . 

Notant encore N(x) « X* 1 on a N(x) - / e(x # x,x) dx et 
x J £ l in 

Théorème 1 * 3 . sous ces nouvelles hypothèses on a : 

lin» X N(\) - / Y(x) dx . 
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Remarques 1. La fonction y est continue sur S dfaprès le 

théorème 1.1 et o < / y(x) dx < + » • 

Jn 

2« Le théorème 1-3 n'est pas un corollaire immédiat 

du théorèma 1.1 :il faut établir en plus du théorème 1.1 des ma­

jorations d'intégrales du type : / e(\ ï xfx) dx pour K 

compact c a ^ a N K 

La démonstration des théorèmes 1.1 et 1.3 se fait en plu­

sieurs étapes? on commence par transporter les champs et 

l'opérateur G d'un voisinage de xQÇ œ 0 0 sur un voisinage de 

l'unité d'un groupe de Lie nilpotent stratifié ([3] , [6] , [14]) , 

de sorte que les champs images des X^ soient convenablement 

approchés par des champs invariants à gauche X^ ; nous nous 

distinguons de ([S] , [14]) en considérant des groupes de même 

dimension que M et^ceci grâce à nos hypothèses (1.2)(1.3). Les 

opérateurs 'S"» - iLj X^ sont homogènes (dé degré 2) sous l'action 

d'une famille de dilatations h^ (f3] , [143) et plus généralement 

notant Ĝ  l'opérateur sur le groupe déduit de G f et G^ l'image 

de t Ĝ  par h^ on a la convergence, dans un sens raisonnable, 

de G^ vers G" lorsque t + a» ; les h^ jouent ici le rôle des 

homotéties pour les opérateurs elliptiques. On exprime alors la 

fonction spectrale e(x) de G à l'aide de la fonction spectrale 

de G^ évaluée au point t \. Prenant t on transforme 

alors le problème du comportement asymptotique de e(\) en un 

problème de perturbations: déduire de la convergence G^ Ê 
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la convergence à \ G fixe de e^(x0}« 

2. ESTIKATIDHS de KOYAUX 

2.1 Régularité 

Nous rappelons dfabord le résultat de sous-ellipticité concer­

nant les opérateurs (1«1) ([21 t [§] i D2l i Cl2l) m ais en précisant 

l'uniformité des estimations pour une famille d'opérateurs. Nous 

utiliserons les notations suivantes: pour s Ç B , H ( p ) est 

l'espace de Sobolev usuel d'ordre s ï on note sa norme et 

s 2 s/2 S 

A désigne l'opérateur ( l + |p| ) défini par transformation de 

Fourier. 

Pour un ouvert fJ de B n , on note T(fî) l'algèbre de Lie des 

champs de vecteurs réels C œ sur 0 • Pour X Ç T(fl) ad X désigne 

l'opérateur dans T(n) défini par : (adX) (Y) - [X,Y] . 

Pour Xj6 T[n) (j m 1,...,p) , XCx^y.yX ) désigne l'algèbre 

de Lie engendrée par X ^ ^ ^ X ï si I est la suite 

(iijt••• fij^) € f 1, • • • fp}^ on note J l | = k et 

(2.1) X. = (adX. ... adX. ) (X ) . 

Soit a) un ouvert de E n ï soit X une partie compacte de 

fT(a))}P telle que : 

(2.2) V (X 1 f...,X p)e K , V x g a, : ̂ (X^... ,Xp) = E
n . 

Soit d'autre part &un borné de C^CD) i on considère alors la 

famille û des opérateurs 
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H 

(2.3) G . Ex*X. + c . 
i=1 i i 

pour (X1,...,Xp)ç K et c Ç 8 

Nous avons alors ( [7 ] , g ] , [10] , [13] ) . 

Théorème 2 .1 . soit c ^ C j C cd° ( ) il existe C > o tel que 
pour 

tout s ç JR et tout couple de fonctions cp.et ? de -£(caj) véri­

fiant <p - ? ̂= çp , il existe une Constante C telle que pour 

tout C € a et tout u Ç JF(®^) pour lequel ?u Ç H 3 ^ ) et 

t Gu Ç H 3 ^ ) , an ait cpu € H S + C(u3<j) et : 

(2.4) H c p u | ! s + £ < C { | l Y a u ! i s + | l T u | | g ] 

Remarques 1. Les normes dans (2.4) sont celles de H^(]Rn) 

(t « s ou t » s + e) : on identifie en effet, en le prolongeant par 

o , un élément de H^q^) à support compact dans ©^élément de 

h^b") . 

2« Comme on l'a déjà signalé, seule l'uniformité 

pour G Ç a , des constantes C de (2.4) est à vérifier. C'est ce 

que nous faisons maintenant en reprenant les principales étapes 

de la démonstration donnée en CTlPl) 

Lemme 2 ,2 . pour tout c c œ , il existe un borné R 0 de 

C^li et un entier r tels que pour tout (X^f•••fX )çxf il 

existe des fonctions a. T = 1,...,n et JlJ <rj de B0 

telles que sur on ait : 

(2.5) V j = 1,...,n : - J L * Ç a . . X . 
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Démonstration : soit xQÇ et soit (X,ji • • • i*pj€ X » d'après 

(2.2) il exista r et des suites I^,...,^ avec Jl̂ J < r , telles 

que les vecteurs 'xl (x0) (j = 1f- fn] forment une base de B
n . 

H existe alors un voisinage V de x 0 et un voisinage Y de 

/\ /\ 

X^f...fXpf tels que pour x Ç V et X^,...,Xp dans Y , les vecteurs 

X- (x) (j » 1f« fn) forment encore une base de J\
n . 

D'autre part pour (X^,...,X )ç Xon a : 
n ^ 

x. » Il b T . 

où les bj j pour jlj^r et j « 1f...fn sont dans un borné de C^od). 

L'inversion de la matrics ((bT ))A . 4 nous donne (2.S) 

pour x Ç V et (X,,«..,X ) € X fl ̂ , les fonctions a. T pour 1 p j,x 

j = 1,...,n et |lj^r étant dans un borné de C^V). 

On obtient alors le lemme par compacité de ̂  x X et par par­

tition de l'unité. 

Lemme 2.3. pour tout © c c a>f il existe £ > o et C tels 

que p 

v(x, \ ) a , v f € -»(«,•}•: IWIê s c{ Î^B^fllS + lIfllS] . 

Démonstration : pour 6 < 1 on a l'inégalité : 

V f ç ^ C B " ) : l | f | | |s | | f | | f + Ê I I ^ l l . , . 

D'après le lemme 2.2, il nous suffit d'établir qu'il existe 

C > o et C tels que pour |l] <r , et (X1>...,Xp)ç X on air : 
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y 

V f 6 JtaJ ï llVllLl " C ^ 5 M ? + Hf"o } ' 

On établit ces majorations pour C ̂  2~ r , par récurrence sur 

jlj è partir du 

Lénine 2.4. soit 8^ un borné de T(co) et soit C C œ • Four 

£ ̂  |r il existe C telle que pour (x,Y)ç 6^ x fi^ et pour 

f € -6(0^) on ait : 

I p c . Y]|||_ 1^C { | | x f ï f + B Y f | g e _ 1 + ||f|i; } . 

Démonstration : là encore seule l'uniformité pour (X,Y)ç 8^ x 8^ 

de C est à vérifier. Soit Ç Ç valant 1 sur . Posons 

Z = pC,Y]S , 8 1 - Z» A
2 S ^ 2 , S 2 = [S1 , X ç ] , et Bg- [S^Y Ç ] . 

Suivant ([9] , [10]) on a pour f Ç -Sfœ^ : 

I l z f ' l c - 1 " fàfYf fX*f) + Cs 2Yf ,f) - (S^f ,Y*f) - (SgXf ,f) . 

On obtient alors le lemme en remarquant que pour T € , 

T* « - T+ a , a restant dans un borné de C 0 3^) $ et que las 

opérateurs Ŝ (i « 1*2,3) sont bornés et de norme majorée incépen-

demment de (X,Y)ç Ŝ j x B 1 , de H
s(P n) dans H s ~ 2 G + 1 (H n) . 

On se fixe c c œ ï £ est donné par le lemme 2.3 et l'on a : 

Lemme 2.5. il existe C telle que si G Ç û et si 

2 

u € L (©^) H (^(œ^) est tel que l'an puisse écrire sur 

a),, Ou « ^ x i f i + fo a v e c fi € L2(a\,) (i = o,...,p), 

alors u Ç H £(^) et : p 
(2.6) l l u l l ^ C f l W l f + E l | f , l l ? } 

fc i=o 1 
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Démonstration : ce lemme reprend la proposition 3.1 de ([7]) • 

Soit V 0 l'adhérence de ̂ (œ^) dans l'espace 

{ u €L2(a>) / V i « 1,...,p : X ± u € L
2 ^ ) } 

Notons V f le dual de V a (V
f*Ç ^ ( œ ^ ) . On déduit du lenme 2.2 

lfinjection : V 0 ^ H^Co^)- De plus, C et C notant des constantes 

indépendantes rie G 6 a on a pour u 6 V 0 : 

||u||2<ci|U|ÇsG-{l|Cu||2,+ |!u||f} . 

D'autre part pour f^Ç L Ci • o,««.,p) on a 

f - + S x i f i e v ' a u e o

P P 

l l f . + E ^ f j ̂  Eifj. 
i»1 x 1 yt isso x 

Il suffit donc de vérifier que tout u. 6 L («j) fl <£'(<Oj) tel 

que ttuÇV1 , est dans V 0. Pour un tel u , on pose, suivant ((7]) 

où § Ç - ^ C c & j V 3 ^ 1 s u r S UPP où u est le prolongement de u par o , 

2 1 

et où (1-6 A) est défini par transformation de Fourier. 

u^€H^(<&j) c V 0 , Ug converge vers u dans L
2(<c^) lorsque 8 -* o et 

on vérifie que Gu est borné dans V'fcf [7]) ï par suita urf est 
o — o 

borné dans V c et u € V 0 • 

Démonstration du Théorème 2.1 

Soient cp et ? dans -5(â ) tellespque çp Y - cp • s étant donné 

s V * 2 

posons R a f A <p • Ecrivant a » - X^ + X D , X 0 étant un opéra­

teur d'ordre 1 on a : 
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(2.7) P t . R l - è X i F i + F 0 

avec F 1 » 2 p , X ±] et F0= [Xe,R] + | ] [X± , ̂  , R] ] . 

Le point essentiel est de vérifier que les opérateurs F^ sont 

d'ordre ̂  s , qu'ils ont leur noyau porté par supp f x supp y et 

que pour une constante C indépendante de G Ç o : 

(2.8) V u ç h L W l l Fi u Ho ^ C I U u I I s 

Maintenant si u e ^ C o ^ ) vérifie f u € H 3 ^ ) et YGu Ç H 8 ^ ) 

on pose v « R u • On a (Lv= R d u + [G, R] u ; on déduit de (2.7) et 

du lemme 2.S que v Ç HS(a>^). Enfin on a çu» À~Sv - [ À " " S , Y] A S tp u 

et pour £ ̂  1 

M . + , * M e

+ o t " M . 

On obtient (2.4) en reportant dans cette majoration les 

estimations (2.6) et (2.8) 

2.2.Estimations "à l'intérieur" 

Nous allons déduire de la sous ellipticité des estimations 

concernant les noyaux de certains opérateurs liés aux opérateurs 

G (on peut penser en particulier aux projecteurs spectraux). 

Nous commençons par préciser un point concernant les noyaux 

2 n 

d'opérateurs: soit p l'ensemble des opérateurs bornés dans L (B ), 

de norme--£-4 ; on munit p de la topologie de la convergence forte 

qui est aussi la topologie de la convergence uniforme sur les 
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2 n 

parties compactes de L ( B ) » Si E € P , considérant E comme opérant 

de -fi(BN) dans ̂ ( B " ) , on définit une distribution d T ç ^ ( B " ; ^ ( B N ) ) 

et l'application E -* £ est clairement continue. Suivant le théorè­

me des noyaux de Schwartz ( [ 1 5 ] proposition 2 5 ) on associe à £ la 

distribution e € &{l\nx B N ) telle que : 

V C q ) , T ) € 4 B n ) x - 5 ( B N ) : ( E t , 3 . 

De plus 

Lemme 2 . 6 . l'application qui à E associe son noyau e est 

continue de p dans - 5 * ( - R n x B N ) • 

Nous nous donnons maintenant une famille d'opérateurs ( 1 * 1 ) : 

T étant un espace métrique cojnpact et © un ouvert de B N

 f on se 

donne pour tout t € T des champs X, .g T(<D) pour i » 1,...fp et 

une fonction c^ Ç C^w) • 0 " suppose que : 

( 2 . 9 ) , Les applications t -* C. et t •+ X. , sont continues de T 

l dans C^a)) et de T dans T(u>) 

( 2 . 1 0 ) ' V t € T , V x 6 œ : ,t'• '•'
Xp,t^ " B ° • 

Soit T 0 c T î pour tout t Ç T 0 on considère un opérateur E^ 

autoadjoint dans L ((»)• On suppose que pour tout t Ç T 0 tout 

u Ç L 2 ( - R N ) et tout entier k ^ ^ t u ^ ^ C » ) B ^ q u e 5 

( 2 . 1 1 ) V k ç K : supsup H i E . u | I p < + « 

Nous avons alors : 
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Proposition 2.7. sous les hypothèses (2.9), (2.10) et (2.11), 

le noyau e. de E, est C œ sur u)Xto et la famille (e, ) est 
t t u tÇT 0 

bornée dans C°°(a)Xu)) • 

Démonstration : la compacité de T et les hypothèses (2.9) et 

(2.10) nous permettent d'appliquer le théorème 2.1 à la famille 

des opérateurs G^(t Ç ï)« 

Soit uXjCC œ et soit cp € «̂ tô ) ï on déduit alors de (2.11) et 

du théorème (2.1) que pour tout entier k , il existe une constan-

te telle que pour tout t Ç T 0 , et tout u Ç L (œ) • 

| | „ E t u | | * s J M U , 

k.£ L (©J 

où C > o est donné par le théorème 2.1. 

H en résulte que cpE^u Ç C°Xu)) et que pour tout a Ç jNn 

il existe C telle que pour tout t € T c , tout u Ç L (u>) : 

et 

sup |(0 f f

9Eu](x]| S C « M 2 , , ' 
x € œ u • L (œ) 

Par suite les opérateurs D^E^tp sont de Hilbert-Schn&dt et 

ont leur noyau e£ dans L (œx œ) » de plus : 

(2.12] V a € 2Jn : sup |je?|! < + • . 

Au sens de ̂ '(OÛXU)) on a e£(x,y) = D^e°(x,y). 

De plus E^ étant autoadjoint on a : 

<p(x) et(x,y) cp(y) = e°(x,y) = ej(y,x) . 

On en déduit que pour tout <y € ^ D^eJ et Da e£ sont 
^ x t y t 

2 
dans L (OJXOJ) ï par suite e£ € .£(a>x CD) et utilisant l'équiva-
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lence de normes sur Hf((DXoo) î 

|!e(.,.)ll . ^ C t e . E |]D«e|| + M 

on déduit de (2.12) que les e£ sont bornés dans H^(o)XOD) pour 

tout entier i , et la proposition suit . 

2.3. Estimations "sur le bord" 

Nous voulons maintenant étudier le cas où les opérateurs E^ 

ne sont plus définis sur tout oo ï nous nous plaçons toujours 

sous les hypothèses (2.9) et (2.10) et nous supposons de plus 

que 

(2.13) VtÇ T : c. Ç Lœ(o,) et sup j[cj| < + « 

t t € T t L a T œ ) 

Pour tout t Ç T on se donne un ouvert 0^ c a> ï on définit 

alors lfespace comme étant l'adhérence de ̂ (f^) dans l'espace 

{ u € L 2 ( n t ) / Vi= 1,...,p : X i j t u €L2(fit)]. 

Soit la forme hm-iiiltienne continue et coercive sur : 

P 

atCu,v) " L {Sx±^u *x±'^+°tu • ̂ dxm 

Il résulte de (2.13) qu'il existe une constante C telle que 

pour tout t Ç T et tout u Ç V̂ . on ait : 

(2.14) | | u | | 2 < a ( u , u ) + c | |u l | 2

2 

On note (A f̂D(A^.)) l'opérateur défini par le problème varia-

tionnel (Vt,L (O f e) , a^) : c'est l'extension de Friedrichs de 
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On considère alors pour t Ç Tfl c T des opérateurs bornés 

Ej. , positifs autoadjoints dans L (flj_)« Nous supposons que : 

(2.15) V k 6 » , V u € L2(nfc) : G* E t u € L
2(fit) 

(2.16) V k Ç U : sup s u p I I ( £ E . U | | P < + » . 

L2(nt) * 

Nous supposons de plus que pour tout t Ç T 0 et tout u Ç 

u € L 2(0 t) : 

(2.17) V k ç U , V 9 € 4 œ ) q> G* Efcu 6 Vfc . 

Remarque : le paragraphe précédent correspond au cas où 

œ » f?t pour tout t ï alors (2.11) implique (2.17). Mais notre 

conclusion est ici plus faible et de nature différente : 

Proposition 2.8. sous les Hypothèses précédentes le noyau 

e^ de Ej. est C œ sur (tu H 0fc) x (oo 0 Qj.) • La fonction 

e^(x,x) est positive sur œO fij. et pour tout © Ç -5(œ) on a : 

(2.18) sup / [«(x) I 2 e. (x,x) dx < + • . 

Le fait que e^ soit C œ sur (œ 0 0̂ ) x (co H 0^) résulte 

immédiatement de la proposition 2.7 appliquée à un seul opérateur 

sur lfouvert a)fl^ î dfautre part E^ étant positif autoadjoint 

par hypothèse, on a e^(x,x) ̂  o. Pour démontrer l'estimation 

(2.18) on utilise le fait que l'intégrale de (2.18) est la trace 

de l'opérateur cp E^çp et on estime cette trace à l'aide de majora-
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tion de n-ièmes diamètres. ([1]) • 

2 2 
Nous notons l'espace des u Ç L (fit) tels que Gfcu 6 L (fî ) 

et tels que pour tout çp Ç -£(©) <p u Ç • 

Prouvons d'abord le 

Lemme 2.9. soit axj c c œ ï il existe £ > o et pour tout 

couplé (y, ?}ç -0(œj)x"-3(\Dj] tel que cp Y=* q> 9 une constante C, 

'telle que f pour tout t Ç T l'application u -* çpu prolonge­

ment de cpu par o sur B n \ o ^ est continue de dans H C(B n) 

et : 

2 2 
V u € W i Q ^ c f l l c p G u|| + I I y u | | } . 

Démonstration : appliquant le Lemme 2.3 aux fonctions de 

JKto] 0 Pj.) » on obtient qu'il existe C > o et C tels que : si 

tpu Ç V t alors £u Ç H
C(B n) et 

(2.19) I |fu|! ^ Cllcp u|| . 
V t 

Donnons nous u Ç ; remarquons d'abord que pour tout Ç €-&(UJ) 

et tout i « 1,...,p ÇX^u= X^Çu- X^(ç).u est dans L (fl̂ )* 

Pour vÇj8(0. ) on a z 

(2.20) at(cpu,v)-at(u>(pv)» \ t ^ t u * \ t " ~\tUm^d* 

t 

l'intégrale définissant â (u , <pv) ayant un sens dfaprès la remar­

que précédente! mais pour v Ç^(nfc) , <pv Ç -#(flt) et : 

(2.21) a t(u | Ç pv)= <Cfcu . ç v ^ ^ j x ^ Q j » ^ cp Gtu . v dx . 

^̂t 
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On reports (2.2l)dans (2.20)ï puis par densité on peut pren­

dre vÇV^ et choisissant v =qju on obtient que : 

(2.22) a ( < p u , < p u ) - Rb I <p G.y . çp û dx +[ ( J~ |X. U) f) |u|2dx 

Df après (2.9) les X. . sont bornés sur ®A et le lemme résul-

te alors des estimations (2.19),(2.14) et (2.22) 

Remarque : on déduit aussi de (2.22) et (2.14) que 

V T

 1 L Z C ( ^ ) L Z(0,.) J 

ce qui prouve que est un sous espace fermé de 

|uÇ L̂ (fl̂ ) / fl^u Ç L2(fi^) • est donc un espace de Hilbert si 

on le munit de la norme : 

Par récurrence sur l ̂  1 on définit les espaces 

w£ » {u€ W f 1
 / tu 6 W f

1 } 

munis des normes : 

M , - {II V l l ^ - , * } * • 

On convient que W° = L̂ (fî ) . On a aussi 

(2.23) w£ = {u€ L 2(0 t) / V k - : a^u € L2(fifc) et 

V k - o,..,,|-1 G*u Ç W t| . 

On note £^ la boule unité de -Ŵ  et pour tp € -5(CD) 

dj(̂ p 2^ , L2(flj.)) (j » o,1,... ) le j-ième diamètre de l'ensemble 

9 dans L 2 (n f c ) ([11]) . 

Nous avons alors : 
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Lemme 2.10. soit ̂  ccajet soit £ > o donné par le lenrne 

2.9. Pour çp€-5(a)) et pour 1 il existe une constante 

C • C(i , cp) telle que : 

V t 6T f V J - of1... t cIjC^eJ, L2(nt)) < C ( l + j r
£ i / n 

Démonstration : donnons-nous , <p̂  € -̂ (u>) telles que pour 

i = 1, • • •, i : <pi-i • 9i = P̂i-i * 

Soit B une boule contenant ô&j • H existe une constante C c 

telle que si désigne la boule unité de H E ( B ) on a ( g ] ) ! 

V j * o dJ(s
f

fL?(B))i C0(1 + i)~
 C/n 

De plus pour tout y, > o , il existe un sous espace $ de 

2 rï/2£ C ^ 
codimension finie et majorée par (C 0 pJ , dans H (B) , tel que 

(2.24) Vuç $ : J|u||2 < | l u | | 2 

* ir{B) H ( B ) 

p, > o et $^ étant fixes soit le sous espace des 

uÇ v£ tels que cp. cFut € $ pour tous les indices i et k tels 

que o < k < i < i -1 . est bien défini grâce à (2.23) et au 

Lemme 2.9). 

On déduit du Lemme (2.9) et de (2.24) qu'il existe C (dépen­

dant de <pof. •. , mais indépendant de telle que tout tÇ T , 

tout u€w£ : 

L lntJ L (ntJ L (f^j-

Par récurrence sur i on en tire que pour i-i on a : 



X I - 1 9 

et pour i = ^ on obtient que : 

(2.25) *%o4\, * d h f f 

l (nt) w* 

Soit (1 -tt^) le projecteur orthogonal dans w£ sur ? t . 

TTt est de rang fini < . (C^f^2^, et on déduit de (2.25) 

que pour tout t 6 T et tout u 6 : 

(2.26) /l ç 0u - cp0TTtu
 2 < C11 ( 1 - TTt)u||

2 ^ CXUu|j 

L2(nt) 
_o 21 1 2 £/ 

L'entier j étant donné on choisit p, » C 0 . ^(i-t-1 ) d S 

sorte que a>0Trt est de rang < j ; on tire alors de (2.26) que 

On achève la démonstration en remarquant que r ^ c l ^ et 

que par suite : 

doCcp0^,L
2(nt)) < 1 . 

Démonstration de la Proposition 2.8 : soit cp Ç ̂ Kw) ï soit 

o&l c c © tel que 3 supp çp ; soit alors £ > o donné par le 

Lemme 2.9 • 

Il résulte des hypothèses [2.16) et (2.17) que pour tout 

i £ 1 il existe C telle que : 

V t ç T 0 Etcf2£c:C.E£ 

On déduit du Lemme 2.10 qufil existe Cf telle que : 

(2.27) V t ç T o f Vj.o f1...: d (<jEt cçSj ,L
2(fît)) < C '(1 + j)"

 & i/n. 

Choisissant i > n/£ on en déduit que l'opérateur çpEfccp > 

positif autoadjoint est dans la classe de (Q]) et sa trace 
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est : m 

et on conclut en utilisant la majoration (2.27) • 

3. HOMOGENEITE 

3.1. Notations 

Le but de ce paragraphe est de définir pour les champs de 

l'introduction une "partie principale homogène"• Mais auparavant 

nous précisons quelques notations empruntées à (f3]J , [S] , [14}) • 

Dans toute la suite de ce paragraphe la suite 

o » v 0 < <• • • < vr=» n est fixée! on définit la fonction poids 

[ ] de {if...,n} dans {1f •••,**} en posant £j] » k pour 

j S \^ . Pour t> o on définit h^Ç G L(B n) en posant 

h t(
ej) * t ^ . 6^ ((e^y...fen) étant la base canonique de ̂ Rn)« 

On dira qu'une fonction f est homogène de degré p si pour 

tout t > o f o h^ m t̂ .f ; de même un opérateur différentiel 

T (à coefficients C°*) sera dit homogène de degré p si pour tout 

t > o ~h. T » t^T (h. T est l'opérateur image de T par h, défini 

pour u<-fl(En) par (hfc T)(u) » {T(u o hfc) } o h~1) . 

Par exemple la fonction Ç -+ est homogène de degré 
n 

[a] « a* [j] t et l'opérateur ^ est homogène de degré 

Suivant ([6]), nous définissons 1'ordre d'un opérateur en o 
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de la manière suivante : on munit d'abord Tin de la "norme homogè-

n e " \%\ 35 { |§j j } Z qui est une fonction C 0 0 sur J\n \ o , 

homogène de degré 1 , ne s'annulant qu'en o. 

Pour un voisinage U de o . on définit CTU) 1' espace des 

fonctions "nulles à l'ordre m" en o (m € Z ) en posant : 

C^ll) = { u Ç C ^ U ) / | u(ç)| = 0 ( | § | m quand ç o} . 

On dit alors qu'un opérateur T de C^U) dans C°°(u) est d'ordre 

< p en o (p Ç Z) si 

Vm T CJ[U) c C ; _ p C l i ) . 

Avec ces définitions un opérateur T » 2-j a tf* est 

d'ordre 5 p en o si et seulement si pour tout a a^Ç ^ £ 3 ] p ^ 1 

ce qui équivaut à dire que pour tout a et tout £ tel que 

CP] < M -P on a : ( a | ej(o) = o . 

A un tel opérateur d'ordre.^'p en o , on associe sa partie 

homogène de degré p , ̂  , définie par : 

fa.0 S CaîaXc0ç8/B! . a; 

Il est clair que T - T est d'ordre < p - 1 en o . Notons 

aussi que pour tout borné R de ^ ( - R N ) : 

(3.2) f*(ht)T)f - p r ^ t f 

la convergence ayant lieu dans «^(Hn) et étant uniforme en f Ç & • 

(Noter qu'il existe un-compact K tel que supp f c K pour tout f 

de B et que h. T est défini sur K pour t assez grand). 
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Notons enfin que si T et S sont des opérateurs d'ordre ̂  p 

et d'ordre <> q. en o , T.S et [T , S] sont d'ordre < p + q en o $ et 

pour ce qui concerne les parties homogènes T. S » T.S et 

D T . s ] = ( t . s ] . 

3.2. Le Théorème 3.1 

Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : M est une 

variété réelle , de dimension n i XJÉf...,X sont des champs de 
1 P 

vecteurs réels . 0*3107 M • Nous notons V. f x ; X-,...,X ) le sous 9 k l p 

espace de T̂ M engendré par les vecteurs X^(x) pour Jl| < k . 

(Notations de (2.1)). ® étant un ouvert inclus dans 0 nous 

supposons que : 

(3.3) V x 6 a) ; V k » 1,...,r : dim Vk(x ; X1f...,X ) « ̂  . 

Nous avons alors le résultat fondamental suivant : 

Théorème 3.1. : soit x 0Ç g> il existe deux voisinages 

C D ^ C c c c a) de x 0 , un voisinage U 0 de o dans P
n , et une 

application e Cœ de © dans E n tels que : 

i) pour tout x Ç ̂  l'application 9 X : y 8(x,y) est un C 0 0 

difféomorphisme de ̂  sur 6 (©o) t tel que 9 (x) « o et 
x x 

ex(«o) => u 0 . 

ii) pour tout xÇÏ, les champs X. images de X. par g 

* 1 f x • î x 

(i m 1,...fp) sont d'ardre < 1 en o . 

iii) si l'on désigne par 'x. la partie homogène de degré 1 de 
i,x 

/ \ 

X. f les champs X. engendrent une algèbre de Lie nilpotente 
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da dimension n et : 

V ? Ç B n , V k - 1 r dim ̂ ? x, • • •/X p > x) - \ • 

iv) Les champs X. et X. dépendent différentiablement de 
X | X JL y X 

xÇ© 1 . 

Ce théorème s'inspire de (Q5])f bien que pour des raisons 

techniques le schéma de la démonstration soit différent. L'origi-

ginalité par rapport à ([6] , [Wj) est que sous lfhypothèse 

( 3 . 3 ) on "approche* l'algèbre de Lie engendrée par les par 

une algèbre de Lie nilpatente de même dimension que M • 

3 . 3 . Démonstration du Théorème 3.1« 

Soit X C €CD# nous choisissons des champs Y^,...,Yn de la 

forme 

( 3 . 4 ) Y, = . ̂  a. T X- (a, T 6 C^M)) 
J |l|<[j] J'1 ^ Jtl 

de sorte que les ̂ Y^(x0),...fY (x Q)^ ferment une base de 

V. (x0 • X-,...,X ), pour tout k m 1f...,r. Il résulte de l'hypo-
K • p 

thèse ( 3 . 3 ) que pour x voisin de x 0 les (Y^ (x) f..., Y (x)^ 

ferment encore une base de V^(x ï X^f..., X p) et par suite au voisi­

nage de x 0 on a : 

f3.5) X- » h T . Y. (b- .6 C") 

Hegroupant ( 3 . 4 ) et ( 3 5 ) f on obtient que pour toute suite 

J s (ĵ ,...,Jjj ) € [ 1 f * i n } ^ on a, en notant fJ] * [ j ^ +... + [j ] 
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n 

Pour EÇ H n on considère le champ Y = ] ^ • 

Notons §(t » x , §) le groupe local a un paramètre associé à Y^ : 

(3.7) | d t V J 

$ est défini et C œ sur un voisinage de (o , x 0 , o) dans 

B x M x B n et vérifie 

(3-8) V t | t | £ 1 : *(rt i x , ç) » $(t i x , t ? ) 

Il en résulte que $ est définie sur un ouvert du type : 

]-2,2f x CDQ xU 0 où
 e* U 0 sont des voisinages de x 0 et o res­

pectivement ï on pose alors <p(xf ?) « $ ( 1 ï x , ç) et cpx est l'appli­

cation : E ©(x , ç) • On a : n 

Quitte à restreindre ooo e^ U 0

 o n peut donc supposer que les 

© x (x 6 o)0) sont des C
œ difféomorphismes sur leur image $ on 

supposera aussi que U 0 est symétrique et que pour un voisinage 

o)̂  c c oûo d e xo o n a <p(œ<j xU Q) c • 

Prouvons d'abord le 

Lemme 3.2. : soit f€Cœ(a)o) ï la fonction i 

h(x, r) - ( y|-(f o cp) (y, f)) 

j 'y - <D(X F - ç) 

est C œ sur ®̂  x U 0 et sa série de Taylor en Ç = o est : 

h(x,|)_ E tYjf) Cx] . 
k èo x (k + 1 J ! J ' 
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Démonstration : si l'on note e n = f omon a j 
' -Y Y 

h(x , ç) 5 . g^- e 5 f) (x) . 

Pour (x , §}€ coj xU 0 on a <p(x , -?)€oob
 e t il e s t alors clair 

qu8 h est sur <©j x U c • 

Il résulte de (3.7) et (3.8) que la série de Taylor en Ç=o 

de f o q> est 

[3.9) (f . q O C x . ç ) - k Ç o CT^Ç^W 

et la sérte ds Taylor en Ç = o de g(x, ç) » r^- (f o m) (x , ç) 

est alors : 

où pour deux champs X et Y on note : 

oC^Y) = ̂ ( ) & Y + ^ YX + ... + YX k) . 

Ré-eppliquant (3.9) on obtient la série de Taylor de 

i » kfco ^ p s 0 (k-p)i p i y v ' 

Le lemme résulte alors de l'identité suivante (cf.£6}) : 

pour deux champs X et Y on a : 

P* 0 (k-p) I p ! (k+l)t 

On utilise alors (3.6) pour développer le terme 
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où J » (J1f...|Jk)€ [1 , n} k , ̂ = Çj et où JUj est 

la suite (j^i ••• i J k » J j € (1f«»n} 

On déduit de (3.10) le 

Lemme 3.3. : soit f Ç Cm[mo) et soit h comme au Lemme 3.2. 

Alors 

h(x , S) - (Y/)Cx) + 2 - , XpStL . v5 u . C x ). (Y.f)(x)+ 

+ oC|5|r) • 

Nous avons alors la 

Proposition 3.4« : avec les notations précédentes, pour 

x €<aj i les champs (<p~̂ )* Yj sont d'ordre ̂  [ j ] en o . 

Démonstration : soit T . l'image de r^—par m • Pour f Ç C ^ O O Q ) , 
— — — — — — j t x j * 

on a, en notant h la fonction introduite au Lemme 3.2« 

(Tj,xf>(*f«0 " Tfff " h ( * x ^ • 0 • 

Soit g € J(U0) i alors f - g . <£
1e 4 » . ) et 

CT J f/CfcCB» - 4 - b ( J ) . 
5 J -1 

Notant Zj x l'image de Yj par q>x on a aussi : 

(V Jf)( %,(l))-(2 J, x«)(ï). 

On déduit alors du Lemme 3.3 que : 
n 

avec : X 

(3.11) . j > , 53 - t ^ , , . , ^ ^ u j W S » . 
J / o 
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Notons A la matrice ([z. )) ï soit B » ((z*. J) 

la matric8 : B « -A + A +...+(-1) ~ A*"" . Puisque A = O ( J ç J ) on a 

(ld + B)(ld + A) « I d + D ( J ç | r ) et on tire de ( 3 . 1 1 ) : 
n 

(3.12) ( Z j ^ X ? ) - gS-Cd + £ î,,/» , ( ] g f M ç ) • „{| tf ). 
J X 

Ecrivant que : n 

z j . x - S ? j > • s) 4-
on tire de (3.12) que z. =» z. + 0 C | §j ) • 

Enfin z. est somme de termes de la forms : 
J t x 

z. t zt ê • ••z, avec q < r -2 . 

Tenant compte de (3.11) on en déduit que 

,(x ) 6 C* r._(U0) et finalement que 

z. .(x .. )€ C œ (Ufl) . ce qui achève la démonstration de la 

proposition. 

Fin de la démonstration du Théorème 3.1. 

•n définit 6 par : e(x,y) » 9 x ( y ) » V^Cy)» 6 e s t défini 

d'un voisinage de (x0 , x 0) sur U 0 ; l'application 

( x i y ) "* C x i 8(xfy)) est l'application réciproque de 

(x» ç) (x , <p(x , ç)) et e est C œ ï de plus e(x , x) « o . 

Pour satisfaire le i) du théorème il suffit d'ajuster 

les voisinages , OJQ et U Q , en les restreignant si nécessaire? 

nous supposons dorénavant que ceci est fait. 
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Soit x

 s C ^ Î ^ X j ï x est aussi défini par la formule 

(2.1) à partir des X. f et est d'ordre (ij en o . 

Prenant les parties homogènes après avoir appliqué (8 à 
x 

(3.4) (3. S) et (3.6) on obtient : 

f l i f t ] S j ' l W 

Ojtlil j' x 

(3.14) , * ] , Z J J x ) . t . 

Il est sous-entendu, dans (3.14) que si TJ-jl+D^ > r » 

la somme du terme de droits, portant sur un ensemble d'indices 

j vide, est nulle. H résulte aussitôt de (3.14) que les Z, 

j , x 
engendrent une algèbre de Lie nilpotente de dimension n dont 

les y ^ j j }(x) sont les constantes de structure. On tire de 

(3.13) que les X* ( i=1,...fp) engendrent la même algèbre ifx 

de Lie et que pour tout k f V. (Çï'xl • •••••X 3 est l'espace 
lC " I jX P y X 

engendré par les 'Z. (§) pour [j]:Sk. 
J i x 

Il résulte de (3.12) que l'on a : 

pour certaines fonctions #(x)ç C^od-) • Par conséquent 

les Z. (ç) sont pour tout ÇÇ B n indépendants et par suite 
J f x 

pour tout Ç€ i dim V k(§i^ n x,...,
/X p > x) = ^ . 

On achève la démonstration du théorème en remarquant que 
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X. dépend differentiablement de x Ç oj. puisque Q est C° des 
X y X I 

deux variables (x,y)f et qu'il en est de même de'xl qui est 
IjX 

un "développement limite". ̂ cf.(3.1)^ en §=o de X^ ̂ . 

3.4. Etude des opérateurs homogènes 

Nous étudions maintenant les opérateurs associés aux X. $ 

on renvoie à ([3]) pour une étude plus complète de certains 

aspects du problème* 

On rappelle que les champs "X, (i»1,...,p) sont homogènes 
if x 

de degré 1, dépendant differentiablement de x et vérifient : 

(3.16) V .ç € E n

f Vk » 1,...fr : dim ï ^ 1 f X i - - - i ^ P f X ) » V 
On déduit de (3.1) que, comme tous les champs homogènes de 

degré ̂  1 , les sont formellement antiadjoints. On pose : 
x » x p 

(3-17) V x U - - S (X, )* 
1 X 1=1 I F * 

Il est clair que les (3̂  sont homogènes de degré 2 et 

formellement autoadjoints positifs. Nous avons : 

Proposition 3.5. i) Pour tout compact ̂  f tout 

2 n 

compact K de L (B ) , tout compact p de €\|]b,œ[# et 

tout £ > o , il existe un-borné ô de• jS(Bn0 - tel que 4 ~ 

V(x,f,^)€ ̂ . x K x r , 3 u 68 : iiC 0^ — |i}u - f||0 < £ 

ii) Pour tout xÇ i -̂ (2în) est dense dans 

D(A<) » {u€L 2(B n)/^u6 L 2(B n) ] , et l'opérateur 

( u x , ° ( A

X ) 1 s 8* positif autoadjoint dans L (B ) • 
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Remarque : le ii) est prouvé en ([3])ï nous le déduirons 

aisément de i). 

Démonstration : soit l'espace de Hilbert : 

V x = {u€L 2(B n) / Vi.1,... fp : S ^ u ç L 2(B n) } 

et soit a la forme hermitienne continue et coercive sur V : 
x ^ 

On définit donc par la méthode variationnelle un opéra­

teur ^*D(A ) positif autoadjoint dans L^(Bn) (il nfest pas 

clair que le D(A^) ainsi défini coïncide avec celui défini en 

ii) ; nous le prouverons par la suite). 

Fixons nous a£fK,r et £ ï il existe un borné 8^ de JBiTP) 

tel que : 

(3.18) V fçK , 3g € B, i ||f-g||0 2Se/fc . 

Pour pgr et x Ç ̂  , l'opérateur (A - p,)" est défini, et 

2 n 

borné de L (3R ) dans , de norme majorée indépendemment de 

p, € T et x € ̂  : 

(3.19) Il CAL- M.}"1 g -Il * C0||g|| 

2 1 +1 ^ 
avec C 0 = sup sup (- 2 ) < + « . 

HQT t€[of«[ (t-^p 

Soit £ Ç ̂ (3Rn) , § valant 1 au voisinage de o ; pour 
r*s > o et pour u a (A"- on a, compte tenu de 1fhomogénéité 

x g 
des X. et de : n i, x x P 

(ÇrlOCClyu) « (Cohjg - 2 s E ( X i > x C ) 0 h a.^ xu + 

+ s 2 ( ^ x ( c ) . h s ) u . 

On déduit alors de (3.19), que C étant une constante indé-



X I - 3 1 

pendante de p, 6 T 9 x Ç
 E T 9 € L. (P ) on a : 

K ^ - r f C ^ I Î ; - ^ - (Coh s)g|| 0^C(s + s
2)||g||0 . 

2 n 
Qr (Ç o h )g -» g dans L (B ) lorsque s -* o , uniformément pour 

s 

gÇ 8^ î on en déduit qu'il existe s 0 assez petit, pour que : 

(3.20) V g ç B 1 , V ̂  : (Ç o h s ^) ~ 1g -g|| <e/2 . 

De plus (3.16) et la différentiabilité en x des champs 

^ nous permettent d'appliquer le théorème 2.1 sur tout compact 

de B n i on en déduit que H » (J U ( A ^ - ^ ) " " 1 fi est borné 

dans CHftR2) . Par suite (Ç o h ) est un borné de tfTln) et le i) 

de la proposition résulte des estimations (3.18) et (3.20). 

Il résulte de i) que pour tout xÇc&j i -5(Hn) est dense 

dans DlA^Jï par suite est la plus petite extension fermée 

de , -S(Bn)^ et par passage à l'adjoint^ est aussi l'ex­

tension maximale , i.e. : D(Ax) - {uÇL2[j\n) / G xuÇL
2 (Sn)} . 

leii) de la proposition est alors clair. 

Nous voulons donner maintenant quelques propriétés 

spectrales des opérateurs ; nous utiliserons le Théorème 

suivent (cf Kato [8]) : 

soient (Â  , D(A n)) n^ ̂  et (A.D(A)) des opérateurs auto­

adjoints positifs dans un espace de KLlbert H i on note E p(x) 

et E(x) les résolutions de l'identité associées à ces opéra­

teurs. On suppose que A^ converge vers A au sens suivant : 
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Il existe un sous espace £ dense dans D ( A ) , tel que pour tout 

u de i , u est dans D(An) pour n assez grand et 

nl^ J l A nu-Au|| H = o . 

Théorème 3.6. : i) pour tout ti€C\[o,œ[ et pour tout fÇH: 

nlim|| (An - n ) - 1 f - (A - n ) _ 1 f H H - o . 

ii] pour tout \ non valeur propre de A, et 

pour tout fÇH : 

lim ||E (X)f - E(x)f|| » o . 
n « n n 

Nous notons AN la réalisation de G de domaine DfA ) et 

E (x) la résolution de 1'identité associée à ̂  . 
x v x 

Lemme 3.7. : soit f ç L 2 ( l R n ) : 

i) l'application (x,(i) «• (A^-p,}~1 f est continue de 

oô  x C \ [o , cn[ dans L 2(B n) 

ii) l'application (x , \ ) ^ ^ x ( x)f est continue de œ1x]o-,»[ 

dans L 2(P n) et n'a pas de valeurs propres. 

Démonstration : soit H t(t>o) l'isométrie dans L
2[tP) définie 

par : 

(3.21) (Hfcf) (ç) - t
 / 2(f.h t) 

r 

où v » j ^ j ^ C ^ - ^ ^ ) est la dimension homogène de B n([3]) . 

Il résulte de l'homogénéité de que H ^ ( D ( ^ ) ) = D ( ^ ) 

et que : 
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Par suite on a : 

( 3 . 2 2 ) H ^ C X ) ^ - ^ ( f ^ ) 

On en déduit que : 

I^(x)f - ê-JT-^ l f l l f - | ( f (x ) f , f) - <MxM»tr , H t f ) | E T 

Lorsqua t ̂  1 ||Htf - f || o et on a pour \ 0>o : 

( 3 . 2 3 ) lira { sup |£(x)f -iLCXoMI.}» O • 

On en déduit que 'tout X 0 > ° n'est pas valeur propre de A x . 

H résulte directement de l'équation résolvante : 

et de ( 3 . 1 9 ) que pour tout ji0€ C \[b, œf on a : 

( 3 . 2 4 ) 1 1 » { sup H C Ê - J I ) " 1 ' - C^- | * . r 1 f | l . } - ° • 
V>->V>o Lx€a> r

 x x ' 

Fixons x.Ç OJ. i on a vu que ̂ (B n) est dense dans D(A* ) et 

il est clair, d'après la différentiabilité en x des champs 

^ , que pour tout q>€-£(Bn) c DCA" ) : 
X , X X 

lira |j A m - A cpllo » o . 
x^x^ x x^ 

On déduit alors du Théorème 3.6. que : 

( 3 . 2 5 ) lim \ f - - 1. - o 
x*x 4

 x x1 
1 ^ 1 

(3.26) lim ||Ex(x0)f - £ ( x 0 ) f | | 0 = o 
x^x^ * *1 

(3.24) et (3.25) donnent le i) ; (3.23) et (3.26) donnent le ii). 
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Pour être tout à fait complet il ne nous reste qufà vérifier 

/\ 2 n 
que o nfest pas valeur propre de A x ; supposons que uÇL (B ) véri-

fie Ĝ u = o . On déduit de la densité de -5(B J dans DfA^J , ou du 

fait que est aussi l'opérateur variationnel défini plus haut, 

que : 

o » (G u , u] » a (u , u] . v x 9 J x v 9 J 

Par suite & u = o et pour tout I , 'Xl u » o ï il résulte 
1 , X X , X 

alors de (3.16) que u est une constante et donc u est nulle. 

Proposition 3.8» : le noyau 8 (x) de ̂ 0 0 est C 0 0 sur B n x B n , 

et l'application (x , x) -* ê (x) est continue de ax,x]o , dans 
x J 

C ° t S x B n ) . De plus pour tout xÇ <&j , la fonction 
X "* ê (x ï o j o) est strictement positive et homogène de 

x r 

degré v/2 où v = k CnL- J • 
k-1 K 

Remarque : pour tout xÇ on peut munir B n d'une structure 

de groupe de Lie nilpotent telle que l'algèbre de Lie engendrée 

par les 'Xl soit précisément 1'algèbre de Lie des champs de i,x 

vecteurs invariants à gauche. On en déduit que ê^(x) est un noyau 

de convolution sur ce groupe et en particulier on a : 

(3.27) V 5 € B n : ij\ i Ç , ç) - ej\ io,o] 

Démonstration : soit un compact inclus dans et soit [a ,b] 

un compact de ]o , »[ ; nous appliquons la proposition (2.7) en 

prenant comme espace de paramètre T = cù̂  x [a ,b] , comme champs 

de vecteurs X. . = & si t = (x,x), comme ouvert a) B n et 
1 ,u 1 ,X 
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comme opérateurs E. « ^ f x ) . Les hypothèses (2.9) et (2.10) sont 
w X 

satisfaites grâce à [3.16] # ̂ ( x ) étant de norme majorée par 

( 1 + X ) K en tant qu'opérateur de L2{lf) dans D ( A ^ ) l'hypothèse 

(2.11) est aussi satisfaite. On en déduit que les noyaux § x(x) 

sont pour xÇ&g et X€ Ta
 1 b] dans u n borné B de C°8(Enx 3 R N ) • 

Or il résulte du Lemme 2;6 et du Lemme 3.7 que l'application 

Cx f X} ê (x) est continue de x}o , »[ dans -5*(lînx T\n) ; par 

suite elle est continue de x [a f b] dans C ° ° C B N x B N ) puisque 

sur le borné 8 les topologies.. C œ et JB* coïncident. 

On déduit de (3.22) que l'on a, pour tout t > o : 

âx(t
2X ï %, T|) - t v ê x(\ i ht% , htT|) . 

En particulier on a 

(3.28) êx(t
2X i a v o ) . t v ê x(x ï o , o) . 

Il nous faut encore vérifier que êx(x i o , o) >o ; cela ré­

sulterait directement de (3.27) mais on peut le voir de la ma­

nière suivante : 

E x(x) étant un projecteur orthogonal, on a : 

(3.29) ê x(Xîo,o) » J ^ n | â x ( X ï o , §)! 2 d?^o . 

Supposons que ê (x o »
 0 » °) • 0 » P91* 

(3.28) e (Xïo ,o].o 

pour tout X> o , et par (3.29) on a (^(x)f)(o) • 0 pour tout 

f€ L 2(E n) i or pour fÇ D^A*) E ( x ) »* f dans D(A k) lorsque 
X X X 

X ̂  + oo, et par suite £ (x) f *+ f dans C^B 0) lorsque \ + « si 
x 

fÇ ̂ (B n) . On en déduit donc que f(o) « lim ( ^ ( x J f V o ) » o pour 
\* » V x ' 
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tout f Ç -£(Bn) es qui est évidemment faux, et cette contradiction 

achève la démonstration de la proposition 3.8 • 

4. DB.ONSTBA7TQN DES THEOREMES 1.1. ET 1.3. 

4.1. Localisation 

Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : M est une 

2 

variété C 0 0 munie d'une densité positive dy ( ) ï œ et fi 

ouverts de M i les champs X̂ ,...,Xp vérifient (1.2.) et (1.3.). 

^A j D(A)^ est une réalisation minorée autoadjointe dans L2(fi) 

de l'opérateur (1.1.) G ï sans nuire à la généralité, nous suppo-

'sons que A est positif. 

un note E(x) la résolution de l'identité associée à A ï il résulte 

de la sous-ellipticité de G (voir Théorème 2.1.) que les fonctions 

de DCA00) =» . H D[f^) sont C œ sur © H fi » par suite le noyau 
K ^ O 

de E(x) est C œ sur (a> 0 fi) x (CD 0 fi) (voir proposition 2.7.). 

On note e( \ # x , y) ce noyau. 

Le point x0€u) 0 fi est fixé: on note , , U 0 et 8 les 

voisinages et l'application construits au théorème 3.1. i on 

supposera que U Q est une boule de centre o. 

Pour tout XÇ(D^ la densité dy peut s'écrire dans la carte 

locale 0 x sous la forme : 6 (x , §)d£ , la fonction 6 étant 

strictement positive et C œ sur un voisinage de (x0,o) qui 

contient xU 0 i on note 6̂  l'application §^ ô(x , ̂) . 
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2 n 
Pour xÇ GD1 on définit les opérateurs © de L (B ) dans 

• x 

L 2 ( < 0 e t * x

 d s L 2 CM) dans L 2 ( U 0 ) par : 

. V uç L 2(B n) V yç Œo : (8xu)(y) . (u/ ) o ex(y) 

(4.1) 

l Vv€L 2(M) V Ç€Ua : (*xv)(f)«(v o 9^
1)(ç) 

On a les relations î 

(4.2) J x 

x i / ( u 0 ) it(qx\u0)) L 2(M) 

De plus $ x et ©^ sont adjoints l'un de l'autre au sens 

2 n 

suivant : pour tout u de L (B ) à support dans U 0 et pour tout 

v€ L (M), on a : 

(4-3) J (© u).v dy = / tu(* v) df 
• A * ^U 0 

On remarque encore que © x opère de -d(U0) dans -5(o0o) e ^ 

se prolonge de £* (Tin) dans JP (a^) 8t que # x opère de C^M) 

dans C ^ U j et se prolonge de JB* ( M ) dans ̂ (U 0) . 

Conformément au théorème 3.1 on note X. »(9 3 * * . 
i,x v xJ* i 

l'image de X. par 9 * pour uÇ C^M) on a donc : 
ZL X 

(x i U ) c e^1 = x i | X Cu . 

Utilisant en outre le fait que : 
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X î i X ( u . v ) . ( X . x u ) . v - u . C x 1 > x v ) 

on obtient que : 

(4.4) V u€ C^M) f xCu » G x$ xu 

où Q x est l'opérateur 

(4.5) <^ - g X î x . X i x + = x 

avec « 

(4.6) c x . = „ { g ( X Ï ( X X i f X ) f 6 x ) } , 

oo X 

Notons que (x, ç) c x( ç) est C œ sur x U 0 

Utilisant (4 .3 . ) pour vÇ J ^ŒQ) on obtient aussi que 

(4.7) V uÇ -0(UO) G exu « e xG xu . 

Nous transformons les G x par hfc et nous définissons pour 

t ̂  1 sur h t(U 0) 3 U 0 les opérateurs Gfc x et X i ^ x par : 

( 4 . 8 ) ^ t . * u - t ' , K x ( u . h t J } « < 1 

°t,xu - ̂ { C > • ht'} • ht 

et on a : D 

G. « H X f , X. . + c. t,x 1=1 ift,x i,t,x t,x 

avec 

. -2 ,-1 
c , . c o n. . 
t, x x t 

Suivant le théorème 3.1 on introduit encore les champs 

£ partie homogène de degré 1 de X. et les opérateurs 

^ de (3.17) partie homogène de degré 2 de G x . Il sera agréa­

ble de convenir que pour t * + • X. . = ̂  , c. = o et 
î y V*y X J. j X U | X 

G, = G . 
t,X X 
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Lemme 4.1. soit un compact de ̂  ï les opérateurs G^ ̂  

et les champs ^ ̂  , pour (t,x}$ [1 i x Œ£ vérifient 

les hypothèses (2.9) et (2.10) sur l'ouvert U 0 • 

Démonstration : (0 )~ étant un homomorphisme d'algèbre de Lie 

on a : 

V x € B l , V ç ç U a , V k - 1,...,r : dim vjçi * 1 f X . • • • » X p f X ) -

on en déduit que pour tÇ f1 » • £ 

(4.9) V x ç ^ , V Ç€U 0ch t(U a) Vk-1,...,r : dinA/^Ç j X ^ t ,...,X ^ 

Le point iii) du théorème 3*1 affirme que (4.9) a encore 

lieu pour ts+©j l'hypothèse (2.10) est donc satisfaite. 
n 

Ecrivons le champ X. sous la forme a4(x. ç) :~- « 

Les fonctions a. sont C 0 0 sur OJ4 xU 0 et puisque X. est d'ordre 

^ 1 en o , pour tout xÇc&j aj(x,.)ç C^j^(U 0) i on peut donc 

écrire : n ^""^ 

les fonctions aj(x , §) étant C°* sur <&j * U 0 • 

On a : n 

n J 

i,x j=1 [er>LJ]-1 J * 
J 

Le lemme 4.1 résulte donc du lejnme suivant : 
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Lemme 4*2» : soit c une fonction C œ sur ̂ x U 0 î pour 

tÇ [1,œ[ on pose ̂ ( x, §) » c(x , h~ 1f) et C^(x, |)=c(xfo). 

Alors l'application t c^ est continue de £1,œ] dans 

C^© x U 0) , et l'application (tfx) -> c. (x , .) est conti-

nue de [1 f œ]xo)^ dans C
C^U 0) . 

Nous avons aussi : 

Lemme 4.3. : soit un compact de o&j * soit 8 un borné de 

J^JPP) • Alors G. u converge dans -5(lîn) vers £ u lorsque 
T#y X X 

t -* + » uniformément par rapport à (x , u)ç xS . 

Démonstration : il existe un. compact K tel que supp u c K pour 

tout u de 8 i pour t i t, i 1 on a K c h4-C uo) e t G4- R c ̂ (5°) • 

On vérifie comme ci-dessus que les coefficients de ft. 
t,x 

sont des fonctions continues de (t,x)ç [t^, «] x à valeurs 

dans C ^ K ) ; par suite les coefficients de G. convergent 
t| x 

lorsque t -> +« , dans cH(k) , vers les coefficients de G x , 
uniformément en xÇ , et le lemme en découle aussitôt. 

2 2 
Pour u€ L*(U0) [resp. L

c(oo.)] on convient de noter u le 

prolongement de u par o sur P n\U 0 [resp MA coq] • en particulier 

on note © x et T x les opérateurs ©xu » g£u et T x v = l ^ v • 

De même on prolonge E(x) en un projecteur orthogonal dans 

L (M] , E (x) i en définissant E(x)v comme étant le prolonge­

ment par o sur M \ 0 de E(x)(v| ) . 

Pour tÇ [1,œ[ , x Ç ^ et X > o on introduit l'opérateur 
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( 4 . 1 0 ) EtJx) = H;1 Ï x ?(t
2x) ? x H t 

où H T est l'isométrie de L 2 ( B " ) définie en ( 3 . 2 1 ) 

£4. (x) est un opérateur borné dans L 2(B n) , de norme ̂  1 . 

Notant O x » Uon 6x(œo fi 0 ) et » h j o j , 

on déduit de la définition ( 4 . 1 0 ) que le noyau de E. (x) est 

C* sur x x n f c x et est donné pour ( g, l\) € 0^. x x O t x par : 

( 4 . 1 1 ) e t t X(Xï§,n) = t*7 fi^h^fî.ô^h^î.ett^ïe^n^Çïe^h"1!!) 

En particulier pour tout xÇ œ 40O » a 6 Pu v et 

(4-12) V x Ç ^ H 0 : e(t2\ ïx,x) » t ^ C a ) ) " 2 . 8^50,0] 

On introduit encore les opérateurs F. (\)f bornés dans 
*cf x 

L (li0) et de normes ̂  1 définis par : 

(4.13) V u€L 2(U 0) : F t > x (x)u = (E t f XCx)u)| 

La noyau de F^ x (x ) est C 0 8 sur (U„nnt;x)x (U8n 0 T ) 

et y est égal à e^ x (x J Ç , T\) • 
2 

Pour u et v dans L (U0) on a : 

f F t , x k ) u ' v d Ç = / <*x ®x Ht^ Ht* d ? • 

Or H^v est à support dans h^v 0c U 0 ï par (4-3) on a alors : 

et il est alors clair que F.. (x) est positif autoadjaint dans 

L 2(U 0) . 
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4 .2 Etude à lfintérieur 

Nous passons à la démonstration du Théorème 1,1 : fixons 

nous un compact al, c fi Q ; il existe ^ 1 tel que pour 

tout t ̂  t, et tout x € uL , Cl contienne U ; le schéma de 
1 2 t,x o 

la démonstration est le suivant : utilisant la proposition 2.7 , 

on prouve le 

Lemme 4.4. l'ensemble des fonctions e (X; ., .) pour 

t ^ t ^ , x€(S3^ et X £ 1 est un borné B de C œ(U o x U Q ) . 

Ensuite on déduit de la convergence G — — > (A par une adap-
u | X X 

tation du théorème 3.6 le 

Lemme 4.5. pour tout X et tout f € L2(F°) , on a : 

lia { sup_ ||É (X)f - E fx)f || 2 _ } = 0 

On en déduit alors, avec le lemme 2.6 , la convergence dans 

-fl'fjf x R") du noyau e. (x) de E. (X) vers ê v ( x ) , unifor-
U y X X# | X X 

mènent par rapport à x 6 ̂  ; mais sur le borné 8 la topologie 

de Jfr1 (UQ x U Q) et la topologie de C°{UQ x U Q) coïncident ; par 

«uite e (X; ., • ) converge vers e (X ., .) dans Cœ(U x U J 
11X X 0 0 

uniformément par rapport à x € .En particulier : 

(4.14) lim { suP_ |e (X; 0, 0) - S ( \ f 0, 0)|] . 0 
t + œ x € (1^ 9 

Rappelons (cf proposition 3.8) que la fonction 

x -* e (X; 0, 0) est continue et strictement positive ; prenant 

X » 1 , regroupant (4.12) et (4.14) , nous voyons que nous avons 
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démontré la : 

Proposition 4 . 6 , sous les hypothèses du théorème 1 .1 , 

pour tout X Q 6 u> fl Q , il existe un voisinage de X Q , 

une fonction y continue et strictement positive sur 

telle que pour tout compact K c fl Ci , on ait : 

lim { sup | x ~ ^ 2 e(X; x, x) - y ( * ) l } = 0 
X - + <*> x € K 

Il en résulte que la fonction 

v(x) » lim X~^ 2 e(X; x f x) 
X - + « 

est définie sur œ 0 Ci , et se prolonge (de manière unique !) en 

fonction continue strictement positive sur u> H Q . 

Il nous suffit donc de prouver lés lemmes 4,4 et 4 ,5 pour 

achever la démonstration du théorème 1,1, 

Démonstration du Lemme 4 , 4 , 

Nous avons déjà vérifié que les opérateurs G satisfont 

aux hypothèses (2,9) et (2.10) (Lemme 4 .1) (ici t € C 11 0 0 ]f 

avec la convention G = G ] . Nous allons prouver que les 

® y X X 

opérateurs F (x) , autoadjoints dans L (U ) , vérifient 
v* | X O 

(2.11) , la proposition 2.7 donnant directement le lemme 4.4 . 

Soit u Ç L (UQ) ; posons v = ̂  u ; on a : 

I M U * M - . 

1/(10 L^(U 0) 
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soit w s E(t2 X) ( v |q) î al°rs w € OfA**) et : 

Vk 6 N G* w 6 L2(Cl) et w|| s t^X* ||v , J | _ 

L 2(n) '"i_ 2(n) 

Utilisant (4.4) on obtient que : 

$ x G* w = $ x w dans O x 

et : 

Vk € N G* i w € L2(fl ) et 
X X V X 7 

|l<£*x„|| * x k.t* ||u|| 
X
 L Z ( 0 X ) L2CU0) 

Par (4.8) on a aussi : 

<t v H"
1 f w « t"2* Hl1 cFY^ sur 

t F X t X t X X tfx 

Par suite, pour t ̂  t- on a puisque CL- 3 U : 
1 t,x o 

H < x F t x W u||. * X k ||u|| 
t , x t , x L 2 ^ y j L 2 ( u j 

v o v o 

ce qui achève la vérification de lfhypothèse (2*11) . 
Démonstration du Lemme 4,5 

Nous reprenons la démonstration du théorème 3.6 (cf [ 8 ] ). 

Fixons nous f € L 2(R n) , X > 0 et e > 0 (e < 1) . D'après 

la proposition 3.7 il existe T] > 0 tel que pour tout x € IL^ : 

, , ( ' M X + ^ f - Ê X W ? IL * e 
(4.16) | x o 

( ||Ex(X) f -E x(X.- Ifl f||Q * e 
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Pour alléger les notations nous posons E « 1 - E (X + 1]) 

et E" = E (\ - 1]) . D'après la proposition 3.7 les ensembles x x 

K + » { E~ f ; x £ oĝ  } , images d'un compact par une application 

continue, sont des compacts de l?[¥P) . 

On désigne par T + [ resp, T ] le cercle dans le plan com­

plexe de centre 0 de rayon (X + T y 2 ) C resp X - V/2 3 » e t par 

P C resp T1 ] l'arc de cercle des y, 6 T [ resp (i 6 T ] tels 

l(* - X - iy2| s ci] [ resp |n - x + iy2l ^ cT| ] . 

On déduit de la proposition 3.5 qu'il existe des bornés B + 

et B_ de ^(R") tels que 

(4.17) V(x, € ̂  x P; 3g € ft± : |((Gx - n)g - ET f\\Q * e 2 1] 

Notant la majoration : 

on a avec les notations de (4.17) 

(4.18) - (Âx - n)-
1 E* f i | Q * € 

D'après le lemme 4.3 il existe t ^ t̂  tel que pour tout 

t ^ t on ait : o 

(4.19) sup_ sup ||C x u - G x u ^ * e 2 T] 
x 6 œ 2 u € B +

 u B_ 9 

D'autre part, on déduit de l'inclusion œ 2 c fl Q et de la 

compacité de qu'il existe un voisinage c U Q de 0 tel que 

pour tout x 6 œ 2 ®> tœi H Q) 3 .On peut supposer t Q assez 
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grand pour que pour tout t i t Q on ait 

Vu € B + U B_ supp(u 0 h t) m supp H t u c 

Pour u € 6 u S et t a t on a donc H u e «&(u, ) et par 

suite 6 H u 6 £(u). Ci Ci) .Par (4.7) et (4.8) on a alors : 

(4.20) ( G - t 2

U ) ® x H t u » t 2 © x(G t^ - v.) u € ^ 0 0) 

Nous notons R(n] = (A - n)~ la résolvante de A et 

R(n) l'opérateur défini par : R(n)v est le prolongement par 0 

sur M \ Q de R ( m . ) ( v j J . Pour u € 8 + U 8_ on a 

© H u € -£(u>, 0 Q) c D ( a) ; on-déduit alors de ( 4 . 2 0 } que 

ex H t u = t 2 R(t2 n) ® x H J G ^ - n) u 

et 

(4.21) 9 x Hfc u = t 2 R(t2 p.) . 9 x H t ( G t j X - n) u 

On a la majoration suivante : 

C* .22) ||t2ff(t2 m-D II * J j j & * € I ± ) 

On pose pour simplifier : 

St,x^ 5 " ®x Ht C Ax " ̂  ~ * R t t ^ @x Ht * 

On déduit alors des estimations (4.17) à (4.22) que : 

(4.23) Sup Sup Sup |lS Jn)'.E* f|l * 3e 

t * t o x € ï 2 n € r; t > x x 0 

On définit encore les opérateurs : 
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*t,xM " C 1 " ̂  X ^ St,x^ 5 Ex 

Notons les majorations : 

sup ||(Â - E * | | * 2/-
ji € r +

 x x 7 1 1 

sup |JE(t2 X)t2.R(t2 * 27-

sup H(1 - E(t2 X)) t 2 R(t 2
 2 / T ) 

2 

les normes étant celles d'operateurs de L 

On en déduit la majoration : 

(4.24) sup l l ^ x C * ) l i 2 - 2 . * 4/n 

On considère maintenant les intégrales -gr^ j x(l*)f «
d|J> • 

On majore l'intégrale sur TJ. par (4.23) et l'intégrale sur 

T + \ rj. par (4.24) pour obtenir : 

(4.25) Vx € , 

Vt * le? I 4 x M f d , i 1 1 2, , * ( 3 X + 8 ) € 

° ^ X T T J r +

 r , x l t ( m ) 

Or, on a : 

S » / r ^ , x M f ' * ° t 1 - ê ( ' 2 W ê x H t Ê x ( x - fl f 
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Ajoutant ces égalités et tenant compte de (4,16) et (4.25)f 

on obtient finalement que : 

(4.26) sup sup_ |]Ê(t 2 X) © H f - \ H Ê(X) f || 2 

t £ t Q x € L. (M) 

£ (6X + 18) e 

Revenant à la définition de E (X) ((4.10)) , en notant 
fc , X 

—1 *>* ~ 
G^ « H,, f 8 H,. . et utilisant une fois de plus que $ et 
t,x t X x t 1 x 
-1 
H sont de norme £ 1 , on a : 

(4.27) sup sup_ l)E. fX)f - G. X J x ( X ) f || ? * (6X + 18)e 
t * t x € œ„ t , X

 Z'X
 X L ( R ^ ) 

0 2 

On aura terminé la démonstration si l'on prouve que pour tout 

u € L^fH*1) G U u quand t + « , uniformément en x € œ Q ; 
U J X dm 

en effet, par la proposition 3.7 l'ensemble des E (\)f (x 6 O L ) 
X TC 

est un compact K de L^fR*1) et alors la convergence G u u 
L | X 

sera uniforme -en (x, u) € (Dg x K et par suite, on aura : 

lim { sup_ !l(Gt x - 1) E (X)f|l } S 0 

ce qui, joint à (4.27) , donne bien la proposition. 

Or, pour cp € -^(R0) f pour t assez grand, on a 

H t çp 6 -#(Uo) et ® x H cp € ̂ (^0) î mai s alors on a 

$ Q H cp SA H cp 6 3[U ) et G cp A cp . Comme de plus 
X X T u O "C , X 

IJG. j) n n ^ 1 , il en résulte que Ĝ . converge 

fortement vers l f identité uniformément en x € UD^ 
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4.3 Etude au voisinage du bord 

Nous abordons maintenant la démonstration du théorème 1.3 : 

nous supposons donc en plus des hypothèses précédentes que Q est 

compact, que QCdj et que (A, D(A}) est l'extension de Fried 

richs de (G, J&{Ù) ) .On introduit l f espace V = D ( A 2 } qui est 

lfadhérence de -9{Cî) dans l'espace : 

{ u € L2(n) | Vi-- 1, ...f p : X ± u 6 L2(Q) } . 

Nous reprenons les notations du paragraphe 4.1 et nous 

fixons x Q Ç âfl et ^
 c ^ un voisinage compact de X q . On po­

se Q? = Q DU et Ton définit V comme étant l'adhéren-
u , X 1 I |X O TI | X 

ce de ) dans 
t , X 

(4.28) { u 6L 2(n^ x) / Vi = 1,...,p : X . ^ x u € L
2(C^ x) } 

Nous notons d'abord le 

Lemme 4.7. Pour u € L2(fl) H~1 i u est défini sur O* ; 

de plus si u € V et si Q € .&(U ) alors C H~1 i U 6 V. . 
O u X U | X 

Démonstration, si u € L (Cl) f f u est défini sur 0 , et 

—1 
H T $ u est défini sur h (Q ) Q 3 C? . De plus, on a, 

W X U X T*,X y , X 

pour C € JB[UQ) : 

C H~1 $ u - H~1 i (C o-h. o 9 ) u . * t X t x v ' t XJ 

On en déduit que pour u € -#(ft) , ( C o n . . ° 9 ) u est à 
w X 

—1 —1 
support compact dans e"" (h (U ]] fl et par suite que 

X w o 

On a dfautre part pour v € V : 
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X 4 . H"1 $ v 3 t"1 H § X. v 
i,tfx t x t x i 

dfoù il résulte la continuité de l f application u £ h^ § x u de 

V dans l'espace (4.28) 

La conjonction des deux remarques donne le Lemme. 

Pour (t, x) 6 [ 1, « [ x nous définissons les opérateurs 

E' positifs autoadjoints dans L (Q? ) en posant : 
u | X X» | X 

Cf étant le prolongement de u par 0 sur U \ Ùl 

O u | X 

Notre but est d'appliquer la proposition 2.8 : nous savons 

déjà que les hypothèses (2.9) et (2.10) sont satisfaites par les 

opérateurs 0 T X ( t € [ l f

œ ] , x € aûuj sur U Q ; c et les X^ 

étant bornés .sur un voisinage de Cl , l'hypothèse (2.13) est aus­

si satisfaite, quitte à restreindre o>Q 

Soit u € L 2(Q^ x) ; soit v = [\ H t u)j^ 

Sur 0' , on a : x, x 

Ei,x u - < *x ̂  ^ " 

Gomme pour le lemme 4.4 on a 

(4.29) ft)X u . H;
1 # x t"2* E(t2 X) v sur 

D'où l'on tire que E! u Ç L̂ fQ!. 1 et puisque 
t,X t f X

 v tjX"* K 

IMI P . * iluti 2 O N A : 
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-t,x t,x L 2 ( C Î , ^ 3 L ( n ; , x ) 

C'est-à-dire que les hypothèses (2.15) et (2.16) sont sa­

tisfaites. De plus, on déduit immédiatement de (4.29), du lemme 

4.7 et de l'appartenance : È(t 2 X) Ç D ( A ) C V , que l'hy­

pothèse (2.17) est aussi satisfaite. 

Le noyau de E' est la restriction à Cï x Q? du noyau 
UjX ujX LyX 

de F (x) et est donc aussi la restriction à 0! x Cï du 
U|X X|X *C|X 

noyau de E ^ x ( x ) . 

Appliquant la proposition 2.8 et utilisant (4.11) on obtient 

le 

Lemme 4.8. Pour tout X > 0 , la fonction 

K(t, x) = 1 1 , , <t2
 ^ y» y) dy 

^ n e ^ a g ) 

est bornée sur [ 1, « [ x 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 4.9. Posant r

t y = £ * € / 9(x, y) € h" (Uq) } , 

il existe t̂  £ 1 F C Q > 0 et un voisinage c QJ^ de X Q 

tels que : 

Vt s ̂  , Vy € a£ : J dx :> c

0-
t"" V 

Démonstration. 

Notons 9 y l'application x 8(x, y) 
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Pour tout x on a 8(x, x] = 0 ; différentiant on obtient 

que : 

de (x ) + de °fx ) m o 

xo 0 0 

Puisque d6 (x ) est bijective, l'application 
Xq o 

(xt y] > (9(x, y), y) est un difféomorphisme dfun voisinage 

(UJ x AIJ de (X Q I X q ) sur un voisinage de (0, X q ) qui contient 

un voisinage de la forme x u£ . On a u£ c et l'on peut 

supposer cû  c . Donc, pour y € OJ^ 9̂  est un difféomorphisme 

de u>3 sur 9
yCoi3] 3 U 1 . 

—1 

Pour t assez grand, on a h~ (UQ) c et I*t c . 

Restreignant au besoin les voisinages, on a ^ ^ = (9y) (H~ (UQ)) 

et : 

dx ;> c d§ = c t~V / d§ 

t,y h t C U Q ) o 

et le lemme suit. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer : 

Proposition 4,10. sous les hypothèses du théorème 1.3, pour 
tout x € ôQ .il existe un voisinage ci) de x .et une o * o o ' 

constante C tels que : quel que soit l'ouvert OJ1 c O3Q , 

on a : 

(4.30) lim sup j t T v e(t2 ; x, x)dx £ C I dx. 
t + • / ci)' 0 .0 J m'Pi Q 

Démonstration. : avec les notations des lemmes 4.8 et 4,9, pour 

a)1 c œ 1 , on a 
o * 
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»' - U T c œ et pour t £ t, : 
y € ui'fl Cl ^ 1 

I c t~V.e(t2; y, y] dy £ K(t, x) dx 

/ o n » 1 y»» 

On obtient la proposition en remarquant que fl (i)' « a)' 0 fl 
t 

Il nous reste à vérifier que la proposition 4.10 et le théo­

rème 1.1 impliquent le théorème 1.3 : considérant un recouvre­

ment fini de ôfl , on obtient l'estimation 4.30 pour œ1 c <u 
o 

o)Q étant un voisinage de Bfl . Il en résulte que si dfl est de 

mesure nulle, on peut trouver une suite de compacts K p c Q tels 

que : 

C lim sup I t" v e(t2; x, x) dx } — -> 0 

t - -h « G\Kp P ~* + œ 

Appliquant le théorème 1.1 sur chaque Kp on obtient : 

lim I t~ V e(t2; x, x) dx = / y W dx 
t + œ /fl Jq 

c'est-à-dire l'estimation cherchée. 

NOTES 

(1) Variété est pris au sens de DE RHAM (variétés différentiables, 

hERMAN, 1955) : M est supposée séparable et donc compacte. 

(2) La notation C C <a signifie que est un compact inclus 

dans œ , 
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