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APPROXIMATION DU SPECTRE D'UN

OPERATEUR NON COMPACT

J. RAPPAZ

1. INTRODUCTION

La méthode des éléments finis a &té proposée par Ohto et al. [1] comme moyen
pour calculer la stabilité magnétohydrodynamique d'un plasma et plusieurs au-
teurs [21, [3], [4] ont appliqué cette méthode & des plasmas infiniment longs,
axisymétriques.

Dans le cas unidimensionnel,le probléme est réduit & la recherche du spectre
d'un opérateur A 1linéaire continu, auto-adjoint mais non compact. Le spectre
de 1'opérateur A peut étre en partie continu, peut contenir des valeurs pro-
pres s'accumulant en un point ou une valeur propre infiniment dégénérée [4] ,
(71 (8] .

En utilisant 1a méthode standard de Galerkin pour approximer ce probléme, on
construit une suite (An):=1 d'opérateurs compacts qui va converger fortement
vers 1'opérateur A . De fagon générale le spectre de An ne va pas approximer
convenablement le spectre de A [4], [7].

Le but de ce papier est de donner des conditions suffisantes sur les espaces
de discrétisation afin que le spectre de An approxime, pour n suffisamment
grand, le spectre de A dans un sens défini plus tard.



2. FORMULATION DU PROBLEME ET PREMIERES CONSIDERATIONS

Soit U = Hé(O,]) X(LZ(O,]))N et a : UxU~-+R 1la forme bilinéaire définie

sur U par :

! t t ot
a(u,v) =f faugvy +up Bv + vy B'u+ uyy} dx (2.1)
0 v Bu+uyy
od a € C7[0,1] et tel que a(x) >0 V¥ x€[0,11,

¢”10,11 : (N+1)-vecteur,

C¥[0,11 : (N+1) x (N+1) - matrice symétrique
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] avec u;,Vvy € HO(O,]), UpsVy € (L2(0,1))

( t, transposition et gty : produit scalaire dans RN+] )

N+1

1
Soit le produit scalaire dans (LZ(O,])) défini par (u,v) = J gtydx

On pose le probléme :

PROBLEME 1

Trouver u €U, u#0 et AXER tel que a(u,v) = A(u,v) VYveEU.

1

0
bilinéaire a définie par (2.1) est continue symétrique sur U . De plus

La norme dans U &tant définie par |[[uf|, = (J (u'% + gtg)dx)é , la forme
on peut la supposer coercive, c'est-a-dire a(u,u) 2 “4]!”5 Yueu

(x> 0), car il suffit de faire un shift de AO suffisamment grand dans le
probiéme 1 pour la rendre coercive puisqu'on a supposé o > 0 .

Si £ (L, (0,1)"

et Te probléme "Trouver u € U tel que a(u,v) = (f,v) YvEU" aune

alors (f,*) est une forme linéaire continue sur U

solution unique (Lax-Milgram).

Soit donc A 1'opérateur qui a f fait correspondre la solution u de
ce probléme.



A (LM s ue 1, 0,"

f ~»u-=Af tel que a(u,v) = (fov) ¥YveEU.

A est un opérateur linéaire, continu, auto-adjoint, positif de (L2( N+
dans  (L,(0,1))"*7 .

0,1))

On pose le probléme aux valeurs propres :

PROBLEME 2

Trouver u € (L(0,1)™' , u#0 et A ER tel que Ay =iy .

LEMME 2.1

Si u et A sont solutions du probléme 1 alors u et u =1/ sont solu-
tions du probléme 2 et réciproquement.

Nous nous intéressons au probliéme 2 et plus généralement nous nous intéressons
au spectre o(A) de A qui est réel puisque A est auto-adjoint et qui peut
contenir une valeur propre infiniment dégénérée (exemple 1 §5), des valeurs
propres s'accumulant en un point autre que zéro (exemple 2 §5), un spectre
continu (exemple 3 §5).



3. DISCRETISATION DES PROBLEMES 1 ET 2

Soit Uhc: U un sous-espace de dimension finie. Une approximation du probléme
1 sera :

PROBLEME 3

Trouver u € U, »u#0 et X ER tel que a(u,v) = r(u,v) ¥ VE Uy, -

En pratiquant de fagon identique @ ce qui a été fait dans le précédent para-
graphe on définit 1'opérateur Ah par :

N+1 N+1
) )

f > u=Af tel que a(u,v) = (f,v) ¥veEu

Ainsi on a une approximation du probléme 2 :

PROBLEME 4

Trouver u € (L2(0,1))N+] s U# 0 et XER tel que A

1
>
|

he =AY

LEMME 3.1

Si u et X sont solutions du probléme 3 alors u et u =1/X sont solu-

tions du probléme 4 et réciproquement. (pour u # 0).

Le spectre G(Ah) de Ah peut &tre calculé en résolvant le probléme 3 , c'est-
d-dire en résolvant un probléme du type Rx = AMx o0 R et M sont des ma-
trices symétriques, définies positives.

Etant donné une suite de sous-espaces de dimension finie de U
de

(Un)o<heny
nous désirons requérir les conditions suivantes sur les spectres o(A

A

h)
h:

- ¥ uEo(A) Bu €o(A),0<hchy tel que 3y (3.



2-¥e> 03h, >0 tel que o(A,)C o(A) +e 0<hg<hy ol

o(A) +e = || Ju-€,utel
u€a (A)
3- Soit u € o(A) valeur propre isolée de multiplicité finie p et e >0 (1)
tel que Ju-e,utel () (o(A) +e) = {u} 3 h, >0 tel que o(Ah)ﬂ]u-e,u+e[ =
h <

= {p valeurs propres de Ah multiplicité comprise}, 0 < h2 .

La premiére condition de (3.1) sera satisfaite si U Uh est dense dans
O<hgh
U . Les conditions 2 et 3 de (3.1) ne seront en général pas satisfaites

(voir exemples 1,2,3 §5) mais nous pouvons énoncer des conditions (suffisantes)
sur les espaces Uh ‘pour qu'elles le soient.



4. QUELQUES RESULTATS

-

Les résultats partiels donnés ci-aprés font 1'objet d'une thése & paraitre
[8] et ne seront pas démontrés ici. Cependant quelques idées de démonstration

seront mentionnées.

PROPOSITION 4.1

Soit (Uh)0<h<h une suite de sous-espaces de dimension finie de U telle

que U U  dense dans U . Soient A, Ah’ o(A), o(Ah) définis précédem-
O<hchy " o
ment. Alors Y u € o(A) iHuh € O(Ah), 0 <hsghy, tel que R .

Pour démontrer cette.proposition on commence par montrer que Ah + A forte-

ment, c'est-a-dire que || (A-A)Fll 220 v £ e (L0, o

= (-,-)5 . On obtient ensuite 1a conclusion dans [10] .

Remarquons ainsi que si U Uh est dense dans U 1la condition 1 de (3.1)

est satisfaite. O<hshy

Décomposons maintenant le vecteur B et la matrice vy par bloc :
t
B = 51 Y = Y] Y3
|7 I3 7
avec B],y] : scalaires ; §2,!3 : N-vecteurs ; Yo NxN matrice symétrique.

La forme bilinéaire a(+,*) donnée dans (2.1) et le produit scalaire donné

dans (2.2) peuvent s'écrire si u

il
—
c C
N —
———
-
<
f
——
< <
nN
| SO

1
a(u,v) = Jo{aui vi + B](uiv] + u]vi) FYpup vyt




On voit apparaitre le terme de couplage entre la composante 1 dans H;(O,])

et la composante 2 dans (Lz(O,l))N. Ce couplage va apparaitre dans la con-

dition sur Uh .

DEFINITION

On dira que (Uh)0<h<h0 satisfait 1 hypoth?se H si Uh = th Vh , ol Sh
est un sous-espace de dimension finie de HO(O,T) et Vh un sous-espace
de dimension finie de (L,(0,1))", et si :

a) 3C indépendant de h telle que ¥ v € Ht(

1
0,1)N Hy(0,1), t=1,2, on
. t
a inf (|lv-x|[y+ h]lv-x|[;) < Ch7|lv]],

%ES

b) | Vh est dense dans (L2(0,'I))N
O<hgh
0
C) w §2 + W Y3 € Vh YweE Sh , 0<hcg hO .

Les hypothéses (a) et (b) sont des hypothéses d'approximation courantes !
L'hypothése (c) est 1'hypothése de compatibilité entre les composantes de U

h
pour obtenir le résultat suivant :
PROPOSITION 4.2
Supposons Yo matrice constante et diagonale. Soit (Uh)o<hsho satisfaisant

1'hypothése H et soit A, Ah’ o(A), c(Ah) définis dans les paragraphes 2
et 3. Alors Ye>0 3 h] >0 tel que o(Ah)c: o(A) +e, 0< h g h] .

La condition (2) de (3.1) est ainsi satisfaite dans ce cas.

Remargue

Yy supposée diagonale n'est pas une grande restriction car étant symétrique,
on peut la diagonaliser avant de résoudre le probléme. Par contre 1'hypothése
Yy constante peut &tre levée moyennant une hypothése supplémentaire sur
(Uh)0<h<h . Ce cas faisant 1'objet d'une analyse plus fine ne sera pas traité
ici [8].



Idée de démonstration de la proposition 4.2

L'idée est de transformer le probléme 1 en un probléme dans Hé(o,l) apreés

avoir fait une élimination de u, et v, dans le probléme 1.
Soit V(Yz) = { valeurs propres de yz}
A(yz) = {u:1/u € V(y,) }
Supposons u = [31} €U, u#0 e XER- V(v,) solution du probléeme 1.
=2
Alors a(u,v) = A(u,v) vEU (1)
Soit w € Hé(o,l) et posons v [g] dans . On obtient :
1 1
1 ] L} )
Jo{au]w + B](u]w oUW ) + Y{UW + (w' 82 + wY3) }dx = AJO ]vvdx (2)
0
Posons maintenant v = -1 dans (1). On obtient :
(=1,)" (W', + wyy)

1]

]
. .t t -1, . t -1, .
f {(u] §2 + 4 Y3) ()\‘YZ) (w §2+ WI3)+ !2 YZ(A'YZ) (w §2+ WY3)} dx
Ty -
= AJO gz(k-yz) (w'§2 + wy3)dx (3)

De (3) on tire
! t, . ! ' t t -1 '
J 92("" §2+ WY3) dx = f {(U] 82 oy Y3) (>\"Y2) (w @2"' WY3)} dx

et en remplacant dans 2 on aura : bx(u],w) = A(u],w) .

1 \
ol b, (u,v) = jo oty Om1p) ™ B0ty + (8 + BE(=1,) ™" ) (u'y + uv')

+ (y] + Yg(k-yz)-] 13)uv } dx ¢ (4.2)

1
et (u,v)0 = f uvdx.
0 4




On peut donc poser le probléme suivant :

PROBLEME 5
Trouver u € H;(o,1) LUFO et AGR - V() tel que b, (u,v) = A(uv),
Yoy 6 H;(O;l).

On obtient facilement le lemme qui suit :

LEMME 4.1
u
Si u-= u] et A ¢ V(Yz) sont solutions du probléme 1 alors u; et A
-2
. o _ -1 1
sont solutions du probléme 5 et de plus on a u, = (A-Yz) (u] §2 tuy 13) .

Réciproquement si w et A sont solutions du probléme 5 alors

u = [ N -1 ] et X sont solutions du probléme 1 .
(A=v,) " (W' By + W)

Le probléme 5 admet le probiéme approximé suivant :

PROBLEME 6

Trouver u € Sh s U0 et XER - V(YZ) tel que b, (u,v) = A(u,v)0 YveE S -

Si Uh satisfait 1'hypothése H alors w'§2 + WYy € Vh Yweé Sh , et donc

si A€ V(y,) on aura (A-Yz)'](w'gz +wyy) 6V, YwES . Ainsisi

4

peut faire la méme é&limination que précédemment sur le probléme discrétisé et

u
u = [ 1] €U, » uf0 et 2 ER - V(yz) sont solutions du probléme 2 on

on obtient bx(u],w) = A(u],w)0 Yweé Sh . Ainsi on a sous les hypothéses de
la proposition 2 un lemme analogue au lemme 4.1 pour Tes problémes discrétisés :

LEMME 4.2
u
Si u-= u] et A @ V(YZ) sont solutions du probléme 2 alors u, et A
-2
-1

1
sont solutions du probléme 6 et de plus on a u, = (X-Yz) (ui@z + u]g3) .
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Réciproquement si w et A sont solutions du probléme 6 alors

W
u = et A sont solutions du probléme 2.

(A=v,) (w8, + wys)

Soit maintenant ¥_ = {X B V(y,) : 3x 6 [0,1] tel que (a#B5(A-y,) '8,)(x) =0)

5

S, ={u: 1/u € cc}

On montre :

LEMME 4.3 3. UA(y,)C a(A) .

Sous les hypothéses de la proposition 2 on obtient le lemme fondamental :

LEMME 4.4

Soit w, 6 o(A) , 0 <h<hy tel que uw g A(y,)US_ . Alors u

est valeur propre de A et par conséquent u € o(A) .

La démonstration de ce lemme tient compte des Temmes 2.1, 3.1, 4.1 et 4.2 et
en traitant un probléme elliptique dans Hé(o,l).

On obtient la conclusion de la proposition 2 & partir des lemmes 4.3 et 4.4.

Concernant Ta multiplicité des valeurs propres de Ah on a la proposition
suivante :

PROPOSITION 4.3

Supposons Y, matrice constante et diagonale et soit (Uh)0<hsh0 satisfai-
sant H .

Si u € o(A) - Gc - A(Yz) - {0} alors u est valeur propre de A isolée
dans o (A) et de multiplicité 1 et la condition (3) de (3.1) est satisfaite.



-1 -

Remarque
On n'obtient pas la condition (3) de (3.1) dans sa totalité. En effet si
p € GC , W n'est pas valeur propre isolée de multiplicité finie. Par contre

on peut donner des exemples ol u € A(Yz) est valeur propre isolée de multi-
plicité finie et ol (3) de (3.1) n'est pas satisfaite [8].

5. EXEMPLES

Les exemples suivants seront des exemples simples illustrant les paragraphes
2, 3 et 4. Des exemples plus complexes sont donnés dans [7].

On prendra 3 exemples avec N=1 c'est-d-dire U = Hé(O,])><L2(O,1) et

Y
u EU noté u = .

1
a(u,v) = j {uiyi + u]'v2 + uzvi Uyt 2u2v2 } dx

W

On peut voir que u =] _,| et X =1 sont solutions du probléme 1

-W
YweE Hé(o,l). Ainsi u =1 est valeur propre de A infiniment dégénérée.

? o (A)

1 9 mult. oo (6\2)

Yz 4 wmull 4 (/\(fz))

wmulk. 1

mult . 1

p
X ]
p
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Exemple 2
1
a(u,v) = JO {Ugvy # ugvy + UV F UV 205V, F U, Uy ) dx

Ici la valeur propre infiniment dégénérée de 1'exemple 1 "&clate" en une
suite de valeurs propres s'accumulant en 1 .

o (A

ya

e el bkt
-“'z _-’:.-

4k J(BekeEe o (e kaTE) s

PR

,1" s pt.(i' o;:.cu.w‘uq\xhov\ (6\-)

% cwalb 4 (A
2

I4AETE + (34 a2TeVo Y (4 AETR) 2o e

o.‘.. -

i
a(u,v) = J {(1+x) uivi + uiv2 + uzvi tugvy t 2u2v2} dx
0

Ici la valeur propre infiniment dégénérée de 1'exemple 1 "éclate” en un

spectre continu.

o (A)
1
Speckre combime  (G)
%
% malt. 1 (AR)Y)
mul, 4



A+ Yy

~Le%m
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Pour illustrer le paragraphe 4 on discrétisera les exemples 1, 2 et 3 de deux
maniéres différentes.

a) On prendra Un définit par la base €118 58y de fonctions “"chapeaux"
ci-dessous :

\
4 Un engendré par :
1 St gz g; xv\ gn-ti
(£
. R A I A ..M
\: 1 L0} 2 0} °°" “n-1 0
x (0) 0
Q N i e = =
I Yo e 4 en = pr s eoe e2n fn+]

b) On prendra Un vérifiant 1'hypothése H . Dans les exemples 1 et 3 on dé-
finit Un par sa base 61’62""’§2n-1 dont la premiére composante est

de type "fonction chapeau" et la deuxiéme composante "constante par morceau"

comme ci-dessous.:

? u engendré par :
9, 3, 9 g n
* e — ) f £
g =128 =3 =0
1 L 0)* "2 0j)’ n-1 0
(o] , 2, ;. x; en ) kg]‘ ’ en+'| i 92 o ezn-] i gn

Dans 1'exemple 2 on prendra comme premiére composante: f]’f2""’fn et pour
deuxiéme composante les fonctions données ci-dessous ;

‘g/ /81”//9/

Un engendré par :

- 4

n 2 1

e = e = ces € =
~ - n g,)’ "ntl g 2n-1 g
k \.\ ! 2 n
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H et la condition (2) de (3.1) n'est

pas satisfaite. La discrétisation (b) satisfait H et donc la condition @)

La discrétisation (a) ne satisfait pas

de (3.1) est satisfaite. Schématiquement on obtient les diagrammes suivants

EXEMPLE 1

»f
~ A
<
L
L-- e - —mm~ =~ 0 — = — a0
—
o
T
T
=
\)_..luhol - — — - e~ - — - 0- .0-T
/A\ n
b._.ye_ - __ ___ - — - a--0-ad T
\,l. <
M- IR LR LR RER 'Y R
—
9 . w
— th-Ho ——— = @~ =~ - ~g---0-0d T
T
«
-
A|0||0|1I0|L.o
<t &
<
3
4/
] x J
< -~
&
b~-~— - -e-—-—--0--—9-----~-g--p-] O
—
< x
— o
_.v.llu|O||l.lll|0c10l1.1-|o|a101y§A/u.
r »
-
o~
lilc.||01|0.|--..:.o.c|-.u‘o.-.:‘.d.%.
o
— o Nd
o T T e e ——a~—08-—~ —9-— —g o
=
b
—
2 :
= ~N ")
§ -~ — —0vc0s0000000000 - - - —¢----0-0d =
=
N
~UA L g - - o8 O
- SN

J.LIS(\’&I ELS'A&LOV\ (b)

oL(scrg' {:LSQ k:;on (Q«)

EXEMPLE 2 :

T
< o
/m IIIIIII e- — — — — — o- —~—eo}3
—
r
ﬁAu\ r
b o . ¢ —pe ——— —-e--—s-ey "
—
< Iy
B rmm— —t-e-@——— —a- ——e AT
—
L . et -——0—-~sod
b
—
2 w
S - ~e-00@ - ----0---0--08F
~ b
<
-
WA -—o—ow »- *—o8 O
« SN
£
St
— 4
< >
~
RO - N
—
<
b A -
e ettt IR Y I R 3T 5
&
(_u\,unll-I-o.lo-llonlo.-nnn?loAVS
P
Wu:llllv..l.lu.--.ntu-no.d-ﬁ/,.
=4
v
=< lo
ﬂ —r—- — -0 00000000008 - - -0--04d 3T
<
W\«Illlll&.lll‘l?l‘l.o

dis c.\’t,/h.su&iov\ (\o)

(a)

CiLS cr l’ k'\ Sok;av\
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EXEMPLE 3 :

G (A)
T(A) TAITAI MY T (A) g
i i : 1 ' G_‘(AIS) W(A‘) U'(As)' W(A‘) G’(A")
' ) ( '
‘ b : ! by E
: Loy ! ! po l

* S S e el
$ I i ¢ i .

: P * ! Y !
Py Y ' Py : P4 L4 ' .. |

2 M Loe o : o « o I
SEES SN T B

o | ! \ !

“/z ? s ¢ ] .. % + .l " O‘ 0'
A T
B A
S A SRR
! Lo * i i 'u M <
¢ e s o . * > . X
3 13 4 . > % 2 4 4 Ly oy

o Yis % s A Yin o Vs Y % N % "
discretisation (o) dlsere bisation (b)

Des exemples plus significatifs sont donnés dans [3] et [4] ol on peut voir
que toutes les valeurs propres de An devant correspondre & 1a valeur propre
infiniment dégénérée de A viennent se répartir dans tout le spectre de A

si la discrétisation n'est pas convenable.
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