
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

A PERRONNET

LEGENDRE

JOLY

KOUTCHMY
Description générale du programme MEFISTO
Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1975, fasci-
cule S3
« Journées « éléments finis » », , p. 1-21
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1975___S3_A7_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1975, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1975___S3_A7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


DESCRIPTION GENERALE DU PROGRAMME MEFISTO 

Mme KOUTCHMY, MM. JOLY, LEGENDRE, PERRONNET 

1. BUT 

Résoudre numériquement les systèmes d'équations aux dérivées partielles, 

d'ordre 2 ou 4, elliptiques, linéaires, par la méthode des éléments finis 

triangulaires et/ou quadrilatéraux, droits ou courbes, conformes ou non, 
2 

intégrés numériquement et définis sur un domaine borné de {R . 

Certaines dualisations de contraintes portant sur l'ouvert peuvent être 

aussi traitées (Cf. le problème de Stokes). 
Exemple^ 

Transmission de chaleur en régime permanent, 

Flexion d'une membrane, 

Déformation et contraintes planes, 

Contraintes à symétrie axiale, 

Flexion d'une plaque mince, 

Problème de Stokes ... 

2. FORMATION DU SYSTEME 

Soit à trouver u e K U solution de 

*Dv A Du dQ + CDv A r Du dT » CDv f dfl + I *Dv ^ dT 

pour tout v e K° 

2 

ou . Q est un ouvert borné de E de frontière Fj U 

V est un espace de Hilbert 

K = lv/ v e V , P vi = u; , P un opérateur linéaire de '"trace" 

. K° = (v/ v e V , P vj = 0 } 

' 1 
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EXEMPLK 

Q, un domaine dans lequel est confiné un fluide soumis à de petites 

perturbations. 

Le problème de Stokes consiste à calculer le champ des vitesses u = ( 1 ] 

et la pression p, c'est à dire 2 ' 

(u,p) e K° - {(v,q) / v e H 1 (fi)2, q e L 2(ft)/ , v * 0 sur Y) 

solution de 

f 3v du Su 
graduj gradvj + gradu 2 gradv 2 - p ( - - L + _ £ > - q ( _ L * ^ ) d Ç l 

(£ v +f v )d« pour tout (v,q) e K° 

i.e. 

tDv A Du dfi = CDu f dQ où 

! i ; 
Uj 0 0 0 0 0 0 0 f j 

au, : 
97" 0 1 0 0 0 0 -1 O j 

I 
I 

3u, 

— 0 0 1 0 0 0 0 0 j 
D u = u 2 A f i = 0 0 0 0 0 0 0 f = f 

— 0 0 0 0 1 0 0 0 

~ 0 0 0 0 0 1 - 1 0 

P 0 - 1 0 0 0 - 1 0 0 

1 

L'emploi de MEF1ST0 passe par la définition 

- de l'interpolation de chaque inconnue u. 
i 

- de l'interpolation servant à définir la transformation F : T •* T 
* T 
T élément de référence (triangle rectangle unité ou carré unité) 

T élément courant (droit ou courbe) 
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- d'une formule L.. d ' integration sur T et [0,1], des termes faisant 

intervenir les inconnues i et j 

- d fune formule d'intégration des termes comprenant f ( r e s p . ) et 

- des coefficients non nuls de A^, Ap 

- des coefficients non nuls de f, S* 

- des conditions aux limites c'est à dire des degrés de liberté bloqués 

exprimant discrètement Pv = u. 

Remarquons que toutes les données,exceptée la géométrie de ft, interpolation 

et formules d'intégration sont formulées sur l'élément de référence T ou 

[0,1] . En effet, le changement de variable : T -> T conduit à programmer 

le système suivant : 

l l 'Bfv.-'Q. ln\ { l V[ SpJ 'JT 1 a? JT 1 D ep A] (b £) • 
Te<£ ij-l x - 1 1 fcLT. i i ij j J l 

n ij 

+ l ï Wot C D p ^ ^ T 1 A F . jT 1 Dp? 6] (b„)} H? · Q. · B? u. = 

2 ij 

- I ! CBf v C Q C £ { l W [.^p? ^ T 1 f. A] (b e) + 
Te-ê i-1 i i i i j^lT * i l l e 

h i 

3TOr a e t : ' 1 6 i i i e 
1 o 

pour tout v e 

où chacun des termes est défini sur T ou [0,1] 

B? v. = vecteur desdegrés de liberté globaux (v(M), |^-(M) , 
i l àx on 

Q. = permutation de la numérotation par inconnue à celle par points 

ème 
rîûs degrés de libertés globaux de la i inconnue. 
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T * 

= matrice de passage des fonctions de base élémentaires sur T de 

degrés de liberté : 

v(M), Dv(M) t ,LV°v(M) (n,u) . 

aux fonctions de base globales sur T 

(L'application F^ : T T ne conserve pas en général les 

d irections). 

= les poids de la formule d'intégration 

e ^ ~ 
p^ = les polynômes de la base élémentaire sur T 

J ' = l'inverse de . matrice Jacobienne ouHessienne (dérivée première 

et seconde si D 2v^ apparaît dans la formulation variationnelle) 

A le jacobien de la transformation F^ : T T 

6 - {Gj T f l(Ç)2 + G ' T ) 2 U ) 2 f où 

G^ T est la restriction de F^ au coté [0,1] dont l'image est dT H . 

Ce système se récrit sous 1:: l'orme condensée 

l tBgv(' B gu - k ) = 0 pour tout v e K°. 

Cette formule indique la méthode de formation du système : 

- Chaque matrice élémentaire \\ ̂  d'ordre le nombre de degrés de liberté 

associé à un élément est plongée en complétant par des zéros dans une 

matrice jç^ d'ordre le nombre global des degrés de liberté y compris 

ceux bloqués. En t^.rme d- v,ctcur le second membre élémentaire subit le 

même traitement:. Le système se réécrit alors pour S = £ K" K = 7 TtL 
Te £ Te c* 

n n 

t B g v { J C B gu-k} - 0 pour tout v e K° 

Cette fv is B gu représente le ,ect,.r ,;e la totalité des degrés de libertés 

sur 

Envisageons la partition degrés de libertés libres et bloqués, il vient 

fin \ b \
 B S . •• . kr , 

( H S · 0 ) { i , , - j ! 2 ' - 1 i > - 0 pour tout v e K ' 
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i. e. 

Soient N le nombre global des degrés de liberté bloqués ou non 

M celui des bloqués. Le système réel est d'ordre N-M. 

Pour simplifier l'inversion du système, nous pouvons ajouter les M équations 

Bgu,_ = BgïL 
b b 

sous la forme numériquement équivalente 

X 0 B g u 0 + X , B 8u, = a-B gû, 
bx, i Db b b 

où _ 

--^b = ^ b b exceptés les coefficients diagonaux multipliés 

par a suffisamment grand pour que numériquement 

N -
/ K . . · B gu = a JT. . B gu i = N-M+l , . . . , N 

. L , 1 1 1 1 î 
j = l 

Cette égalité exacte en mémoire centrale est due à la troncature. 
~ . - a priori 

Ainsi, la matrice ĵC est construite sans se préoccuperVdes conditions aux 

limites qui ne sont pr isetvquemlpar la suite. Une telle méthode permet aussi 

de lier linéairement deux ou plusieurs degrés de liberté. 

Voyons maintenant l f 

3. ORGANIGRAMME DE MEF1STQ 

3.1. TEST DE L'EXISTENCE DU DES POLYNOMES DE BASE SUR T : POLBAS 1 

Données : 

Pour une interpolation : 

. Type de l'élément triangle ou carré 

. Liste des coordonnées des points supportant des degrés, de liberté 

. Description à l'aide de codes du type des degrés de liberté choisis 

•-•n chaque point (et non pas le nom de l'élément !) 
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. Degré de 1'espace d'interpolation P C P^ ou 

P^ polynômes de degré k 

polynômes de degré k en chacune des variables (Q^ c ^2^} 

. Eventuellement . les monômes liés ou supprimés 

. les coefficients d'une formule reliant les degrés de 

liberté sur T. 

EXEMPLE 

L 1élément triangulaire SHEBA du code ASKA 

. Liste des coordonnées des sommets et milieux des 

i â c 5 t é s 

\ . En chaque sommet : VP, DT, DDT 

\ (valeur de la fonction, de ses dérivées premières 

\ et secondes) 
^ . 

j \ en chaque milieu des cotés : DN 

\ x (valeur de la dérivée normale) 

^ ; 1^ . P^ l'espace des polynômes d'interpolation. 

POLBAS 1 imprime l'existence ou non de polynômes de base et dans 

l'affirmative leurs coefficients sur la base canonique. Simultanément 

les résultats sont mis sur un fichier 

3.2. DEFINITION DE LA GEOMETRIE (Ci figure 1) 

La triangulation automatique opère à partir de la donnée des sommets 

frontaliers. Suivant les positions respectives de 3 sommets consécutifs, 

un ou plusieurs triangles sont générés à l'intérieur du domaine suivant 

un algorithme du à A. GEORGE simplifié par BORSENBERGER. Dans le même 

esprit notons celui d'AUSSENS (Cf. figure 2 ) . 

La reiriong-ilati m , 1 eqio;dr.ngulation subdivise chaque élément fourni 

2 

par l'utilisateur en N él r y s du type, les sommets des cotés 

courbes étant projetés su. /o perpendiculairement à la corde. 

(Cf. figure 3 ) . 

L'affinage local en un soi;,, L subdivise les éléments le contenant loca­

lement. (Cf. figure 4 ) . 

L'adjonction des points d'interpolation autres que les sommets permet 

l'emploi d'éléments finis de tout degré ainsi que les non-conformes, 
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la numérotation des points devenant distincts de celle des sommets si 

ceux-ci ne supportent pas de degré de liberté. (Cf. figure 5). 

La rénumérotation des points, éventuellement des éléments par l'algo­

rithme de CUTHILL MAC-KEE s'avère nécessaire dès que la méthode de 

CH^LESKY devra inverser le système (Cf. figure 6). 

La renumérotation des éléments (version simplifiée) minimise la taille 

de la mémoire centrale lors de la résolution par la méthode frontale. 

(Cf. figure 7 ) . 

La visualisation sur console graphique 2250 IBM permet de juger d'un coup 

d'oeil si le recouvrement du domaine est acceptable ou non. Dans la néga­

tive, en conversationnel, ce dernier est retouché par modifications des 

coordonnées des sommets à l'aide du light pen. 

Le tracé 1 fournit sur papier, la triangulation-quadrangulation 

(Cf. figure 2,...,7), 

3.3. GENERATION DES MATRICES ELEMENTAIRES, SECONDS MEMBRES, ASSEMBLAGE, 

RESOLUT ION (Cf. figure 8 ) . 

POLBAS 2 fait la synthèse de toutes les interpolations; calcule les 

valeurs des polynômes de base et leurs dérivées aux points des formules 

d'intégration; évalue les données nécessaires au calcul de H^. 

DONNEE refond les fichiers-géométrie en insérant les informations man­

quantes (coordonnées des points sur les cotés courbes, tangentes ...) 

La formation des m a t r i c e s élémentaires est effectuée indépendamment de celle 

des seconds membres en prévision de la résolution des problèmes non liné­

aires ou de certains problèmes évolutifs. 

A chaque méthode de résolution, sont associés 3 modules spécifiques. 

La préparation détermine la place mémoire nécessaire à l'assemblage et 

à la résolution du système.Certaines informations afin de ne pas être 

calculéesdeux fois sont stockées sur un fichier. 
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L'assemblage forme totalement ou partiellement (méthode frontale) 

le système et prend en compte les conditions aux limites. La résolu­

tion passe par l'inversion du système. 

3 méthodes d'assemblage-résolution sont en cours de programmation : 

- La méthode de CHOLESKY dite du profil Cf. JENNINGS 

- La méthode frontale dueà IRONS 

- La méthode de la relaxation ponctuelle. 

3.A. VISUALISATION DES RESULTATS (figure 9) 

Il serait vain de prétendre envisager tous les graphiques de résultats. 

Seules certaines classes sont actuellement en cours de développement. 

- Représentation de Z = h(x,y) par une surface polyédrique (Cf. figure 10) 

- Représentation de Z = h(x,y) par une succession de courbes, chaque 

section pouvant être générée selon 2 méthodes. L'utilisateur pourra 

alors faire exécuter un algorithme de lignes cachées (Cf. figure 11) 

- Représentation des isovaleurs. 

4. ASPECTS INFORMATIQUES 

Chaque module constitue un membre du fichier partitionné MEFISTO. 

Par suite l'exécution d'un module charge celui-ci et seulement celui-ci 

en mémoire centrale. Plus tard une structure d'OVERLAY sera mise en 

place. 

Actuellement, le programmeur doit pour l'exécution d'un module 

- écrire un programme d'appel de quelques cartes, 

- assigner la bibliothèque MEFISTO, lier le module, 

- définir ses fichiers d'interface, 

- fournir les données nécessaires en général peu nombreuses. 

Il est prévu d'étoffer la structure informatique, afin de décharger dans 

un avenir proche l'utilisation de MEFISTO, des fastidieuses assignations 

ci-dessus et de faciliter l'écriture de ses données à l'aide d'un langage 

évolué. 
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5. CONCLUSION 

MEFISTO se caractérise d'une part par sa souplesse au niveau : 

- des éléments finis décrits ponctuellement, 

- de la formation variationnelle du problème, 

tous deux définis par l'utilisateur, 

et d ?autre part, par sa modularité. 

En effet, les modules communiquant entre eux par des interfaces-

fichier, il suffit pour ajouter une nouvelle méthode ou remplacer telle autre, 

de respecter la structure de ces derniers. 

Objectivement, il semble logique de penser que cette souplesse 

et modularité se paiera au niveau de la performance. C'est l'un des éternels 

dilemmes du programmeur obligé de trancher 

entre une place mémoire supérieure et moins de calculs ou le contraire ; 

un programme spécifique performant en temps calcul 

et une programmation générale mais plus coûteuse ! 

Nous avons choisi ici la dernière solution. 
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. 358 333 r * _ 3 4 3 34« « ci . * 14 1 1 ĵc 2 8 2 1 L 3 8 31 » 154 153 _ ^ 134 133 _ <j 

388 310 363 361 363 3ß4 \ ^ | 13, φ 38 30 2 1 42 40 ψ 138 131 133 140 133 l 3 2 
/ ' \ ' /' Í ° ' 128 ' - ö " « * ' ' " I " I ' / 

361 368 313 362 363 \ 7 ' 121 / ^ A * Φ ^ » « « 3 8 * 160 133 138 142 1¿1 1^1 

^ 3 1 1 3 1 2 ^ _ Τ / ^ _ / 112 5 £ 22 2 ? L ^ . - Ä - « - - J2?...Hi V-
-~ - - «. 403 \ 123 / / / A ' 404 V * l io ' 1 î 1

 / I 
3^4 318 3J» \ ^ m 3 1 * ' T U ^ 343 348 341 331 334 333 330 

y ' \ "Ρ ,.^ \ 11Λ α ^ , ' 113 / * ' / 
^ 5 ^ 388 ^ ^ ^ β ' ^22 V ' t o i ; ^ 3 « 532 336 533 538 

/ 363 ' v 121 - 546 530 543 3f« 3 f · 

V ^ ^ ^ X 4 0 1 ^ ' S U / 

\ - 413 « 2 , / 123 - , . 540 533. . .V 

\ ' ψ > 411 ¿y ' IC* ^ 5 3 , 542 541 523 526 523 320 

380 /' 440 % . 103 

. 38Λ 338 393 ^ · ^ , ^ 33 w e ^ 5 ¿ 3 5 α < 328 321 318 
331 ma ' 439 ' <3β * ™2 

^ · - V 431 446 v 304 303 311 516 « v 420 ' 4 3 3 ' 4Ä4 468 415 * * ' . -
^ ^ ' Í 1 3 ' U 3 ' ¿42 * 461 416 486 505 503 312 518 513 

V ™ „ ^ 4 4 1 ' " ^ ' J ™ ™ ^ ^ ^ V 'n< ' 
\. ^ ' Φ ' <* : 411 ' m *?· 484 V « S 3 0 . . . . 

V ¿ 1 3 432 ' 463 - 483 ' 433 « 0 ^ 
? 4 ^ 432 ά 3 2

 m , 434 * ' 
4 1 8 * 433 428 ·• * 4 6 2 * 435 ' « S M 

* ¿ a i , ' * 3 β ' / Ο Λ 431 * 300 
' ^ ά 5 ά 468 ^ ° ' 430 ' 

421 « 430 « · - Μ 430 ' 431 * 
4 2 6 ' 453 ζ „ ¿ f i 3 458 4 9 2 V 4 3 6 , · 4^.8 463 *·*3 , 

441 ' 483 *-
• 448 ^ 488 I 431 458 j ' 

ί- . ; - - . . . , 

Figure 5 



/ V / V / w a V A \ A A x ^ , \ A \ A 

A A c V A V C a A r m 

A a A \ A A \ r r m 

Λ Κ -h \ / \ \ \ ^ » 1 » 125 1 « 201 219 ZU. 269 2 » 

Λ Λ / \ Y V < \ j < i ι ι ι ι ι ι π 

r ^ χ ^ ? \ \ 1 3 0 ^ l i t 172 187 202 221 243 288 291 

^ N \ N A < A ι ι ι ι ι ι ι ι 

* ^ N3 2 3 1 2 8 ^ \ 1 3 0 ^ \ " I B 9 ITO 173 188 203 222 246 261 290 

[ A A A Λ Λ Α Α ι ι I M i l ! 

3 / 8 / I ? 24 \ / / ^ 1 4 2 V \ 1 6 1 183 180 189 2(K 223 241 210 289 

\ λ λ λ i 7 \ J / A A | ι l τ I 1 I I Í 
Κ/ \J \J \ / \ / Λ \ / 7 ^ 1 4 4 1S2 ITS 133 2 0 5 2 2 * 2 4 8 271 292 

W \ Λ " - A / A / l i l i 
A A v / \ A / ΛΑ A A i A A A -

A A λ X / A A A / T 7 7 7 

x o A A a A A A ^ S © 7 

-VK W 2 0 6 _ ^ • 

Figure 6 



χ CT \ / \ «> \ \ \ ^ K > y » Α ^ Λ / 2 3 3 χ / χ. 
X \ / \ 1 8 \ ^ \ \ ^ " " \ « j * \ ι · » \ ^ ^ Α / / Χ 352 / \9ÊQ /\ 
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