J.C.NEDELEC

Méthodes d’éléments finis courbes pour la résolution des équations
intégrales singuliéres sur des surfaces de R*

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1975, fasci-
cule S3
«Journées « éléments finis » », , p. 1-31

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1975___S3_A5_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1975___S3_A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

METHODES D'ELEMENTS FINIS COURBES POUR LA RESOLUTION DES EGUATTONS

INTEGRALES SINGULIERES SUR DES SURFACES DE R3 .

par J.C. NEDELEC.*

RESWIE : Dans NEDELEC-PLANCHARD [N.P] , nous avons montré que 1'@quation
intégrale singuliére sur une surface fernde T de R® :

(0) x4 -

L . r
4T II“ x-y =u (Y) ’ y €T .

adwet une solution unique et est variationnelle coercive dans 1'espcce de
Hilbert H'JZ(T). Nous introduisons, dans cet article, 3 1'aide d'élémeuts

finis courbes, unz surface approchie Fh et un probléme approche sur Fh ,

dont la solution est 9, - Nous étudions, alors, l'erreur d'zpproximacion,

dans des espaces de Hilbert, entre q solution de (9) et , et asussi,

9

ontre les deux potexztiels u et u_ corrcspondants.

h

pota : La lettre - C désigue toujours une constonte inddpendante uwe h .

* Ecole rolytechnique - Centre de Mathiémitiqies Appliquées

Route ae Saclay - 31120 vYaLAISEAU



I ~ RAPPELS SUR LE I'ROBLEME DE POTENTIEL ET SUR L'ITUDE D'ERREUR DES
PROBLEMES VARIATIONNELS.

Dans un prewier article [N.F] , ncus 2vons étudié le rrobléme
du potentiel électrique dans 1'espacc R} en présence d'un conducteur

. . c .. P
dont ia frontiére est T . (Q désigrera 1'extérieu- du conducteur).

»

.es &quations sont

(1.1) Au =0 ; dans R
Avu = 0 ; dans @ ¢

Ulr' W

I1 est classique, pour résoudre ce probléme, d'utiliser vn
"potentiel de simple couche". On cherche, alors, la charge &lectrique

superficielle du conducteur, soit gq , solution ae *

(y)
x-yi

o)

(1.2) ~ Jr dy=u (xy ; Vx€T ,

et alors, le poteatiel u , solution de (1.1), est donné par 1l'expression

1 - q(y) . 3

¢ o .

{1.3) u(x) " JP by dy ; V x€ Rr?,
Dane [ N.P] , nous avons montré que (1.2) est un isomorphisme

de 1'espace de Hilbert H '/2(I') sur 1'espace de Hilbert H™'/2(I) , et que

de plus, la forme bilinéaire associée :

(1.4) a(q, q") =Tln— Ir'[r a6 a'(y) gy gy

vérifie la condition de coercivité suivante :

(1.5) a(q, q) > o I ql? i YqeEn-Y2(r)y; a>0 .
H—IIZ(F)
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Nous avons égalem.int montré que, si la surface I' est réguliére,
le probiéme (1.3) est urn isomorphisme de 1l'espace de Hilbert ) (T)
sur H°(T) pour tout § réé&l. (Nous renvoyons i LIONS-MAZENES [ L.M]
pour la définition de ces espacesy.

L'expression {1.3) qui définit la solution du probléme (1.1), &

partir de la charge q , est telle que ,

[qe n-"-‘"/z(r) “ wu€ H™Ym N w:"(nc) ; m entier > 0

(1.6) H™@) ={ue 1@ ; 8% € 12(@ ;lal<a+11}

laf=-1
2

WIS = tu€ @Y () P 2% we 126%) jial<me ).
m

-

Rappelons, maintenant, quelques ré&sultats classiques sur 1'étude
d'errevr des approximations variationnelies.
Soit & approcher la solution de

(1.7) a(q, q") =<ug, q'> ; Vq' €V .

Nous introduisons un sous-espace de dimension finie V_ de 1'espacc H"IIZ(F)

et une forme biiindaire approchée de a et nous réso?vons
(1.8) a (g, q') =<vy,a'p 25 Vg €V .

Alors, si
(i.9) ah(qh, ap) > ::tllthl2 ) ;v th Vo5 >0

nous avons

PRCPOSITION 1.1 : Soit q la solution de (1.7) et qy, la solution de (1.8),

nouws aqvons



(1.

10)

a(q',w )-a (q' ,v )
eyl S gl e [yl e
B2 (1) H/2m) Tn ' w2y St R L, 1o

I1 - DESCRIPTION DES ELEMENTS FINIS CCURBES. ETUDE D'CRRLUR.

2.1 - Construction d'une surface approchée et de 1'espace V

o
Nous supposons la surface T régulidre et munie d'un systéme
fini de p cartes, qui sont des applications suffisamment dérivables d'une
partie de R?> dans R® , telle que les différentiellcs Doy soient
des applications linéaires de rang 2, d'inverse bornZ en tant qu'application
linéaire de R? dans le plan targent & T au point ®;(x).
Nous suppocons donné un découpage de ' en p partier T; fermées

telles que

ry n. Fj s est une courbe dé T si i# .

et tclles que l'application ¢; ecst une bijecticn de §; sur Tj. Les
domaines S3 sont donc des fermés Je R? que nous supposons polygonaux.

Soit, alors. une "triangulation" thi de S8; (par des triangles ou des

quadrangles). Sur chacun de ces Eléments T nous définissons alors un

interpolé d= ¢; , soit FT‘ tel que l'application ainsi définie @ih

de S; dans R? soit continue. Ncus suppesons, de plus, que 1'orirati.r
d'interpolation est, sur chaque el&ment, invariant sur 1l'espace Pk
des polynomcs de degré % {avec- k 21), et que la triangulation est reguliére

(voir CIARLET-RAVIARYT [ C.R.1}).

' = lJ
Notcns fh { 'Chi

] ]

|



(2.1)

(2.2)

La surface Fh est alors la surface fermée

Nous supposons que le long de la courbe Tj

sont telles que les cartes ¢ih et ¢jh

LEMME 1 : Soit h le plus grand des diamétr

alors, nous avons :

max sup |¢i (x) - Qih(x)l < C hk+l

i=l,p Xx€ S

max sup ]Dl P;(x) - D£¢ih(x)| <c <t

i=],p X€E 83

définie par les cartes ¢ih .

n Pj » les triangulcotions

coincident.

es des éléments T de ?fl H

k+1

max sup ||D o ()|l

i=1,p x€S§;

¥ max sup ijnk” i (x)]] 5 12 € k+1;

i=l,p x€ 83

et donc, pour h assez petit, D‘%h(x) est de rarg 2 exactement.

Exemple : Supposons que la surface I' posséa
possible d'y inscrire un polyédre, de telle
stéréographique 3 partir d'un point intérieu
soit des cartes réguliéres. Dans ce cas, il

du polyédre, de telle fagon que les sommets,

pour chaque facette adjacente. Si ncus chois

e une seule nappe. I sera alors

fagon que la projection

r & ce pnlyédre, sur les facettes,
suffit de trianguler les faccttes
sur les arétes, scient les némes

is<ons das éléments affines °

F, affine,

‘ —— ety

la surface Fh sera un polyédre, dont les

et les sommets sur [ .
Si, de maniére pluvs générale, nous
polynomes de degré I., alors 1= su~face Fh

curviligues raccordfs, qui sont des surfaces

Construisons, maintepant, l'cipace

facottes sout des triargies

utilisons, pour TF; , des
sera constituée de triangles

paramétriques de deg.é k. ®
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Nous associons, d chaque élCment T de t’ » un espace vectoriel

h

de fonctions P, et un opérateur d'interpolation associd, noté .

Nous supposons que @

(2'3) Pm < P .

L'espace Vh sera, alors, constitué des fonctions qui sont

sur chaque €lément curviligre de r les images, par l'application F,

h »
des fonctions de P . On pourra, aussi, afin de ré&duire, &ventuellemant, le
nombre d'inconnues, imposer aux fonctinns de V., d'€tre continues sur [ .

h h

2.2 ~ Le probleme approché.

Nous ré&soudlrons le probléme variationnel approché& suivant :

‘ L q, (x) q', (v
2.4) e I ———— dx dy = I u, (g My ;¥ q'L €V,
h “h h

ol u, estune approximacion définie sur T, de u .

11 résulte de (1.4), utilisZ pour Fh » que

a(x) 9G). 4y ay ) Y2
rh rh lx_)l

est une norme Ssur H"I/Z(Fb). Donc, le probiéme (2.4) admet une solution

unique bornée uniformément dans cet espace.

Erxcuple : Le cas le plus simple sers celui ol Fh est constitué de triangles

plans, définis par leurs somects cur T , et 1'espace Vh est |'espace des

fonctions crunsiantes sur chacun de ces triangles.

-

Alors, la resolution de (2.4) conduit i un systéme linéaire dont

les coéfficients cont



1 dx dy
.5 “ij Tw JT IT Tyl

Dans ce cas, oin connait explicitement (par primicive) 1'expression :

1 dy
0, () =3 IT =y
3
Le calcul approché de aij peut, alors, se faire en utilisant cette

-

expression et une formule de quadrattv~e sut Tj . Nous renvoyons & Stroud [ St]

pour une étude de telles formules.

Le cas général conduit & &valuer dz=s intégrales de la forme :

1 v, (%) W )
(2. 6) O.ij = -4—? IT JT "lf,-;ml J(FTi ) J(FT;) dx dy
T I ] i

oti T; et Tj sont. des triangles de - F: , les cartes associées, et

h »
J(F;), 1'élément d'aire correspondant. Les fonctions wj sont, alors, les
fonctions de base de l'espace P .

Cette intégralc est singulidre dés que T; et Tj sont adjacents.
Remarque : La matrice associ&e au probl&me (2.4) est définie positive et

symétrique. C'est, d'autre part, unc matiice dnnt tcus les ccéfficients sont

non nnuls.

2.3 -~ Etude d'erreur.

Afin de‘comparer la solution de {2.4) 3 la solution ¢q de

U,

\1.2), il est nécessaire de d3finir une applicaton de T sur .

h

Nous allons, alors, comparer i1z fonction gq 3 l'image, par -ette

applicztrion de . On pnurrait penser 3 utiliser 1'application ¢ ©¢ .

*h i i

Mais, nous allons voir qu'ainsi, nous n'obtierdrons pas une estimation

optimale de 1'erreur. Nous introduisons, donc, 1'application Y suivantc.



(2.7)

{2.8)

{ Pour x€ 7T , ¥ l(x) est le point de Ph situé sur la normale

a I aupoint x .

Soit des voisinages de la surface I' dans R® définis par :

Ug={y€R ; dist (y, T) <81} ;

Alors, pour ¢ assez petit, tout point y de ‘J6 admet une prbjection
unique sur I . Cette application Y est réguliére de U6 sur T ;
c'est-3~dire, que les applications P;°¥ sont réguliéres de U6 dans S; .

Pour h assez petit, la surface T, sera contenue dans UC .

h
Donc, ¥ est aussi une application de Fh snr [, réguliére. Nous
verrons que c'est une bijection pour h assez petit. Donc, Y¥~! =sera, alors,
définie de T sur Fh .
THEOREME 2.1 : Soit q la solution de (1.2) et a4, la solvtion de (2.4);

nous cvone les estimations ¢ 'erreur suivantes (st k Zm ) :

N o i |
lla-q, © ¥ ] <c [”U 00 ¥ 7] + | + 0 Ll |
L T T wmvrmy e L(r)
[ k ]
lla-a, o ¥ 7] <ci g Mugmug ey + b " qf| + - fiqfl
lla-q al 1q
n L%(T) LV B0 %on™ Rz, B (D) 12y |

Démonsiration : Nous allons la décompcser en quelques lemmes de nature

geénmétrique.

LEMME 3 : Pour chaqie triangle T de ﬁ; . l'upplication YO F. est brrnie
atnsi que ses dérivées jusqu'd llordre k+1 , D(¥OF,) est une application
linéaire de rang 2 ot a'inverse borné (en tant qu'application de R? duns

le plan tangent @ T ), et



+ +
(2.9) sup |¥OF_ (1) - F, (x)] <c v osup DX 05001 s
x€T x€7T
(2.19) sup | DIYOF )(x) - D F.(x)i <cC hk sup |D<kH o] .
x€ET x€T

Démonstration : Nous savons, d'aprés le Lemme 1, que Fr admet des dérivées

bornées jusqu'd 1'ordre kil . L"application Y &tant réguli3re (pour h
assez petit) il en est de méme de Y O F_ .

Evaluons les différences :
$1OYOF (x) - X = ¢fl0VOF, (x) - diToY 0 8;(x)
Dé'oD(¥ o F.) - I =D@T0¥)(F (x)) © D F (x) - D(®;' 0 ¥)(9;(x)) © D& (x)
d'cll, #{'0¥ &tant lipschitzienne et 2 dérivées iipschitziennes :

sup  [¥{'0 ¥YOF (x) - x| <C sup |Oi() -F, (0] .
»2€T x€T ’

M en éduit (2.9), en utilisant 12 faic que &; est lipschitzienne.

On a2 aussi :

2.11) sup ”(b ~P5)'IOD(‘P’3F,)—T[|<C supl F. (x) -¢j_(x)| IDPT (x)! +C .:upl D, (x)-D¢i(x)l<C hk sup | Dk*IQi(xj
XET xET »E€T XET

On on déduit (2.10), en écrivant alors :

DY © F,) ~DF, =D(Yo ) -Dd; +ud; ~DF,
et

D(Y © F,) - D¢, =D@; © (D6 o D(Y © F,) ~ 1)
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L'inégalité (2.11) montre aussi que, pour h assez petit,
D(Y© F,) est de rang 2 et d'inverse borné en tant qu'application linéaire

de R’ dans le plan tangent 3 I' au point ¥ O F.(x) .

Nous allons comparer, maintenant, les &léments d'aires suir 1

h

et sur [ respectivement. Choisissons des axes ortnonomés (coordonnées xi, X )

dans 1°élément T . Les &léuents d'aires sont, alors, respeciivement :

seery - [200T) , AQOES) |

I1 faut remarquer que la différence J(®;) ~ .J(F,;) est en O(hk)‘ Le choix

de VY va nous donner une différence en 0(hk+l).

LEMNE 3 : Nous avoms les inégalités, pour tout T dans la triangulation ﬁ; :

(2.12) sup I () - JECFD (O] < ¢ 1! sup [D¥esoo] .
x€T x€T

v ou, T e'C‘t" i VYET, ;€T
(2.13) C |Fe(x) =~ Foe(y)i € [¥ 0 Fo(x) - ¥0° Fpo(y)| <C IFp(x) = Fre(y)]

(2.14) [Fr(x) = Foo(m1? = [¥YoF (x}) ~¥Oo Fou() < C plti |F2(x) = Fpo(y)]?

Démonstration : Nous savons d'aprés le Lemme 2, que J(F;) et J(¥OF,)
sont bornés inférieurement par unc constante nen nulle (car D r,p ct D{¥CF,)
sont d'inverse borné). Il suffit, donc, d'évaluer la différence de leur

carré qui vaut :



2 -
2_ 2_ |9Fy , 8Fp _ |a¥ery) . 3(™F,)
J(Fs) J(¥©OFy) " x axi A 3n

o ¥Fx . ACOFD) ), ar » BWFY) 3F. _ BUWE) ) 3Ry OFy |, A(¥ORy)  J(¥F.) )
ax1 ax1 Izt axi ax x X Ixa ax1 RS

. (( 9F; _ BUOF,) ) ac\m ), alyor,) (_3_131 a(\m.) y, AWOED) | 3OF ), ¢

axa axi %1 X1 9x2

et le reste R est, d'aprés le Lemme 2, majoré par :

IR| € ¢ hzk sup |Dk”4’i(x)l
€T

or : 2k 2 k+i car k2 1 . Il reste, dunc, & majorer le terme

suivant (l'autre terme se majore de fayocn 2ualogue) :

R = (¢ 2Fr- 3(YOFy) . B(¥OF;) A(¥OF;) . (¥OF,) *
EPY) axy oxy ax ox

. ( _gfl_ JWOF) AW | A(KF) a(!ogL)))
xi axy axi axi

Mais, le vecteur :

. a(;r;:i_)_ A€ a(glr,) A a(\::,) ;

ect un vecteur tangent & la-surface [ au puint (¥OF;)(x) de norme

vnifcrmément bornée, d'aprés le Lerme 2. Nous avoms .
t =D F)&X) .y 3+ YyER , |yl <c.
D'oli, d'aprés la rcnstruction ¢z ¥
(YOFg(x) - Fe(a) 4 D(YC Fe)(x) *y) = 0

En dérivant par rapport 4 x° , v fixé, ncus obtenons :

( MWCF(x) _ 9F;(x)

2z 10 pvor) () - y) (\yor (0-F1(0), 5 _a_ DIYOF, ) (x) ) <0
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D'ol 1'on déduit :

k+1 sup |Dk+l¢i(X)| .

x€T

[R'] <¢ch

Démontrons, maintenant, (2.12). L’'une des inégalités est une
conséquence du fait que l'application Y est lipschitzienne du voisinage Us
sur la surface TI. L'autre insgalité résulte du fait que 1'applicatien y-!
de la surface T sur Fh est continue (i.e. Q}L‘9V4°Qi est coatinue
de S; dans R?), et admet des dérivies Eornécs (i.e. ses images par
les cartes de T et Th respectivement), d'aprés le Lemme 2.

Démontrons, enfin, (2.14). La différence & majorer s'écrit :
2(#: (0) = (¥ F) (1) = (Fp(y) = (P F YY), (FF2)(x) = (FKy)) ] Bal) = (P F )= (¥ (y) = (¥OF 1) (1)) ?
Le premier terme se décompose en deux termes gue l'on'majore séparément :
(v,(x)-(wop.,ﬂx).(wor,ux)—(wov,-) (y),) - (F,<x)-<wor,)(x),(m,)tn—(‘rcmdy) - cx)
oil t, est la projection, sur le plan tangent & I au point {¥OF;)(x), du
vecteur {(YOF,)(x) - (YoF,")(y) . Alors, la surface [' &tant régulidre, nous
savous que @

[(#°F) GO = WOFe) () - e ] <S¢ [(OF) () - (W) (y) |

Ya majoracion de ce terme s'en déduit, alors, facilement, d'apres le Lemme 2.

Reste le terme :
S = |Fp %) = (YoFy)(x) - (E,.(y) - (wéFT')(y))!%

On considére decux cas ; ou bien : IF,(k) - F,l(y)l 2 Ch ;(C >0 fixc),

et alcrs, le Lemme 2 nous ~ontre que :
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2k+2 2

. +
Ist]<c n?? < ¢ n®* x B (%) - For ]2 < ¢ Y R0 - () ]2
ou bien : Fr(x) et F;'(y) sont voisins et alors, nous pouvons suppos:r
qur» x et y sont dans le domaine d'une méme carte ¢; (débordant
éventuecllement de Sji) ; Fp -~ YOF, est la restriction 4 T d'une
fonction continue dont les dérivées sont bornées par : C hk (d'aprés le
Lemme 2). Donc

k+1

Is| <c b |x-y|2 < c ™! |Fp) - Ferp)|2 .

LEMME 4 : Soit V. le sous—espace de dimension finie de H™'/*(T)

h

Vo= (3, 5 0 =q0te),q €V} .

Alors, nous avons :

<
m
<o

", e n,
(2.15) a1l < = liqll
By Ve Pw

'1,2(1\) ’ h h

Soit & le prcjecteur dane L3(T) sur le sous-egpace ?ih N

alors, nous qvons (e k= m ; :

(2.16) fa-spal, < cu™all ;Y g€ mia) .
L°(T) ' BT

@2.17) la - sy all |, < cw gl Y g€ N .
B2 () ™ (D)

Démcnstration : D'zprés le Lemme 2, nous savons que la norme dans LZ(I)

ect uniforménmcnt &quivalente 3 :

1
z J a2 (x) dx )/z ;7 9..€ P,
(Te-:h T hr hr
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Pour chaque &€lément - T , nous introduisons une fonction ¢ ¢ nulle sur 9T
telle que :

sup  Jo ] < 1

x€T

¢
sup Do | <
{ x€T j b

L]
@, (x) >0 pour x €T

LL‘D' dx » -;-mes T .

Alors, nous savons que (car P est de dimension finie) :

On en déduit :

N, N S . . Lard
otz <c I q, *( sz, qy . J(¥OF;)) dx < ||q;'" t zec ©rq,  JHF)]| .
L2(r) r ™%, Ralen e Y B (T)

I1 est facile de voir, an u*ilisant les propriétSs de @, et le Lemme 2,

que
" C N
e . Ga,, JWoFR)i < £ llall
€% R (T) L(I)

Or en déduit :

n ~
” qh” < ” qh;! *

L3 (I (D

Tio

L'inégalité (2.15) resulte alors de 1'inégalité d'interpolation (voir [B.E] )

) y y
flu)) < < ol TP a2
u/2(r) L2() 1 ()



lla-sall
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Pour &tablir (2.16), nous utilisons 1'interpolé de qo(WoFT)-]

sur chaque élément T de ?;h :

llq O (YoF,)"* - mqo(¥ory) "1 < a™}[g o (R |

D'oli, en utilisant les é&quivalences de normes :

e - = all < cu”*!lqlf .
L3 (I) )

D'oG (2.16), car nous avons :

lla - s, qll < |lg - 7_ql| .
h h
L2 () L)

Par interpolation, nous en déduisons alors :

lla - s, all < ¢ v |4 s Va€ /2 .
L3 () B/ 3(I)

( Nous avons supposé que l'opérateur T est défini et continu svr H®*1{T).

Ceci-est toujours vrai dans les cas cons’dérés ici ; Cf£ [K.P] ). Nous avons :

(q-s,q,9) 2 (q-s,q,9-5. ®) > -
- sp D sy LD < ovR gyl

Démonstration_du_ThZoréme 2.1 : Nous n'allons pas appliquer directement

la Proposition 1.1. Pour celn, nous transformons les intégrales dans (2.4)

en intégrales sur I par 1'application % . Dol :

q, (¥ “1(x)) q' (¥ 1y

PEyRE—Y J(YU(x) I(¥N(y)) dx dy "Ir (YO q' () 3 Ky) )y
(x)-¥ ! (y



- 16 -

Nous avons, donc, a évalucr 1l'erreur sur le second membre,

&'une part :

e frlog P line v 1 - 3001 o
flug= ug @ ¥l '
w2y Yn Ve lia’, i
w2 (r)

et, en utilisant (2.12) et (2.15), nous avons :

n, -
<"u°. - uoh” *c ”uoho ¥ l” b T~
H/2() L2 (T)

D'autre part, l'erreur d'interpolation, qui est donnee par le

Lemme 4, en choisissant ''= 8

la - a' |l < ¢ W ql|
w2 () B XT)

Enfin, i'erreur sur le changemen: de forme bilinéaire :

) ) - [ 9'a00% IR () JGOFN ()
4m(alq’ ,w ) -a (@' ,w)) = Z J dx dy
PR R RN ged 1E€ MU YO F(0 - YO Bu (v

) J( { q' ()w, (7). J(Fr () J(F#(-,-)_) ax dv

T T' IFr(x) - Fp (Y)l

On aécompoce cette différence en deux ; d'une part :

0 - q'h(X)wh(y)

[
z T [ J . (J(‘{""F-r(x)).J(‘if’C’F.r v(y))—J(F.r(x)).J(r‘-,-(y))) dx dy
TG, T'€G 4, [WOF. () -Ty ¢)]
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que nous majorerons par

lq' (3| v (9] L] v (0] ex dy
|r|<c L cL[ L h hk+‘dxdy<chk+lLLl nO &)
€6, €T, T |OF ()1 F(y) ' |x - yl
k+1 Ny
<ch ' Ja'll IR .

12(I) L% (T)
La derniére inégalité résulte du fait que, d'aprés [ N.P.), la furme bilinéaire
est continue sur H"/Z(F) x H"/z(F), et donc, sur L2(I') x L2(T). Nous

terminons la majoration do ce terme, en utilisant le Lemme 4 :

1/2
k| <c "7 Jlql] fw |
L2 (r) h H-X/2 (I-)
P'autre part, le second terme seca :
! ! J(Fp(x)) J(Fa(y))dx dy
$= K b '(x)w(y)(, - ) T T
s meth ﬁ(h L[r'q“ h |¥oF, (x) - ¥oFa(y)|  |Fe(x)-Fu(y)|

Gque 1l'on majore en utilisant :

J 1 [Fr () = Fr (3|2 - [¥oF  (x)-¥OF, (y}]?

—————

[WF- ()-¥Fu(y} | [Fr(0-Fa(y)]  [¥OF; G)-¥F sy} || By (x)-Fy) | (¥ 1) - YORAy)] # Faix) -y,

Ena utilisant, alors, le Lemme 3, noius eu déduisons :

[ ') jlw (0] : )
Is|] < ¢ hkﬂ/zLjr h B ax ey <cn g v I .
|x - y| L2 H-/2(T)
Le choix de q'h = s 4q , nous assure alors yue :
k+ -
sl < cn*M2 gl s I o

L3(I) Y/ 2(r)
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THECOREME 2.2. : Soit le potentiel u donné par (1.3) et le potentiel

apyroché uy
¢ q, ()
(2.13) T e AL P
b r |z
Alors, pour x tel que : dist (x,T) > 6 >0 et h assez petit,
nous avons :
(2.19) lux)-u 0] < _C [h“*‘uqu + 2 gl +|lu°--u:;1|| +"\/E||u°-u’:h|| ]
(dlst(x,P)+dlstix,F)) L2() w1 () L2(T) HVQ(F)
(2. 0) [3%(x)-3%u () |< L z[h“”uqu LR TRPT D ISV T
(dist(x,I‘&a"1+dist(x,I")a!+ ) LTy H*YT) L3() HY2T)

Démonstration : Nous &valuons, d'atord, par un argument de dualité classique,

N
l'erreur entre q et q J(¥) dans 1'espace HoNT).

i -1
(g-q, T(¥™), ) 2
o - ay 307 - s : L0
B © et () »
B floil |
BT

Fous résolvons alors :

M
-

w(x)--‘_.j _.&(l’_?_dy i ¥V ox
4 Ir |[x-yy

iLt, mous savons alors :

sl < ¢ ol
L2(I) u' ()
D'oG :
. N -t
. 2ig~q, J¥ ),
s = aCacy | - su T ).8)
wigry 86U (D

lell
L2(T)



- 19 -
On calcule alors :
N - Y - ~ -
a(q-q, J(¥ Y,8) = a(q-q, J(¥ Y, - g,8) + alq-q J(¥ 1),shg) .

On majore le premier terme par le Lemme 4 :

¢lla-qy 3¢ ]| ll&-s,gll <c¢ Villgg 3¢ Yl il
H-I/Z(F) H-l /Z(F) H-l,’2(r) LZ(F)

Le deuxiéme terme s'écrit :

. 9, {x) s.8(y) I ()
(uo,shg) . T I j - - dx dy
L (1) Ty Ty ¥ ) - ¥ (|
( ) ( ) , J 9, ) 5, 8(y) (1=3 (¥ "Xy)))
= (u,,5. g - (u_,s. 8 + — dx dy
TRy R gy Tor in e - v
- ,7]“- { J qh(x)shg(y)<-- ‘ - >dx cay
T Ty W =¥y eyl

On majore alors, 2n utilisant les Lemmes 2 et 4, par :

" k+1 K+
(€l ~u_ || s ¢l + ¢ n* g, I llgll
0 o h
LM L2 12() L2

On 2n aédu.t donc :

A [ ket " " e v
- < - -
Hq-q, JC¥ 7 c v lgh o+ ¥l sy -ug I +vb Bug-ug

B (T) L3 (D) () L2(T) w2y
On tr=-~sfurme l'erpressinu de u, par 1'application Y :

) 1 I th'“ﬂ)JW'%m)
u (y) = — dr
h 4 r |y W ..1(xx
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~ -
q(x)-q_ J(¥™)
u(y)-u, (¥) =Zl§{ Jf N T dx+% J c?;lJ(‘P")( L_- ‘ )dx.
r | y-x| r [ y-x! |y~W'1(x)|
On utilise, alors, le fait que si la distance de y 3 la surface T
est plus grande que § fixé, nous avons :
= < ==L
| y-x] HI (1) dist(y,l)* dist{y,I)
l 1 < ¢ !
b-x|  Jy-¥ Kx) (dist(y,r))?
Nous avons :
1 -
grad u(x) = = J o) (x7y) dy
T xyp?
a, s -
, i 9, () ¢-y) [ 9 I (k- ¥ ()
grad uh\x) = I —_— dy = W . - ay -
T fxeyf? I [ =¥ (ym]?

On major. alors la différence de la méme maniére que précidemment. Le

résultat, sur les dérivées successives, est analogue.

Remarque | : L'estimation d'erreur, obtenue stx 1z potentiel, ne donne aucune
information au voisinage de la surface [ . Nous n‘avons pas obtcnu d'estimztion

giotale. La difficulté@ provient du fait, qu'd 1a traversée de la surface T ,

le gradicnt de uw  # une-discontinnité, tandis que le gradient de =

h
a une discontinuité, 3 la traversée de Fh . Donc, l'erreur (H-dh)(A)
est tres mauvaise ¢t un point X situé entre T et rh . On montre, trés

facilement, que l'erreur entre le potentiel u et

\ 4 ()

n
Uh(X) = Z_'I; II

) dy ’
ix-y|
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hk+l/?

est en + pMmrIe , dans l'espece W (RY) .

é:¢ments finis, l'errcur sur les dCrivies successives du potenticl est du
méme ordre que celle sur le porentiel lui-m@me, en un point x non sur

la surface T.

I1I - ETUDE D'UNE VARIANTE.

Nous allons exposer cette méthiode dans le cas particulier de
1'approvimation, par des polyndmes de degré 2, pour la géomdtrie, ot
de degré 1, pour la fonction, l'espace Vh €tant constitué de fonctions
continues. Le principe consiste 3 remplacer le noyau I;é;l , calculd sur Fh

par un développement & deux termes. L'&tude d'erreur sera identique, sauf

dans le choix de la forme bilindaire approchée.

Soit, donc, une triangulatior par des <léments fiais avec k=2

dn type Lagrange :

/// F; est un polyalme de degcé 2 qui

iaterpole ¢; aux sommets des triangles

// \\\n et aux milicux des cCtés.

Tes &li.aients définisscat "mne s.rface approct®e, qui est

Iy
h
fermle, Seit F; la surface approchée, correspondant I 1'&lément
fini affine, construit sur la n’me triavgulation. Nous noterons B,

1'application affine correspondante.

Le probleme approché sera alors :

* (g vy = : . ' .-
(3.1) ay (qh » qQ h) L‘ Yop © Up dv i VY oq b € v .
h
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1 ( q;,(s) q', (t) J¥(Fy(s) T¥(Fp(t))
(3.2 ah* (qh s qvh) = I ' }:f W [ " ds dt:
’IE h T € O T T' N (Srt)
(3.3) 1 - l + (Fp(s)=By (s)-Fy(L3+Be(t), Be(s)-Bu(i)) )
N¥(s,t)  |By(s)-Byp(t)] [Br(s) - Bo(o)|?

J¥(Fr) ect une approximation (polyndmiale, de degré 2) de J(Fy)
d 1'ordre 2.
Les coéfficients du systéme linlaire & résoudre se calculent, alors,

a partir des intégrales de la forme :

.

I J O G axay 3 p,m € B
T, T |X‘YI

[J Eﬁ‘—% dx dy s ol p(x,y)
T Tz [x-y!

est un polyndme de degré 5, par rappert 2 x et & y , qui a un zéro double

pour x =y Alors, chacune des intégrales

J o) dy et I ?Sﬁill
- R

peut se calculer par primitive, pour y fixé. Les intégrales doubles
correspordantes seront calculées da mani@re apnrochée, par une formule

d'intégration numériqnn.
Nous donnens, ci-dessous, les estimations d'erreur correspondantes.

TIEOREME 3,1 . Soti qf la soiution de (3.1) et q la solution de (i.2);

nous avonsg .

(3.4) lamazori <, fllogugov w2 ]
-1/2 - 1/ 2,my°
H () H ") ([



(3.5) lla=q o ¥ || <c
Lz(r) H’(F}

et 37 u est le potenticl domé par (1.3) et u; le potentiel sutvant :

1 r }* (%}
(3.6) u: ™ = 7 ©*(x) dx
N*(x,y)
T * . 4
h
*
ol C*(x) = JT(Fr (s) avece x = Fe(s) ,
J (Br (s))
1 Ll FEETE)x, xy)
NXx,y Ix-yl |%-y1°

alors, pour dist (y,I') 2> § fixé, nous avons :

n, F ot n 3-¢ \
< Ce (”“o'“oh”L?(r) + b llugugflypre gy + b ““_”HZ{F)_L

(3.7) |u(y)"uh*(y -
dist {y,[) + dist (y,T)°

\
, nu | s Vil ) e ey + B gl e )
(3.8) Igrad u(y)—gradu*(yﬂ \ ph L ) g UJ o By H

dist (y,I)? + dist (y,T)%

Démonstraticn : Nous utilisons les résultats déja établiy dans le Théoréme 2.1.

I1 est facile de voir, alors, qu'il y a un seul terme d'erreur supplémentaire,

qui est :
la, (a'y 5 w) - aF gy v
sup - — ; avec q'h =s4q .
w, €Y ”w.H
sl h 1

H-l_/z(r)

Nous allons monirer quec :

3.7 | h(shq, wh) - aﬁ‘(shq, wh)l < CE h3_€ ”q||- ”whll .
LE(T) L3(I)
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Nous en diéduisons, en utilisant les infgaliteés inverses, que :

~n n, " . .
(3.10 ah* (qh , qh) Z  a thl! 2 ; >0, pour h assez petit.
y-1/2 %)

Les inégalités (3.5) et (3.6) résultent, alors, de (3.9) et (3.10), et au
Théoréme 2.1, déja établi.

Pour demontrer (3.9), nous utilisons deux Lemmes.

LEMIE 5 : Soit u et v , deux vecteurs de R® avee |[v| <cC |u] , alors :

ALy v ¢ lv-ul?
lul vl bv|? fel?
Démonstration : Nous avons :
o veu, v e (P el - vee, ) ) du] # e
lal  lvi [vi? bul v ul + vh
o (=, utvy = 2(v-u,v)) |u]? + (v-u, wrw) (v 2=ful®) = (veu, ) (uilv] - el ®)

al 1v[5 clal + Iv)

- v-ulf [n] - Lv-u, utv)? _ (v-u. v) (v-u, v+u)

i Julslel vl dul+ivD vl dlal + Jvh®

LEMME 6 : L'opératecur

Ao - [ D
T Py |?

est continu de  L2(T) dans  HE(D) » pour tout réél € posiiij.

Démonstration : Nous renvoyons a SEELEY [3] , pour ce résultat classique

sur les opérateurs pscudrn~difrirentiels sur des variétés compactec. ®



- 25 =

Etablissons, alors, l'inégalité (3.9) :

Ll ) D TR GD IEae)
a (q,,q' )-a *(q,,9" ) = Z z = ds dt
hoh : h b b B 'IErql T'En{ lml. T JTn |FT(S) - Frn(t)l
Jf J qp (8) q' (£) J*(F(s) J*(F. (L) ]
- - . ds dt '
1T TF N*(s,t)

Nous sdparons en deux termes. D'une part :

45, (8) q', (£) (IFr{sN I(Fa(t)) ~ F*(Fx(s) I* (Fu(t))
L{{ p J ds dr|
€y, TG'Gh T ‘T |Fz(s) - Fr(t)]
, |qh(x)HQ'h(y)l 3 [P Y
< cn I I SR daxdy S gl lla'y I .
T lx -yl L () L?(I)
D'autre part :
I r [ qh(s) q'ﬁ(:) J*(Fr (s) ¥ (Fp(tr)) ( l . : ) ds dtg
wh O T€e ) ’ iFr(s)-F(eY  W*(s.t) f
hroT
fay,(8) @'y (€Y J* (Fr () J* (P e| | €1 (5) =Bz () -Far(£) 4By £)]?
<c I, '):ﬂ,[ [ < ‘ —ds dt
T, T'wyp g IBr(s) ~ Be(ed]®

Nous ucilisons, alors, les inégalités suivantes, qui résultent du

Lemme 3 :

Ivg(s) - Br (3| < ¢n?

iFr(3) = Bz(s) - F:"&) + 5(r)] < Cin  |Br(s) - Bp(t)]
D'ot :

r(s) = Bals) - Fo{t) + B()[? cn®
Bs(s) = Br(t)) |B2(s)-Brr(e)?
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Le dernier terme de a, - a: se majore donc par (d'aprés les

Lemmes 5 et €)

N Y
o |‘lh(”-)||q h(y)l - 3-€ it ‘
I -l T S S CL U
Pr dx -y L*(I) L3 (T

Démontrons (3.7) et (3.8). Coume pour le Théoréme 2.2, il faut,

d'abord, estimer la quantité :

fa - qF 3¢l
N

ce qui se fait, exactement de la w8me fagon, que pour le Théoréme 2.2,

D'oid :

- A ~ 3= .
Baa 3 DIl <o [legmlyll VRl Xl + 6¥F fal

1= () 12 () RATew) £ ()

Nous avons :

( a* (%)
u(y)-u;(y) = -,;lﬁ- (J
r

—

'\l ,
( q, (x) JF(¥(s))
0 4y | O e L fae O 2
gy ’; M (x,y) ’ p Uxeyl ¥ @OV, 0Py

1

——

b

L4
L)

ave: ¥OF(s) = x , F et B &tant associées & un &lement [ de b’

que nous omettrons de noter.

Nous déccmgosons, ~lowvs, l'erreur en les trois term:s suivants :

n n
1 a(x)-q} (x) 2 (¥ ) (x)) i [ af (x) (J(F(s) -I*(Fs) )
b(Y)-U‘:‘](V) = J = —dx Aol dx
T |x -yl T x -y J{or())
L OOTNEG) , ,
+ - iX
hm J - ( * Aoy -l ) “
J4CEs)) lx=yl N FToY ),y

les deux premicrs termes 2 majorent, si1orc, comme dans le cas du Thioréme 2.2,
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Le devnier terme se majore par :

v | 1
c Iql(X)| | - dx .
ro eyl N @E o 1),y

Or, si s = (YOF) T (x)E T , Nous avons

__!____ - 1 - 1 _ 1 — (Fr(s)-B: (s}, Bs(3)-y)
[x-y| N*(PFToYix),y) |¥YOF(s)-y| |Br(s)-yl IBs(s) - y|°

- 1 - 1 + 1 - i 1 . (FT(S)‘BT(S), BT(S)")')
[¥YoF, (s)-y| [Fr(s)-y|  [Fa(s)-yl |Ez(s)-y] |Re(s) - yl?

L]

que 1'on majore, en utilisant les Lemmes 3 et 5, par :

ch ch'

+

IFT(S)"}’IZ |BT(5)'Y|3

En regroupant ces résulats, on er déduit (3.7).

Evaluons, enfin, la différence : grad u - grad ul_"" .
; - L e G
grad u (y) = il P ¥ dx
r 4T n
, 1 ¥ () ¢X(x) . KN \
* ) B e——— - . A K,4
grad uh(y, W J h — (x—y+FT(B1-1(.x:)+3\‘£1€'B—I (V)F‘(Z X yly_x‘dx
r* lx - vl Ix - y|

On transforme la derniérc intégrale en une intégrale sur I par 1'application

¥ cFobR™
n
Q¥{x) J¥(F (D1 n ooy, _ . oy -
grad u;;(y) - Z‘? h T {' &_(s)wj . 3(ET(S) B, (s),B (s)~y) "—B'r(s).:!xj
YT JeF sy B G)-yl® B (s) - »I°

avec x=Yyo F.(s) ; 1€ cCh

On décompose encore la différence en trois termes, et le deraicr

de cos termes 1 majorev fait interveniv la quantité :
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¥OFy(s) =y _ _Fe(s) =y 5 (Fals)- Bi(s), Bils) = y).ly ~ By(s)}
[ (s) = yI7 IB:Cs) - yl’ 1B: (s) - yl°

_¥r (sd-y _ Fa(s)-y
IWDFT(S)—Y'B !FT(S)—YEB

[ ! . 3(FA.-(s)—gy_gs),n1»(s);y.>)

+(FT<S)'ﬁ< - 3 '3
ey ()- vy B (o) -yl [Br(s) ~ yi°

-3 (¥ (5)-By (s), B?(S)‘Y)iFT(S)”BT(S)).
IBT(S) -y :

La majoration finale résuvlte, alors, du fait que, si vl < ¢ |ul, on

a aussi :

1 _ 1 _ 3(v~u, v) < ¢ lv—u f

lol®  Iv[? lvl® lvl®

{démonstration analoguc 3 celle du Lemme 5). ®

Remarque : La foncticn uhf constculte est harmonique en dehors de F: .

Elle n'est pas définie pour y  sur T; , car L'intégrale correspondante

2 un Tnoyau en T——J_—Ta ron intégrable. Il y a donc peu d'espoir d'obtenir
LA 4

.

une estimaticn d'erreur globale entre u et u:

CCNCLUSION

I1 résulte, de notre ¢tude, que si l'on approxime, par 2léments finis
d'ovdie k , la surface T , et par Zléments finis d'ordre m , la feaction
a approcher, les deux termes d'erreur seront dv méme ordre pour k = mtl .
Mme LERCUX [ L] & obtenu un rdsultat analogue si le noyau est log r
dans le c2s d'une équation intégrale sur ure courbe fermée de k2. Les
résultats numériques sewblent confirmer son résultat. Dans notre cus, des
études aumériques sont en cours.,

Nous renveyons i diverses &tudes de M. LACHAT sur 1'utilisaiicn
des méthodes d'éléments finis, dans leos &quations intigrales, pouir le cas de

1'eélasticité.
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Nous renvoyons, enfin, aux Jifflrents travaux de J.L. HESS
qui décrivent des métliodes d'¢léments finis pour riésoudre le potentiel
de simple couche, mais en vue de vésoudre un probléme extérieur de Neumaun.

I1 n'obtient pu5, 3 notre connalssance, uue analyse de l'erreur.
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