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CARACTERISATION TOPOLOGIQUE

DES CORPS VALUES HENSELIENS

par

Frangois BERRONDO

Nous caractériserons les topologies d'un corps qui peuvent étre

définies par une valuation hensélienne.
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INTRUDUCTION

Définition Q

Tapologie valuative d'un corps : c’est une topologie gui peut étre

daéfinie par une valuation.
Ce sont les topologies compatibles avec la structure de corps,
séparees, localement rétrobornées [[2}, ch. III, § 6, ex. 22) et telles

que le corps contienne un sous - groupe non nul borné.

Définition 1

Corps valuatif : c'est un corps muni d’une topologie valuative.

Définition 2 :

Corps IR - valuatif : c'est un corps valuatif (K,f) possédant les
propriétés équivalentes suivantes
1) @ peut &tre définie par une valuation & valeurs dans (R
{i. &. de hauteur i)
2) Il existe des éléments de K nen nuls topologiguement

nilpotents.

Si (K,6) désigne un corps valuatif, C 1la cléture algébrique de
K et G 1le groupe de Galnis de C sur K, on montre que 6 est la topolugie
d'une valuation hensélicnne si et seculement si les conditions éguivalentes sui-

vantes sont vérifides :

I - Il existe une seule topologie valuative de C prolongeant §

{th. 1)

I1 - 11 existe une topologie valuative de C prolongeant G telle
que tous les éléments de § soilent continus. (th. 2).

III - (Quand (K, 0) n’est pas [R - valuatif) ‘
Quel que soit le voisinage Vo ode O dans K, 11 existe un
voisinage V' tel que, s5i F = X"+ ¢y SR see b Co £t
un polynéme irréductible de ¥ {X] » € €V = ¢, EV

vieg[l. ..., n] (th. 3}



EXTENSIONS MONOTOPOLOGISABLES DES CORPS VALUATIFS

Définition 3
Soit (K, un corps valuatif gt L une extension algébrique Je K.

Nous dirons que L est une extension monotopologisable s'il existe une seule

topologie valuative de L qui prolonge "G.

Exemple
Si K est complet, toute extension finie est monotopologisable

(DJ, § 5, n® 2, prop. 4).

Théoréme 0
Soit (K,B) wun corps valuatif, L une extension algébrique cde K
et 53’ une topologie valuative de L prolongeant G». Si v est une valuation

de K définissant &, il existe une valuation v' de L prolongeant v qui
définit §°.

Soit v, wune valuation de L définissant §' et soit Ul s& res-

triction a K. Vl et v sont dépendantes ([}J, § 7 . n® 2, proposition 3j.

Si Al et A désignent leurs anneaux, Al et A ont un idéal premier commun

P et (Allp = Ap (11. § 4, r° 1, prop. 1). Si vy est la valuation de K cont
1'anneau est Ap, les prolongements de vp & L sont de la forme v' , uwi v!
est un prolongement de v ot p' un iddal premicr de v’ ou dessus o P

(Eﬂ » F, prop. 4). Il existe donc un v' et un p’' tels que v'p, = (vl]p,.
Les valuations vy et v*' sont dépendantes donc v' définit B°'.
Théoréme 1
Scit (K,G) un corps valuatif , L une extension algébrique de K.
Pour que cette extension soit monotopologisable. il faut et 11 suffit que &

puisse étre définie par une valuation ayant un seul prolongement & L.

La condition est suffisante d'apres le théoréme 0. Montrons qu'elle
est nécessaire. On suppose d'abord que L est une extension de dimension
finie sur K. Seit v wune valuation de K définissant sa topologie et A
son anneau. Soient Bl. BZ‘ ca BS les anneaux de valuation de L au dessus
de A. Si L : K est monotopologisable, les anneaux Bl' 82. N Bs sont
dépendants, donc ils ont un idéal premier commun w tel gque
(Bllﬂ = (82)“ = .., = (Bs)“ .



Pgsans P = 7 N A, Les seuls anneaux de valuation de L au dessus
de Ap sont les (Bi)Tr ([éj , F -~ prop. 4}. I1 n'y en a qu'un seul., La vulua-
tion dont l'anneau est Ap définit la topologis de K et n'a qu'un seul pro-

longement & L.

- Cas général

Soit v une valuation de K définissant G, A son anneau et X son
spectre. On munit X de 1l'ordre opposé de l'inclusion (X < X'y x’ C x1;
¥ x & X on note Vo la valuation dont 1'anneau est Ax'

Supposons que Y x € X, Vo admet plusieurs prolongements 8 L et

montrons qu’alofs l'extension L : K n'est pas monotopologisable.

Lemme 1
Il existe une partie X' cofinale dans X et une applicaticn crois-
sante /A de X' dans l’ensemble des corps'cdmpris entre K et L
(x —> A x) telles que :
al ¥ x £ X' v_ a plusieurs prolongements & /\ ut

X x
bl ¥ x ,yé€X' , x <y===p vy a un saul prolongement 3 J\k.

Soit F  1'ensemble des couples (X' A} ol X' est une partie de
X et A une application croissante de X' dans 1'ensemble des corps compris
entre K et | vérifiant les conditions a) st b) du lemme 1 et la coendition

¢) suivante

¢} si X' a un plus grand élément *gs 3 z€ X tel gue v, 8

un seul prolongement 3 JLx“
o

- F # @ . En effet, v a plusisurs prolongements & L donc il
existe un corps j\nl. de dimension finie sur K tel que v a plusieurs pro-
longements 2 ftyﬂ:'Si '/Lﬂl.: K est polytopologisable, & fortiori, L : K
aussi et le théoreme es; gtabli. On peut donc supposer J&?ﬂ.: K monotopologi-
sablg et comme D&Ynf &J est fini, 1 z ¢ X tel que v, a un prolongement

a JLWC Si WL désigne 1'idéal maximal de v, le couple (nL.Anﬂ vérifie bien
les conditions de f .



- Ordre sur f : soient (X', 7'} et (X",A") des éléments de F .
On pose (X',A') < (x", A"} si X'¢ X" et si la restrictionde A" & X'
coincide avec A *. F cot inductif pour cet ordre : socient (x'i'jLi)ie.[
une famille totalement ordonnée d'éléments de § . Posons X' = U X‘i
et définissons A sur X' par 'AV/X-_ = JLi Y X,y € X i€l
31 X,¥ € X'i donc vX a pluaieu%s prolongements a Jl:x et vy a un
seul prolongement a J&x 51 X < y. Enfin, si X' a un plus grand élément X,
c'est aussi le plus grand éiément d'un X'i donc 4z & X : vz a un seul prolon-
gement EJA_XO. Par suite F contient un élément maximal (X',A).

- Montrons gue X' n’'e pas de plus grand élément. En effet, si x
est le plus grand élément, 3 z & X : v, aun szul prolongement & JLxO.

Un & nécessairement 2z > X5 v, a plusieurs prolongements & L donc il existe
un corps L' fini sur K tsl gue v, @ plusieurs prolongements & L'. Soit A 2
le corps engendré par /L « et L'. v, @ plusieurs prolongements & J\Z.

.A2 est de dimension finieosur fo et on peut supposer l'extsnsion j!a :.Ax
monctaopolpgisable (sans quoi L K” serait polytopologisable et ls théoréme
démontré). Oonc 4 z' ¢ X : v,. aun seul prolongement & A . Posons

X' = X'U {2} et prolongeons A a X' en posant A (2) =.A.z- XM e R

ce qui contredit la maximalité de (X', A).

- Montrans gque X' est cofinal dans X. S$'il n'en était pas einsi,

scit m un majorant de X'. Pasons JL = U A <
C L}
v x € x', 3 y € X’ X <y <m; vy xté un seul prolongement é.ka .
donc Vi aussi et par suilte Vi, @ un seul prolongement a A . Comme ci dessus
Latd

on construilt un extension finie .A.q de A telle que vm a plusieurs prolon-
gements & A n et on montre que Fz ex v, @ un seul prolongement & AL
Posons X' = X' U {m} et prolongeons A (m) =4K“1, X' e B, impossible.

Ce qui établit le lemme 1.

- Pour tout corps A (K C.A ¢ L) at tout prolongement w de v a A,

on note W la valuation de A moins fine que w gqui prolonge v,

- Soit A 1l'ensemble des couples (A,w) ol A est un corps (K CAC L)

et w un prolengement de v & A ; on ordonne A en posant LAl‘wl)': (Az.wzl
C A =
si J\l 5, et wzékl W



Lemme 2
Soit v un prolongement guelcongue g8 v & L. Il existe une partie
)? cofinale dans X et une applicetion croissante de £ dans Ay
(x ~ b w)) notee L telleque v x € K WO AT /A
X

Considérons un ccupla (XK', wiérifient les conditions du lemme 1.
Soit F l’ensemble des couples (6, (4.w)) o0 X est une partia de A' et
{A,w) une spplication croissante de X dans A dont la premigre compo.mnte
coincide avec A et gui verifis leg cunditions du lemme 2.
AP onteut pou vine rosioomo dosigne Pidéal moximal oe o v,
v a plusieurs proiongements 5 A " Jone on peur chodlsdr un W distinct de Vi

Gna [(m, wnj) ¢ F . Onordorne K en posant ,m,w-}llv_(_ ;Xz. L/».wllé,,}v"'
si ‘)Zl < X2 et i A, w]2 prolonge 1A, w}l. F st évidemment inductive.
Scit denc (X ., Ww)) un c.¢r,ﬂ'£9"”' maximal ce B, 23 X n*étaitl pas cofinale
dans X', il existerait un maiorant strict o ds XK. Posons A s 'Lg‘_z --"'=-x el
soit U/ la valuation de J{ qui prolonge les w{x}* Vo @ oun awlﬂprm g emant
a ’A’x’ ¥ x € X , donc Vi@ oun geul prolongement & A et ce praolongement est
Gm" Vm a ;‘*.‘lusieurs prolongemsnts & A aussl, et tu d'an‘gre ZuR
est distinct ve v {4_ . Or toub prouer ., est de la forme w!;mJ o
w(m} est un om‘on,ﬁ;emm de w & /er. g:xz;;m. 4. Il axiste dorc un
prolongement W™ de w & ../Lm '!;eal'queze A TJF b Posans X = X U {m}
. v LI [P

et prolongeons A, w) 3 X en nosant (A, wl Iml o= {«’x;nm w‘mh [: , ALwli€
ce qui contredit ls maximalite de ‘:E', N, wil . Gong X est inale dansg X'
et par suite gans X, ¢ gui éteblic ig lemms 2.
Cémonstration du tnéoreme :

Consideérons un prolutgemunt guelsonude v e v a L et oo couple
(X, (A, w)) verifiant lev condilivns e lesme ©. Posons A = e -J\-X et euit
w la valuation de .A Gqul projonps les W{x}‘ 1 Vvextension Lo K gtalt
monotopologisable, & fortiori A : K eussl. dons wi et w saraient cépen
dantes. On aurait ;‘x/w’ W, o e ow bt AL tenge X et tofinale,
dve X, y> x. 0On ‘.wafjj Ao 4 e humne R4y ,wi‘y} # Yo et

y y/lA ~ X XA

gomme A C A, w ¥ ux/'.{- d'ul Tla cuntredictiun. 4

Remergus @ la dému strati.o procedunts seob 8lre sonsigéredlemer

simplifige dans le cas ol ie topologie est ~étrisacle.

{cf. appendice)
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CAS DLES EXTENSIONS NORMALES

Théoreme 2

Soit (K,B) un corps valuatif, N une extension normale de K
et 13' une topologie valuative de N prolongeant 6. Soit G le groupe
de Galois de 1l'extension N : K.

Les propriétés sulvantes sont éguivalentes :
1) €' est la seule topologie valuative de N prelongeant G .
2) Yo ¢ B, o est continu .

3} 6 est une famille équi-continue d'autamorphismes de N,

1)====33) 0'aprés le théoréme 1, la topologie de K est définie par une
valuation v ayant un seul prolongement ¥V & N. Donc, V ¢ €G, Voo =4
G est une famille équi-continue pour la topologis de V.

3) ===3 2) évident

2) mumey 1) soit ¥V une valuation définissant la topologie de N et v sa
restriction a8 K. Vv ¢ ¢ G, g est un homéomorphisme cer ¢ at 0-1 sont
continues. Par suite, ¥V et VvV o ¢ definissent la méme topologie. Tous les
prolongements de v & L sont du type Vo o ([i}, §$ 8, n® B, prop. 7) &t

les topologiles valuatives de L sont définies par ces prolongements {th. 0} ;

il n'y en a donc qu'une seule.

Théoréme 3

Soit (K,€} un. corps valuatif non MR - valuatif et N une._exten-
sion algeébrique normale de K. Quel gque sovit y dans N, on note

n -
X (y) + Cl(y) xn(y] 1, caa * Cn(y}(y} son polyndmg minimal uniteire.



L'extension N : K est monotopologisable si st seulement si v Vv
Fvr o Cn(y) (y) € V' ey c,(y) e V Vi e[l,n(y)] . (V et V' .désignant
des voisinages de O dans KJ.

Si N : K est monotopologisable, I v définissant G et ayant un
seul prolongement & .N. Comme C n'est pas R - valuative , V contient un
idéal premier P deé v. P est l'idéal maximal de la valuation vp at, d'aprs:

([3] , ch. III , § 16, 3}, Cn(y) (ylep -->ci(y) ¢ P. Le voisinage V' =P
convient.

Réciproquement, soit v une valuation définissant "G et .supposons
que 3V :V V' JyeN: Sniy) (y) e v* , c; (y) § V. Soit P un idéal
premier de v inclus dans VYV , en prenant V'°= P, on déduit que vp a pluy-
sieurs prolongemants 8 N. V P € Spec (v]), vp a plusieurs prolongements donc

G ne peut 8tre définie par une valuation 3 prolongement unique.

CAS DE LA CLOTURE ALGEBRIQUE

Définition 4

Soit (K,G) un corps valuatif et C sa cl8ture algébrique.
{K,C) sera dit henséliennement valuetif si C est une extension monotopo-
logisable de (K,0).

Exemgle

Tout corps KR - valuatif complet est henséliennsment valuatif.

Montrons gu'il existe un corps valuatif complet non henséliennement
valuatif.
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Lemme O

Soit (K,v) un corps valu:s et vp la valuation de K associés
& l'idéal premier p- de l'anneau de v ([4], C, th. 1}. La topologie de K
peut 8tre définie par une valuation hensélienne si et seulemsnt s'il existe

p tel gue vp soit une valuatiaon hensélienne.

S'il existe p tel que Vp soit hensélienne, c'’est évident puis-

qgue v et v_ définissent la méme tupologie.

S!ig-existe v' hensélienne définissant la méme topologie que v,
alors il existe v" moins fine que v et que V' (l}] . §7,n° 2, prop. 3}.
Comme v" est moins fine que v', v" est hensélienne ([ﬁ] . F, prop. 8]
et comme v" est moins fine que v , il existe p tel qua v" = v’p

([4] . c., th. 1).

Construction du contre - exemple

Choix du groupe ordonné

&_ désigne l'ensemble des entisrs < 0. Soit G le groupe des
applications a support fini de Z_ dans Z ordonné lexicographiquement.
Les sous - groupes isolés de G forment une suite croissante. Précisément,
ce sont les sous - groupes G_ = {ge6:g(x) =0 V¥x< -n}.

Notons g, 1'élément de G défini par g, ( - n) =1, g, (-n') =20
si n#¥ n'. Gn est engendré par Bor 8y +eev By et gn sst la borne
supérieure de Gn.

Lemme 1

Il existe un isomorphisme de groupes ordonpés \Pl1 de G dans
G/G .
n
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Soit H = {g€ G g (x) =0 Vx> -n}.Ilestclair que H
est un sous - groupe et que G = G ® H . Soit gp 1’application de G
‘dans H, définie par ' (g} = g’ avec g’ (x} ={g (x+n} &1 x < - n

\p'n est un ‘isomorphisme et comme Hn gst isomorphs a G/G , Gn en

n .
Qéduit un isomorphisme ‘¢ de G dans G/Gn tel que V2 [gk) * B
{classe de EBen dans G/Bn)..
Choix du corps valué

Soit k un corps, K =k (Xi)i e et v la valuation de K &

valeurs dans G quil induit sur k 1la valuation triviale et telle que

v [X l = e Soit Vi la valuation subordonnée dont le groupe dss valeurs
est G/ ([4], c. th. 1). Ona v = Vg+ Pour tout corps k et tout entier
n, nous notero‘ns (K, Vn]k le corps valué ainsi défini.

Lemme 2

Les corps valués (K’V}k[To.....T ) st (K’Vn]k sont isomorphes.

n-1
] . .
Sait ¥n 1'isomorphisme de Kk (To,....Tn_ll [xi]ieN dans
k (xi)ieﬂ\l défini par ¢ [Tyl =Xy, 0 <i<n-1 et y (X) =X
11 suffit de vérifier la commutativité du disgramme

k+n °

k [TOJl-cJTn_l) (Xi) ""'—"'\‘,""‘—“,' G
1“,” kn
k(Xil v G/

__-__D__., Gn
Vao ¥ (T =v (X)) =0=1p ov (T,) pour 1<1c<n-l
st Vo © ‘Yn (Xil =V, (xi«rn) ® Bien © \fn (gi) =P 0V (XiJ.

On suppose désormais la caractéristique de k différente de 2.

Lemme 3

Quel que sait =z G(K.vlk. ona v (22 + Xo - 1) < g)

Montrons d'abord que le polyndme f = T2 +« Xo =1 n'a pas de

racine dans K. En effet, toute racine est entitre sur k [X¢] et Kk [Xo]

ast intégralement fermé dans K , donc, s'il exists une racins dans K,

c'est un polynéme P de k on] . Or, si le degré de P east supérisur 3 1,
d° (P% + Xo - 1) = 2d° (P) >0, et, si d° (P} =0, d® (P2 + Xo - 1) = 1 > Q.
f n'a pas de racine dans K.
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Soit t wune racine de f dansune extension quadratique L de
K . v admet deux prolcngements a8 L. En effet L =K [i-l] et le poly-
néme minimal de t-1 est T2 + 2T + Xo. La trace de t-1 a pour valuation
0 et la norme a pour valuetion g, > 0. On conclut par (Eﬁ], ch. III,
§ 16, th. 16-2). Soit v' un des prolongements de v & L, son groupe
des valeurs est encore G. Notons gque k (Xo,t) étant algébrique sur k(X,],
la restriction de v' & Kk (Xo,t) est & valeurs dans Gl'

Soit z un élément de K, posons z = g- ol P et @ sont des

éléments de Kk [Xe,....X_] » S1 v (P} #v (@) , alors v (2% + Xo = 1) < 0.
On suppose qua v {P) = v () = Nog  * «vo * NG (nieﬂV).

g g

En regroupant tous les monfmes de P de la forme X:.X1 ...Xs

(avec mefN), on abtient
Ny ng .
P = Xy*ees Xs P’ [Xo] + U ol P'€ k[ko] et U un polyndme tel que
v (U) :_(n1+ll By * Moy ¥ vee N8 .
n n

- 1 8 o,
De méme, @ = X, ... X.° Q' (X)) +V avec @' €k [X] et

v (V) > (nl ; 1) g, ; Moy * +re * DB - Par suite,

P -t = X T ... XS (P -t0) sU -tV P - t0ek (X,.td, donc
vl P. - ’ .

; ny ta )n: By ¢
v [xl cee X (P - to'); <v' (U - tV) et
v' (P - t@) = v [xl1 e x 5P - 100 < (npeldg ¢ nyg, ¢ el + N g,
v (-z—- £ = v (P - Q) - v < g
8i o désigne le K - automorphisme de L, on a de méme v' o a ({z-t) < g,
et v (2 + Xg "B =v' (z-t)+v' oo (z-1t)c< gy cer g, est borne
supérieur de Gl'

Corollaire 1

Le complété [ﬁ, v)k de (K, v)K n'aest pas hensélien.
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Si (a,v) était hensélien, le polynéme T2 « 2T + Xo aurait
A
une racine dans K puisqu’'il & des racines simples dans le corps résiduel.

A ——
Il en serait de méme de f = T2 + X, - 1. 0n aurait 0 €f (K} C¥ ()
Pl
fermeture de f (KJ) dans K. Ceci est impossible puisque, d'aprés le lemme 3,

v [f[K)] < 8-

Corollaire 2

Quel que soit l'entier n , le complété (K,vn)k de [K,vn]k

n'est pas hensélien.

- A
D'aprés le lemme 2, (K.vn)k = (K,v) gul n'est pas

k(Tol LN “Tn_l)
henseélien d'aprés le corollaire 1.

Conclusion

A
La topologie de  4K,v) K ne peut 8tre définie par une valuatioa
hensslienne d'aprés le lemme O et le corollaire 2 du lemme 3.
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HENSELISE TOPOLOGIQUE D'UN CORPS VALUATIF

Définition 5
Soit K un corps valuatif. Un hensélisé topologique de K est

un carps valuatif K* topologiquement hensélien tel que :
1) K* contient un sous - corps homéomorphe &8 K
2} 8i L est un corps valuatif topologiquement hensélien contenant
un sous ~ corps homéomorphe &8 K , L contient un sous - corps
homéomorphe a K¥*,

Remarque

Dans (2), on peut supposer que L est algébrigque sur K , car
si L eét topologiguement hensélien, il en est de méme de la fermeture
algébrique de K dans L.

- Un corps valué admet toujours un hensélisé relativement & sa
valuation mais un corps valuatif n'a pas toujours de hsnsélisé topologigue

comme le montre le

Théoréme 4

Soient (K,8) un corps valuatif et £ son complété. Les propriétés
suivantes sont éguivalentes :

1) K admet un hensélisé topologique

2) 2 est topologiquement hensélien

3} 1l existe une valuation v de K dé&finissent G, dont les

prolongements 3 la clfture slgébrigque de K sont deux & deux
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indépendants. Le hensélisé topologique de K est alors la fermeture algé-
N
brique séparable de K dans K .

Les propriétés cl dessus sont évidemment vérifiées si K est

R - valuatif ; on supposera donc qu'il ne 1’est pas.

Fad
Sait ‘? la fermeture algébrique séparable de K dans K .
La condition (2) est équivalents a (2') : K est topologiquement hensélien
d'aprés ([1] , § 8, ex. 14). Montrons que (2')===s(3) :

Soit ¥ une valuation hensélienne de K et v sa restriction
8 K . Soit C 1la cléture algébrique séparable de K et ¥ "' une topo-
logis valuative de C qui induit- & sur K . La fermeturs topologique de
K dans (C,E€’') est homéomorphe -2 'K, car dans un complété '8 de (C,&'),
K ='£'n C. Soit w 1l'unique prolongement de ¥ a8 C . w ‘est le seul pro-
longement de v définissant B '. En effet, si w' aest un autre tel prolon-
gement, il existe un K - automorphisme ¢ de C tel gque w' = wo o
et o est un homéomorphisme de (C,€') donc sa restriction a 4 est 1'iden-

tits.

L ~ .
w et w' ont méme restriction v & K at comme (K,33' ast

hensélien, w = w'.

Par suite, deux prolongements distincts de v & C définissent -
deux topologises différentes st 11 en est de méme des prolongemsents a la

cldture algébrique de K.

3) b 1]

Soit v wune valuation de K dont les prolongements & C sont
deux & deux indépendants et soit K ¥ le hensélisé de K. relativement
a8 v. Soit L une extension algébrique de K et ' une topologis valua-

tive de L qui induit T sur K et telle que (L,€') soit topologiquement
hensglien.
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5

I1 existe un prolongement V de v a L qgui definit G
{théoréme 0) st les prolongements de q a C sont dépendants. Comme ce
sont aussi des prolongements de v , il n'y en a qu'un donc (L,7) est

hensélien ; il contient donc K qui est un hensélisé topologigue de K.

1) ey 27 )

Soit  (K* ') un hensélisé topologigue de K . Tous les K* -
automorphismes de C sont continus pour la topologie ié de C qui induit
G ' (théoréme 2). Par suite, leur restriction & la fermeture K de K

"

dans (C, 8"} est 1'identité, donc K ¢ KX,

Svit v une valuation de K définissant & et w un prolongs-
ment de v & C. Pour tout idéal premier F de v , on note vp et wp'
les veluations déduites de v et w par les localisations correspondantes.

Soit G 1le groupe de Galois de C sur K et G; = { oge G wp 6 g = wp}.

L'application P —-> G; est une application décroissante du
spectre de v dans l'ensemble des sous - groupes de G . Soit K_  le corps
des invariants de Gg . C'sst un hensélisé de Vo i[ﬁ] . F, théoréme 2J.
Comme Kp est topologiquemaent hensélien, Kp > k¥ Loone k%X 2} Kp.

Un hensélisé est une extsnsion immédiate ( Eﬂ ,» F, théoréme 3}, donc, si A
désigne l'annsau de v, A¥ celui de la restriction de w & K*, et p%X
1'idéal premier de A¥* au dessus de p. on a :

*

. * . v
B, Ap +p Bp* Ap + p ([4] . C, proposition 1)

p
Donc B C Q* (K + P¥*), Comme (K,€) est supposé non

R - waluatif, les p* forment un systeme fondamental de voisinages de

0 dans K* et gk (K+ P* ) ast la fermeture de K dans K¥

Par suite, K est densa dans K* donc K¥c K et finalement K™ = K.
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APPLADICE

THECRIZME 1 DANS LE CAS OU LA TOPOLOGIE EST METRISABLE

Théoreéme

Soit (KM2) wun corps valuatif métrisable et C sa cldture algé-

brique. Si C est une extemsion monotopologisable de (K€ , il existe

une valuation hensélienne de K définissant*B.

Démonstration :

Soit G 1le groupe de Galois topologique de l'extemsion C : K
{ ﬁ.bis] appendice n® 2). Soit v une valuation de K définissant &
et ¥V un prolongement 4 C . Comme (5 est métrisable, le spectfe non nul
de v poss@de, pour la relation d'inclusion, uue partie coinitiale dénom-
brable (E{], D > ex. 1). Soit Pn une telle suite décroissante d'idéapx
premiers de v. Un note vny(resp. 3;) la valuation dont l'anneau est le
localisé de l'anneau de v par Pn (resp. le localisé de 1'anneau de V
par son idéal premier au dessus de Pn ( B} 5 F , proposition 1, cor. 4)).
Soit Gn le groupe dc décomposition de G;' .
Gn = { 0¢eG G; og = 3; } . Les Gz constituent une suite

croissante de sous - groupes fermés de G . ([?] , ch, IIT , 15-3).

Montrons que G = %i G" ., Soit ¢ € G. Comme C : (K;¥® est

n
wie extension monotpopologisable, ¥V et Vo g sont dépendantes et donc
elles possédent un idéal premier commun P ( [{] s § 7, prop. 3 et § 4, prop. 1)
Compe la suite P est coinmitiale, 3 n : P CP et P est aussi un idéal

. “~ u
commun. Par suite, Vpoo =v et c & G.
n
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. Z » s . .
Moantrons que si Gn $ G, Gn est d'intérieur vide. Soit L une

extension de K de dimension finie et H le sous =~ groupe ouvert de G
z
correspondant : H={ ¢ ¢ G : 0/L = IdL } . Si 1l'on avait H < Gn , la res-

. . [5d . s P ’ . -~ -
triction de vy 4 'L serait hensélienne ; 11 en serait de meme de vn d'aprés

( BJ , § 8, ex. 17). Donc on aurait G G. Par suite, si Gn # G, tout ou-

. . . 4 Oz
vert non vide rencontre le complémentaire de Gn , Gn =g ,
. . z . .
Montrons qu'il existe n tel que G = G_ . Sinon, on aurait , V n,
0, n
G

4 = @ . Comme G est compact ( [} bié] appendice n° 2 - propasition 3),
9

. . o Tz
il est de Baire ( Bﬂ , ch, 9, § 5, n” 3, th. 1) done &# Gn = @ et, par
suite, G # %{ G: , d'0olt la contradiction. Enfin, si G = G: s, la valuation

v, est hensélienne et répond i la question.
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