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SYSTEMES DE HONDA DES SCHEWAS E Fq-VECTORIELS

par

Pierre BERTHELOT

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, W 1'anneau des
vecteurs de Witt 3 coefficients dans k, K son corps des fractions.
Généralisant les ré&sultats de Grothendieck [5] sur la classification des
groupes p-divisibles, Fontaine a mdntré Dﬂ que la classification des
schémas en groupes commutatifs, finis et plats sur W, peut se faire au
moyen du "systéme de Honda" d'un tel échéma en grbupes G, systéme formé
du module de Dieudonné M de la réduction Gk de G sur k, et d'un sogs-W-
module L € M vérifiant des conditions rappelées plus bas. De plus, la
théorie de Fontaine permet de répondre, dans le cas fini comme dans le
cas p-divisible, 3 la question posée par Grothendieck dans Eﬂ ¢ comment

construire la représentation de Gal (K/K) fournie par la fibre générique

de G, @ partir du couple (M,L) classifiant G ?

Nous donnons ici un exemple indiquant comment cette construction peut
étre utilisée pour obtenir des informations sur la représentation galoi-
sienne définie par G. Si H est un quotient de Jordan-HSlder de G, il existe
un corps fini F et une structure de schéma en F-vectoriels sur E, de rang
1 sur F, telle que la restriction au groupe d'inertie I de la représenta-~
tion galoisienne définie par H se fasse par un caractére ¥ : I —> F (cf.
[7]). Répondant & une question de Serre, Raynaud a montré [6] que le carac-
tére ¥ peut s'écrire comme produit des caractéres fondamentaux de I, chaque
caractére ajant pour exposant O oﬁ 1 (W étant icl absolument non ramifié).

A partir des résultats de Fontaine, on obtient une autre démonstration de
ce résultat, ainsi qu'une description trés simple du caracté@re Y 3 partir

du systéme de Honda de H, et de l'action de F sur ce systéme (théoréme 3.8).



On peut d'autre part espérer que cette méthode se généraliserait au cas oi
1'on remplace le groupe G par 1l'homologie &tale H, (XK, Z/p Z) de la fibre
générique d'un schéma X propre et lisse sur W (comme le demande Serre dans
Dﬂ), si 1'on disposait d'une construction analogue 3 celle de Fontaine,
reliant la cohomologie cristalline de Xk’ munie de la filtration de Hodge

définie par X, 3 la cohomologie étale p-adique de Xy (voir 1l'introduction

de [1]).

~

1 - Représentation galoisienne associée 3 un systdme fini de Honda.

Rappelons briévement la classification des schémas en groupes commutatifs
Einis et plats sur l'anneau des vecteurs de Witt d'un corps parfait, d'aprés

Fontaine ([2], [4]).

1.1. Soient k un corps parfait de caractéristique p > O, W = W(k) 1'anneau
des vecteurs de Witt 3 coefficients dans k. Pour toute k-algébre artinienne
R, on note CW(R) l'ensemble des suites

X = (...,x_i,...,xo) = (x_i)i c ™

telles que, pour presque tout i, X_4 appartienne au radical de R.

Les applications
'v.'n(R) —> CW{R)

qui associent §5y = la suite (x définie par

Oocien-1 1ew

¥4 T Yn-1-1

pour 0<i<n-~1, x ;=0 si i > n,
définissent une injection

¥ (®) = lig W (R) < CW(R),
2 a

identifiant Y(R) 3 1'ensemble des suites (x_i) telles que x_; = O pour
presque tout i.

Les formules universelles définissant la somme dansng (R) gardent un
sens pour les &léments de CW(R), munissant cet ensemble d'une structure de
groupe abé&lien, On définit d'autre part des opérateurs F, V proiongeaht '

ceux de W (R) par

>



) = (aP))

F((a_,) )

iefN iem’

Vla_ Dy o) = (e diem

Enfin, on vérifie qu'il existe sur CW(R) une unique structure de W-module

telle que pour a = (ao,O,...,O,...) € W(k), on ait
-1

a.(x .) = (ag

-i’i ¢ N x-i)iefN’

et les compatibilités usuelles avec les opérateurs F et V. Si Dk est 1'an-
neau de Dieudonné de k, CW est ainsi un foncteur sur la catégorie des k-

algébres artiniennes, 3 valeurs dans la catégorie des Dk-modules.

Soit G un schéma en groupes (commutatif) fini sur k. Le module de
Dieudonné de G est alors le Dk*module
M(G) = Hom(G,CW) ,
ol Hom désigne l'ensemble des morphismes de foncteurs en groupes abéliéﬁs.

Si R est 1'algébre de G, M(G) s'identifiec naturellement 3 un sous Dk-module

de CW(R).

Théoréme 1.2. (gg.[i]) : Le foncteunr quid a4 G associe M(G), est une équi-

valence de catégonies de La catégorie des k~schémas en ghroupes §4inis com-
mutatigs dans La catégorie des Dk—moduieé qui sont de Longueun gindie comme

W-modules .

Un foncteur quasi-inverse peut se décrire comme suit : soit A une
k-algébre artinienne ; si M = M(G), alors

G(A) = HomD M,cu ().
k

1.3. Soit maintenant A une W-algébre libre finie. On définit une application

w

y ¢ CH(A/PA) —> (A g K)/A ,

ot K = Frac(W), en posant, pour a_; € A/pA, et b_i relevant a_y dans A,
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ol )y em
La série obtenue converge pour la topologie p-adique de A & K, et sa somme
ne dépend pas modulo A du choix des rel&vements b_, . De plus, w, est un
homomorphisme W-linéaire, fonctoriel en A.
Soient G un schéma en groupe commutatif, fini et plat sur W, R son

algébre,.ck sa fibre spébiéie, d'algébreAR/pRg On considére l'hbmomorphisme

composé
YR

M(G,) < CW(R/pR) > (R 8 K)/R,

et on hote L(G) son noyau, qui est:donc un sous-W-module de M(Gk)'

Le couple (M,L) = (M(Gk),L(G)) vérifie alors les propriétés suivantes :

Théoréme 1.4. ([4]) :

a) F(H)(\ L = pL ;
b) M= F() @ L ;

c) La restrniction de V @ L est injective.

Un couple formé d'un Dk—module M de longueur finie sur W et d'un sous-

W-module L de M vérifiant les conditions de 1.4 est appelé systéme fini de

Honda. Les conditions de 1.4 sont encore équivalentes aux conditions sui-
vantes :

i) FMD N L =pL ;

ii) Ker(p) = Ker(pIL) ® Ker(V) ;

iii) Rer(F) € In(V).

En particulier, si p.M = 0, FoV = V,F = 0, de sorte que la condition 1ii)

équivaut 3 Ker(F) = Im(V), ou encore Ker(V) = Im(F).

Théoréme 1.5 ([ﬁ]) :

1) Supposons p#2. Alons Le foncteur qui a G associe (M(Gy),L(G)), est
une Equivalence de catigonies de La catigorie des W-schimas en groupes

comnutatifs, finis et plats sun La catigonie des systémes ginis de Honda.



11) Supposons p=2. Alons Le méme Enonci reste vradl 84 on se nestreint
a La catZgonie des schimas en groupes unipotents, nesp. & celle des systdmes
finis de Honda tels que V s04t nilpotent surn M.

Un foncteur quasi-ianverse peut se décrire de la fagon suivante :
soient G un schéma en groupes fini et plat sur W, de systéme de Honda (M,L),

et A une W-algébre finie et libre. Posons
w

L, = Ker(CW(A/pA) A . (AaK)/A).
Alors
ol £11 désigne le groupe des homomorphismes D, ~linéaires
- YR? t k )

Y: M- CW(A/pA) tels que ‘Y(L) C LA°

1.6. Soient en particulier K' une extersion finie de K, A' la cldture in-
tégrale de W dans K' ; on a donc, si G =G X K,

G (K') = G(A") = Hoka’fﬂt(m,L).(cw.(A'/pA').LA.)).

L'action de SK'.= Cal(K’/K) sur GK(K') se fait par 1l'intermédiaire de son
action sur A', donc suf le couple (CW(A'/pA'),LA.). Posons

CW, = lim CW(A'/pA') , & =1lim L,, ,

(on notera l'injectivité des fléches de transition), de sorte qu'il existe
une action naturelle de 9 = Gal(K/K) sur 1le couple (EwK,d;K)'. Par pas-
sage 3 la limite, on obtient 1'expression du module galoisien GKGE) 3 partir
du systéme de Honda de G :

GK(IE) = Hoka,filt((M,L) H (EWK’Q‘;K))'



2 - Structure du systéme de Honda d'un schéma en Fq-vectoriels-

2.1, Soit”@é un corps fini 3 q = pr €léments. On appellera schéma en(Fq-
vectoriels sur un schéma S, la donhée d'un S-schéma en groupes commutatifs
G, fini et plat sur S, et d'un homomorphisme d'anneaux Fq —_— EndS(G).

Pour tout A E'Fq, on notera [}] 1'endomorphisme de G correspondant.

Soit G un schéma en $q—vecto;ie15‘sur W, qu'on suppose unipotent si
p=2. Si (M,L) est le systime de Honda de G,'Fq opére sur (M,L) par foncto-
rialité, et on notera encore [A] 1'endomorphisme de (M,L) défini par
A€ E&. Comme G est annuléd par p, il en est de méme de M, qui est donc un
k-espace vectoriel. Pour tout A € Wq, [X]'eét'donc un endomorphisme k-lind-

aire de M, commutant 3 ¥ et V, pour lequel L est stable.

Pour tout caractére Y : E: —_ k‘, soit Mx le sous-espace de M sur
lequel mq agit par 1'intermédiaire de x. Rappelons que x:est dit fondamental
si 1'application i';!Fq —> k prolonggan; X par X(0) = 0 est additive ; il
existe r caractéres fondamentaux, induits par les r plongements du corps &a
‘dans le corps k, etiqu'on peut noter X, ile Z/r, en choisissant un plonge-
ment particulier x  : Eq > k, et en imposant xi+1 - xg.

On posera Mi = Mxi.

Lemme 2.2. : Avec Zes nolations pnrécédentes,

M= @ M..
i e€2fr

Un argument classique montre que si 1l'on pose

1 -1 A
T o= —— x(2) Al -,
x al, éw: b=

1'image de m, est MX, et les L constituent une famille d'idempotents

orthogonaux, de somme l'identité. Par suite,

M= 25 M,
X ¢ F: — k¥ X



et i1 suffit de voir que si HX ¥ 0, x est un caractére fondamental. Soient
Asu E‘Wq, et X € MX, x # 0. La relation [A+u] = [A] + [u] dans End(#4,L)

donne
D] @ = D@+ W,
soit

xO+wx = (x(WD)+x(u))x ,

d'ol 1l'additivité de .

Lemme 2.3 : Pour tout i,

FM) c M, » VOL) e M .

Puisque 1l'action de @q commute 4 F et V, on a, pour x € Mi’
@) = R ) = Fiy 0x) = x (OP.Fx) = x;,; () F@),

de méme, V(x) € M,

de sorte que F(x) E‘Mi i-1°

+] °?

Corollaire 2.4 : Supposons que G s0it de rang r sur k. Alons, pour tout i,

dimk Mi = 1,

= 0, D'aprés 2.3, Fest nul sur ¥, .. Si1 x ¢ M

i i-1 i-1°

X est donc de la forme V(y), d'aprés 1.4 iii). Quitte 3 remplacer y par sa

Supposons que

composante sur Mi’ on peut d'aprés 2.3 supposer que y € Mi’ donc y = O,

X = 0, et par suite M = 0. Par récurrence, on en déduit que M = 0, ce

i-1
qui est absurde. Donc, pour tout i, dimk Mi > 1. Or la dimension de M sur
k est €gale au rang de G, soit r, et il y a r caractéres fondamentaux, d'ol

le résultat.

On suppose désormais que G est de rang r sur k.

Lemme 2.5 : Supposons k algébriquement clos. Alons M posséde une base

(ei)i&Z’/r’ telle que

a) e, engendne M,

b) soit F(ei) =e 04t V(ei+1) =ey.


http://po66e.de

Choisissons pour tout i un générateur ei de M,. Deux cas sont

possibles :

1) si F(ei) # 0, on a F(ei) = g » avec a, € K" 5

4
1 %141

est de la forme V(y), pour y ¢ M

ii) si F(e') =0, e! 1+

i
un unique e € ™ tel que V(o

1° et il existe

1 1+1)

T

] . . ges
Posant e; = €; ey, avec ¢ € k, on voit que les e, vérifieront la

i

condition b), si et seulement si

i

soit
e,., = F(e,) = F(e,e!) = ePF(e)) = ePa, el e ,
i+l i i7i i i i %4 i+1 €1 %4 141 G141
soit
ey = Vleyg) = Ve, efy) = 145 Vegyy) = eii{ 11/p e =
1/p ~—1/p e
€141 %4 i G
c'est-d-dire si et seulement si pour tout i
€41 = % ei.
Par suite, €y doit étre racine de 1l'équation
ep;= (dpr—l/a r-2 . )—1 .
i i i+l "7 Tier-l i’

qui posséde des solutions non triviales puisque k est supposé algébrique-

ment clos. L'un des €y étant choisi de la sorte, les relations précédentes

déterminent alors les €, pour tout i.

Lemme 2.6 : Avec fes notations précédentes, L€ existe une suite d'indices

Lysees,i, telle que e, ,... e, fgorment une base de L, et Les e, poun
1 d 11 14 i

i' 4 1,,...,1; une base de F(t1).

d

Puisque L est stable sous 1l'action de Eq, il admet une décomposition

L ¥ 2 < = = L t
= eaLx, avec LX c MX Comme dim Hx__ 1, on a Lx 0 ou LX MX Lorsque

X
X = Xi est un caractére fondamental, on notera Li = Lx ; solent
d i
11""’id les indices tels que Li # Q : alors L = jgi-Lij, de sorte que
e seeesey forment une base de L.

1 d



D'aprés 1.4, ¥ = L @ F(¥). Comme F(M) est engendré par les F(ei), et
que les F(ei) non nuls sont une partie des e s les e, pour i 4 11,...,id

forment une base de F(M).

2.7. Supposons d'abord que L # O et L # M. On note oy j € Z/s, les indices
tels que La # 0, La.+1 = 0, l'indexation par Z/s étant définie par 1l'unique
applicationjzls — %/r telle que 1l‘'application composée

[l,s] —> Z/s —> Z/r —> [i,r] soit strictement croissante. Pour tout

j € 2/s, on note Mj, m; les entiers < r dé&finis par

m, m, +1
viw y#0 , v @ =0,
a o
A ]
nj n,+1
Fi(L )40 , FJ @ )=o.
o a
B h]
On remarquera que mj > 1, car V est injectif sur L ; de méme, nj >1,
car Lu = 0, donc e, 41 F(}) d'aprés le lemme précédent, donc
?(ea ) = e, 417 d'ol F(La ) # 0. En particulier, on peut encore caractériser
j h| A
les indices aj comme &tant ceux pour lesquels F(ea Y # 0, V(ea ) # 0.
] i

On étend ces définitions aux cas L = 0 et L = M en posant alors s = 1,
et en prenant pour @; un indice arbitraire dans Z/r. On a alors, si L =0

r
F(e )==e s, V(e ) =0,
% % %

puisque F(M) = M, donc F est un isomorphisme; on pose denc m = o, n, =r.
De méme, si L = M,

Fle_ )
*1 1

r —
0 . v (ed ) = eals

et on pose my =T, n; = 0. On remarquera que ces deux cas se produisent
si et seulement si la réduction Gk de G modulo p est &tale, resp. de type

muitiplicatif.

Proposition 2.8 :

i) Avec £es notations précédentes, M est Le Dk—moduﬁe engendné par des

géniratewrs (xi) , doumis aux relations

ied/s
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a) px; = 0

n m
b) F ;(xi) -y il

(xi+1)'.

ii) L est engendrs pan fLes vj(xi) pour 1 € /s, 0 < j < m, .

Si'Gk est étale ou de type multiplicatif, on prend pour x, 1'un quel-

1

conque des e et 1l'assertion est claire. Sinon, on pese xi =e, .
- i

Pour prouver la relation b), observons que
n ’-ni+1
e J=e , F (e, ) =0,

o

i
donc V(ea +n +1) = F (e .).
ii i

Si F(e ) = 0, alors V(e Y =e .
ai+ni+1 ai+n1+2 ai+ni+1
2 'y
donc V(e ) =F “(e. ) ; coome F # 0, on obtient en itérant m
agtng+2 %

m! n

i ' i '
) #0 V (e o 4) =TF “(e. ) £ 0.
agtng oy @g¥n,tmy &y

N tel que

F(e

Ceci caractérisant les indices a s etm! =m, ..

+n,+m'
E on a donc ai n,+m, 4 141

i 170 T %441

D'ol b), et les relations

di+1 - o, =m + O, Z (mi + ni) = r,

i
On voit aussi que chacun des ej est image par un 1téré de F ou V de 1'un
des X5 de sorte que les X, engendrent }{ comme Dk~modu1e.

Soit alors M' le Dk-module,engendré par des générateurs x{ soumis aux

relations a) et b) ; on peut écrire
s ni : : mi+1
M' = (k{F,V]/(FV,VF)) / (F (xi) -V (X£+1)),

ol k[?,Vﬂ est 1l'anneau de polyndomes non commutatif tel que Fa = apF,

apV = Va. Le D, -module M est de fagon naturelle un quotient de M'. Or I’

k
est engendré sur k par les Fj(xi), 0<j<ny, et les Vj(xi), 0<j<n,

de sorte que
dim (') < E (m+n,) = ¢ ;

comme M est de dimension r sur k, M' =

I
<
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D'autre part, L est engendré par les e ¢ F(M), et, d'aprés ce qui
m
précéde, ce sont exactement les vecteurs e , V(e )j;eee,V i'-1(e ), d'ol
1'assertion ii).

3 -~ La représentation galoisicnne définie par un schéma en Fq—vectoriels.

On suppose k algébriquement clos. Soit G un schéma en @q-veccoriels
sur W, qu'on supposc de rang q = pr, et unipotent dans le cas p=2. On va
calculer explicitement le groupe GK(E) des points de Gy a valeurs dans la
clature algébrique‘ﬁ de K, qui est donc uanq—vectoriel de dimension 1,
ainsi que l'action sur celui-ci du groupe de Galois G = Gal(K/K). Cette
action, étant compatible 3 la structure Fq-vectorielle, se fait par l'in~

termédiaire d'un caractére VY : E} —_— W: que 1l'on cherche 3 expliciter

3 partir du systéme de Honda associé 2 G.

3.1. Soit (¥,L) le systéme de Honda de G. D'aprés 1.6,

G (K) = “°“’nk,f11t‘““*)’(€w 2 o8))

{f € Homy (M,€U3) |wo¥l, = o0},
k -

ot w est 1'homomorphisme défini en 1.3. D'aprés 2.8, un tel Y est déterminé

par sa valeur y; sur les X5 i € 2/s, et 1'on obtient

n m
i . ~ 1 _oiirl
Hoka(M,‘G’U}K) = {(Yi)i c Z/Slyi Qﬁ J.%{, pyi—O, F (yi) v (Yi+1)}.

)

Posons vy = ( , oli les a_, i € A'/pA', A' étant 1l'anneau des en-

a-j,i jem 3

tiers d'une extension finie K' de K. Les conditions précédentes s'écrivent :

P =0 ;

(3.1.1) Pyi = O < V jil9 (a__j’i
n m ni
i _ g 1+l P p
(3.1.2) F (yi) =V (yi+1) <==> ¥ j>0, (a_j,i) a‘j‘mi+1’i+1 .

La condition ¥() c ;ﬁy s'écrit d'aprés 2.8
vi, Vj<nm

o YD) = Vv € %,
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Choisissant pour tous i,} un relévement b_j i de a_j i dans A', cette
. 9 ’

relation 's'écrit -

(3.1.3) Vi, Vi<m, ] p Blyon,i € A"

n=o

Lemme 3.2. : Sous £es hgpothébeb précédentes, GR(E)_A'identigie a L'en-
semble des classes de congruence modulo p de familles d'élements

, ol £es b_, . sont des entiens d'une extensdion finie

(b-j.,i)i e Bhs,0<)<m
de K et vinifient Les nelations
a.
i
P -
(3.2.1) Vi, (bO,i) =b

3.1

i+l mod p,

1

Mie1°

(3.2.2) V4,V 3§ <m,b *p

.1 (b_j_lyi)p =0 mod p.

Les relations (3.1.2) entrainent les rclations (3.2.1). Montrons les

relations (3.2.2). D'aprés (3.1.1), on peut &crire pour j > 1

p
b . = pPC
-3,1 P =317 1. ot n-1 1 n-1
' , : -n-1-.p = nPp -l P
avec c-j,i € A'. Donc, pour n > 1, p b7 -n,1 P ) c—j-n,i'
Or, si p # 2, pn_l-n—l >20sin > 2, de sorte que dans ce cas,
n
-n-1 Ej-n 1 est entier pour n > 2. Les relations (3.1.3) se réduisent

bd .

alors 3 -1 -2 p
. - A
Vi Vi« mys P b—j,i + p b—j—l,i €A,

c'est-a~dire (3.2.2). Si p = 2, on a sculement Znnl-n-l_: 0 pour n > 3, et

les relations (3.1.3) se réduisent i

Vi,Vj<m, plb +p 2 P +p3 bpz € A'
’ 12 PPy TP P TP Py g
soit encore
(3.2.3) Vi, Vj<m, b, 6 +pLbP +p2 bpz' e pA'
e » 1° P-j,1 TP Yye1,i TP Poyp €PR
Mais pour p = 2, G est unipotent par hypothése, de sorte que V est nil-
m, +1
i = ' - =
potent, et, pour tout i, V (yi) 0, c'est a dire a~mi-n,i 0 pour n>l.
On pédt donc supposer b = 0 pour n>l, et on obtient pour j = m,~1
-mi—n,i — i
-1.p =
b~m1+1,i +p b—mi,i 20 ‘mod P

Procédent par récurrence descendante, on suppose (3.2.2) vraie pour j .
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Les deux termes étant entiers, on obtient par &lévation 3 la puissance

p-iéme

2

p = (en) P P 2

b-j,i z (-p) b-j—l,i mod p°,
soit

Pt eP. | = —(-p)7Pt bP mod

-j,1 - "\P -j-1,1 L
En substituant dans (3.2.3) pour j-1, on obtient
2
-2_ -p-1 P =

b"‘j"’l,i + (P ("P) ) b__ _1’1 - o Md P’
| ~p-1 p-1 pz -p-1 pz :
donc (-p) ((-p)* =) b est entier, donc (-p) b aussi,

2 -j-1,1 -§-1,1

et p-2 bP € pA'. Par suite, la congruence (3.2.3) pour j-1 se réduit

-j=-1,1
d la congruence (3.2.2) pour j-1, ce qui &tablit la récurrence.

Réciproquement, si on se donne une famille (b_j i) vérifiant (3.2.1)
’

et (3.2.2), on prend pour a la réduction modulo p de b_j g 13 <uy,

o PR
et 0si j> m, sauf dans le cas ol G est de type multiplicatif, oi 1'on

pose a_j 1 = a_j. 1’ ol j' est le reste de la division de j par r.
’ ’ .

On vérifie alors sans difficulté les relations (3.1.1) & (3.1.3).

Lemme 3.3 : Soit (b une gamille d'élements de A' vérigiant

-3 ,i)iez/s,oij_f_mi
(3.2.1) et (3.2.2). Supposons qu'il existe des indices (i,§) et (1',j') et

des entiens o,B, tels que
a
(-p) B bgj,iz‘b-j’,i' mod p.

Alons

a) S{ j'#0, Les b__j § Vi gient La congruence
3
-pB-1 bpu+1 . ,

-j,1 ‘j'+lai'

(-p) mod p.

b) SL j'=0,£e8 b_ virniglent La congruence

Dyt o+
2t L
-j':i

3,1

-p, mod .
( 1’2 mi|+19i.+1 P

a) Elevant la congruence 3 la puissance p, on obtient

P bP | = bP mod p?
P 1,4 7 O-p',1 P
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d'oli
o a+l .
.y PB-1 _.p = ("Ll P =
( P) b—j,i - ( p) b’j',i' - -j'*l,i' mOd p

d'aprés (3.2.2).

b) La congruence donnée entraine

n
i'_ . _a+n

)P B P 1P
( p) b-jti - boni' B bmi'+l’i'+1 mod p

. nif

d'aprés (3.2.1).

. { ; X317 ! ;-
Lemme 3.4 : Soit (b-j,i)iGZ/s,Ojjf_mi une gamille d'éléments de A' veri
fiant (3.2.1) et (3.2.2): Poun-tout (1,i), posons
% T b e €5 S i G 5 (i 1 0 2 S
T S Y N > P et
n=l n=j+n 1+1 n=j+n {104ty +1+1
T
r-n
. P .
ntr—mi+j+1
Alons B_j i verifdie La congruence
H
r U, -4 . u +1
X = i,] i b
bp = ’ Y
-3,1 ('P) b‘j’i mod P

11 suffit de partir de la relation (3.2.2) si j # O (resp. (3.2.1) si
j = 0), et d'appliquer le lemme précédent jusqu'd ce qu'on obtiemne

(1‘aj') = (1,3).

Fixons (i,}), et posons u = My 5
H]

p+l

Lemme 3.5 : Soit x € A' ted que x3 2 (-p)Px mod pM'T. Alors L existe un

1

unique x' ¢ & tef que x'% = (~p)Mx' et x' = x mod p (A désignant L'anneau

des entiens d'une cliture algébrique X de K).

Posons P(X) = x% - (—p)“x. Par hypothése, P(x) = a, avec v(a) > u+l,
ol v est la valuation p-adique normalisée par v(p) = 1. Si x' = x+py, il
faut montrer qu'il existe un unique yeéK tcl que P(x+py) = 0. Le développe-
ment de Taylor de P(x+py) donne

P(x+py) = 3 ent an™t P ),
i=0
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de sorte que y doit @tre racine du polyndme unitaire

- - q
ap = ] eV hanTeMe o T, s
i=o0 i=o 1

Tout d'abord, le terme constant aq est p_q P(x) = p—qa, d'oil v(aq)-v(a)-q,

donc
V(aq) > —q+utl.

Le terme o est q-q+1 P'(x), et P'(x) = q xq_1 - (—p)u.

q-1
Corme x? - (-p)ux -a =0, v(x) 3_(q-1)_1u, d'ed v(xq-l) >y, et

v(P'(x)) = u. Donc

vio_ ,) = -q+u+l,

et q-1

via_ ) < v(aq)e

q-1
Observons que |1 est une somme de puissances de p, toutes distinctes et
d'exposant strictement inférieur 2 r, de sorte que u < q=pr : 8f p=2, G est
unipotent, donc m, < T, et M est somme d'au plus r-1 puissances de p, si
bien qu'on a pour tout p 1'inégalité p+l < q, d'oii

v( ) < 0.

aq-l
Enfin, pour { > 2,

vie, ) = w3 Tan™ pW )
= V(P—q+i(i!)—1(q)!(q—i)!_l x4y
= ~q+i+v((D) + (a-D)v(x)
2 v - q+i+(q-1) (g=1) "Tu

> v((g))-q+q(q~1)'1u+(q—1)"1(q-1-u)1ﬂ

or v((g)) >1, q(q—l)—1 v >u, q-1-u > G, de sorte que
Vi>2 V(aq-i) > v(aq—1)°
Le polygdne de tewton de O montre alors que 0 posséde une unique racine

entiére.

3.€. Rappelons (cf. [7]) qu'on définit un caractére

Og-1 ¢ Q= GALE/D) —> y  (®) = u , (A)

en choisissant 7 € X tel que Cq-l = p, et en posant, pour g ¢ g,,

g(2) = @q_l(g)-z-
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) é. ' :ﬁk'p‘ .
On notera eq_l le composé de eth et de 1'isomorphisme uq_l(A) > uq_l(k).

Pour tout caractére fondamental x, : W: ih>_uq_1(k); on notera

» .
Wi : uq_l(k) > Fq son inverse ; on a donc

P oo
woey .
Proposition 3.7 : Soit (yi)iez/s une famifle d'éléments de 5U.7K virnifiant
Les conditions {3.1.1) & (3.1.3). Alons, pour tout g ¢ g .
u
i,o

8(Yi) = Gé_l(g) Yy

Montrons d'abord que pour tout i, et tout j <my,

(3.7.1) @ . ) =5 (g b
.7. gla_y o) =9, g g

: u
D'aprds 3.5, il existe une unique racine £ de 1'Zquation x? - (-p) i’jx = 0

M
§,1° I E#0, £ est de la forme uZ i’j, ol
2
u

u est une racine (q-1)-iéme de (-1) 1,3 Comme k est algébriquement

dont la réduction modulo p est a_

clos, u € ¥, donc est invariant par gg, d'oli 1'assertion.

Observons alors que pour tout j < r

j=l o 3-1
Py ot 16T v 65D (T .

o}

n=o n=0 1
q-1 “i0 PHy g
Comme (6_ ,) = 1, on en ddduit que (8 ) ° (o_ ;) 34, d'old
q-1 3 q-1 q-1
u ue
— i, _ = 1,0/P
La relation (3.7.1) s'dcrit donc
(3.7.2) Vi, V P (. ) =8 .( )“i’°/p.1
.7.2) s jsmy, 8 a_y 4 q-1(% 'a~j,i'

51 § > my, a 0, sauf dans le cas ot G est de type multiplicatif, ot

~§,1
a_j ( ® a_j, i j' &tant le reste de la division de j par r ; comme
» : g : : 2
(eq—l)q = eq-l’ le relation (3.7.2) est donc vraie pour tout j°.
On obtient alors
/ 3
- ui,o P
u
_ i.0
- eq"l (8) '(a_j’i) ®

car eq_l(g) est le vecteur (5&_1(g),0,.,.,0,,..) de W(k).
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Théoréme 3.8 : Avec £es notations de 3.6, £'action de Cj sdun e Fq—veotoud
- . -— »* -
de nang 1 G, (K) se fait pan Le caractire \Poeq_l : (3-—> wq, ol
¥ . k) — *_ est donné par
uq_l( ) n«*q 0 o

Yo=Y, ....¥, |,
I i1s

Les indices 11500051, Stant ceux powr Lesquels Lx $ 0.
i

En particulier, les exposants des caractéres fondamentaux sont &gaux
30oul (cf. [6], th. 3.4.3).
Reprenant les notations de 3.1, la proposition précédente montre que

pour g € G, fe 6 (X), )

. - u
Viez/s, g(¥0x)) =0 () 0 Mxp) = €@ () 0 xp).

q-1
Rappelons que Fq agit sur X, = eo‘i par le caractére fondamental xai,
Ecrivant
éa_l(g)ui’° = Xy, ° wai<6§_l<g>ui’°) -y, (B0, 918
i i
on obtient, en notant (g,¥ ) —> g.' 1l'action de (3 sur GK(Eb, et

(A,%) t—> [A]‘P celle de Fq,
(g'??(xi) = g(foi))

P (10 LT (@)ex.)
Xai Tay ° Og-1'8/7 %4

K1 . 5 (e)] )
0,1 L] Q"‘l 4 xi

[}

c[ui°° T (2] P) (=)
Wui o q_lg Xi .

Or

n,+m
_ 1 i+l r-n ¥ r-n
ui o - Z p +.en+ Z‘ p 3
’ n=ni+1 n=y-m, +1
d'ol
io ni+mi+1 r-n r pr—n
v (1T 54 ) xeox TV ¥ ) .
i n=ni+l i n=r—mi+1 i
CT e (T )
= ¥ XesoX ] o
n=ni+1 ai+n n=r~mi+1 ai+n
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D'apréds 2.8, ii), les indices a +ni+1,...,ai+ﬁ +m

i 170541 T %4410
sont précisément les indices il"'"’id tels que Lx # 0.

ai-'mi*-l,..ﬂ,a .

1
Pogant ¥ = ¥, ,...,¥, , on obtient donc
i id

VgeG, V Ve GK(zZ), VieZs, (2-P)(x) = ([w.,aq_l(g)].te)(xi).

Les X, engendrant !f comme Dk~nodu1e, g.\fp = [?oéé_l(gj]w,et Qﬁ agit par le

—

caractire Wpeq_l

LN
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