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SYSTEMES DE HONDA DES SCHEMAS EN (F -VECTORIELS 

par 

Pierre 3ERTHEL0T 

Soient k un corps parfait de caractéristique ρ > 0, W lfanneau des 

vecteurs de Witt à coefficients dans k, Κ son corps des fractions ο 

Généralisant les résultats de Grothendieck [5j sur la classification des 

groupes p-divisibles, Fontaine a montré jj4] que la classification des 

schémas en groupes commutatifs, finis et plats sur W, peut se faire au 

moyen du "système de Honda** d'un tel schéma en groupes G, système formé 

du module de Dieudonné M de la réduction G^ de G sur k, et d'un sous-W-

module L c M vérifiant des conditions rappelées plus bas. De plus, la 

théorie de Fontaine permet de répondre, dans le cas fini comme dans le 

cas p-divisible, à la question posée par Grothendieck dans [p] : comment 

construire la représentation de Gai (K/K) fournie par la fibre générique 

de G, à partir du couple (M,L) classifiant G ? 

Nous donnons ici un exemple indiquant comment cette construction peut 

être utilisée pour obtenir des informations sur la représentation galoi-

sienne définie par G, Si H est un quotient de Jordan-Holder de G, il existe 

un corps fini F et une structure de schéma en F-vectoriels sur E, de rang 

1 sur F, telle que la restriction au groupe d'inertie I de la représenta

is 

tion galoisienne définie par H se fasse par un caractère Ψ : I — > F (cf. 

[7 ] ) · Répondant à une question de Serre, Raynaud a montré [ô] que le carac

tère Ψ peut s'écrire comme produit des caractères fondamentaux de I, chaque 

caractère ayant pour exposant 0 ou 1 (W étant ici absolument non ramifié). 

k partir des résultats de Fontaine, on obtient une autre démonstration de 

ce résultat, ainsi qu'une description très simple du caractère Ψ à partir 

du système de Honda de H, et de l'action de F sur ce système (théorème 3.8)« 
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On peut d'autre part espérer que cette méthode se généraliserait au cas où 

l'on remplace le groupe G par l'homologie étale (X^, 2/p 2) de la fibre 

générique d'un schéma X propre et lisse sur W (comme le demande Serre dans 

[Τ]), si l'on disposait d'une construction analogue à celle de Fontaine, 

reliant la cohomologie cristalline de X^* munie de la filtration de Hodge 

définie par X, à la cohomologie étale p-adique de X^ (voir l'introduction 

de [ί]). 

1 — Représentation galoisienne associée à un système fini de Honda. 

Rappelons brièvement la classification des schémas en groupes commutatifs 

Einis et plats sur l'anneau des vecteurs de Witjt d'un corps parfait, d'après 

Fontaine ( [ 2 ] , [4] ) . 

1·1· Soient k un corps parfait de caractéristique ρ > 0, W » W(k) l'artneau 

des vecteurs de Witt S coefficients dans k. Pour toute k-algèbre artinienne 

R, on note CW(R) l'ensemble des suites 

χ « (...,xel>...fxo) « e t u 

telles que, pour presque tout i, x_^ appartienne au radical de R. 

Les applications 
Wn(R) > CW(R) 

qui associent à y - (yj)Q<j<n-i l a suite (x..^ e m définie par 

χ , = y - . pour 0<i<n-l, χ . « 0 si i > n, -i Jn-l-i v 9 - 1 — 

définissent une injection 

£ (R) - ligi W (R) c > CW(R), 

η 

identifiant #(R) à l'ensemble des suites (x^) telles que x ^ « 0 pour 

presque tout i. 

Les formules universelles définissant la somme dans W (R) gardent un 

sens pour les éléments dè CW(R), munissant cet ensemble d'une structure de 

groupe abélien. On définit d'autre part des opérateurs F, V prolongeant 

ceux de (R) par 
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Enfin, on vérifie qu'il existe sur CW(R) une unique structure de W-module 

telle que pour a » (a 90,···,0,···) e W(k), on ait 
-i 

a- ( x-i )i βΓΗ " ( ao X-i }i € m 9 

et les compatibilités usuelles avec les opérateurs F et V· Si est Pan

neau de Dieudonné de k, CW est ainsi un foncteur sur la catégorie des k-

algèbres artiniennes, à valeurs dans la catégorie des Démodules» 

Soit G un schéma en groupes (commutatif) fini sur k. Le module de 

Dieudonné de G est alors le D, -module k 

M(G) = Hom(G,CW) , 

où Hom désigne l'ensemble des morphismes de foncteurs en groupes abëliens. 

Si R est l'algèbre de G, M(G) s'identifie naturellement à un sous D^-module 

de CW(R). 

Théorème 1.2. (cf. [2]) : Le ^oncteuA qui à G OAàocld M(G), QMt une iqul-

ι/otence de catégosUQA de la ccUègosUa. deo k-AchojmaA m gioupu ^AJUA com-

mvutatifa dam la o/vCigonlz deo O^-modul&> qtU AOVU de longutun. yjilz comme 

W-moduleA. 

Un foncteur quasi-inverse peut se décrire comme suit 2 soit Λ une 

k-algèbre artinienne ; si M « M(G), alors 

G(A) « YLom (M,CW(A)) 0 

\ 

1.3. Soit maintenant A une W-algèbre libre finie. On définit une application 

w A 1 CW(A/pA) > (A δ^Κ)/Α , 

où K » Frac(W), en posant, pour a_^ e A/pA, et b_^ relevant a_^ dans A, 
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00 i 

i=o 

La série obtenue converge pour la topologie ρ-adique de A a K, et sa somme 

ne dépend pas module A du choix des relèvements b_^. De plus, est un 

homomorphisme W-linëaire, fonctoriel en A« 

Soient G un schéma en groupe coinmutatif, fini et plat sur W, R son 

algèbre, sa fibre spéciale, d'algèbre R/pR» On considère l'homomorphisme 

composé 

M(Gk) C_CW(R/pR) — > (R^K)/R, 

et on note L(G) son noyau, qui est donc un sous-W-module de M(G^)· 

Le couple (M,L) * (M(G^),L(G)) vérifie alors les propriétés suivantes : 

Théorème 1»4, ([4]) : 

a) F(îî) Π L » pL ; 

b) M - F (M) φ L ; 

c) la sieAt/iicition de, V â L eAt InjzcXÂjoz. 

Un couple forme d'un D^-module M de longueur finie sur W et dfun sous-

W-module L de M vérifiant les conditions de 1Λ est appelé système fini de 

Honda» Les conditions de 1.4 sont encore équivalentes aux conditions sui

vantes s 

i) F (M) η L pL ; 

ii) Ker(p) - Ker(p|L) Φ Ker(V) ; 

iii) Ker(F) C Iia(V). 

En particulier, si p.M • 0, FCV « V CF = 0, de sorte que la condition iii) 

équivaut à Ker(F) * Im(V), ou encore Ker(V) « Im(F).. 

Théorème 1.5 (DU) S 

i) Suppooonà ρφ2. ΑΙΟΛΛ le. ionctem qui à G abàocle. (M(Gk),L(G)), zàt 

une. équivalence, de. ααΧ&§οηλοΑ de la cattgoile du W-^diémaô en g/œupeA 

commutait fa, ilnU et platà 6U/L la catigoile de* 6y*terne* £tni6 de Honda. 
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il) Supposons p*2. Mou li momt Ιηοηύί KUtt vmi Ai on -ie Xtet/iQAJKt 

à la atfégoiiz doA àch&naà en gtoupeA imipotontM, κζλρ. à c e t t e du &y6t$ma> 

iixûA de Honda tzSU que V toit nilpotzwt *VJL M. 

Un foncteur quasi-inverse peut se décrire de la façon suivante : 

soient G un schéma en groupes fini et plat sur W, de système de Honda (M,L), 

et A une W-algèbre finie et libre» Posons 
w 

L A - Ker(CW(A/pA) > (A Β K)/A). 

Alors 
G A * Honijj ' f U t ((M,L), (CW(A/pA),LA)), 

le 

où Hom^ £±\t désigne le groupe des homomorphismes D^-lineaires 

*f : M — > CW(A/pA) tels que *f(L) C 

1.6. Soient en particulier K' une extension finie de K, A 1 la clôture in

tégrale de W dans K' ; on a donc, si * G K, 

GK(K') » G(A
f) * Hon^ f i l t((M,L) f(CW(A

f/pA f),L A.)). 

k* 

L 1 action de <jRf » Gal(K'/K) sur GK(K') se fait par l'intermédiaire de son 

action sur A', donc sur le couple (CW(AVpA') ,L^t) · Posons 
- lim^ CW(A'/pA') , *g « 11«^ L A f , 

K K'/K K K'/K A 

(on notera l'injectivité des flèches de transition), de sorte qu'il existe 

une action naturelle de C| a Gai (K/K) sur le couple (^ΐ# κ ><£ κ). Par pas

sage à la limite, on obtient l'expression du module galoisien G^(K) à partir 

du système de Honda de G : 

GR(K) « Hom^ f ((M,L) , (feU>Kf«£K)). 
k* 



- 6 -

2 - Structure du système de Honda d'un schéma en (F^-vectoriels-

2ml. Soit ÎF̂  un corps fini à q « ρ éléments. On appellera schéma en flF^-

vectoriels sur un schéma S, la donnée dfun S-schéma en groupes commutatifs 

G, fini et plat, sur S, et d'un homomprphisme d'anneaux <F > Endg(G). 

Pour tout λ € «ρ , on notera [λ] l'endomorphisme de G correspondante 

Soit G un schéma en IF^-vectoriels sur W, qu'on suppose unipotent si 

ρ«2· Si (M,L) est le système de Honda de G,-<F opère sur (M,L) par foncto-

rialitë, et on notera encore [λ] l'endomorphisme de (M,L) défini par 

λ € flF^. Comme G est annulé par ρ, il en est de même de M, qui est donc un 

k-espace vectoriel. Pour tout λ € IF^, [λ] est donc un endomorphisme k-liné~ 

aire de M, commutant a F et V, pour lequel L est stable. 

Pour tout caractère χ : < F — > k , soit le sous-espace de Κ sur 

lequel (F agit par l'intermédiaire de χ. Rappelons que χ est dit fondamental 

si l'application χ : JF̂  —<-> k prolongeant χ par χ(0) « 0 est additive ; il 

existe r caractères fondamentaux, induits par les r plongements du corps β? 

dans le corps k, et qu'on peut noter χ^, i € 2/r, en choisissant un plonge-

ment particulier χ ο : ff <^~> k, et en imposant x i + 1 » x^. 

On posera M, - M · 
1 xi 

Lemme 2 .2 . : Avec Zd6 notation* ptâcidzntQA, 

M — © M,. 
i e 2/r 1 

Un argument classique montre que si l'on pose 

X q λ € F 
q 

l'image de π est M , et les ir constituent une famille d'idempotents 
X X X 

orthogonaux, de somme l'identité. Par suite, 
M - ® M , 

χ : IF — > k Λ 

q 
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et il suffit de voir que si M ψ Ο, χ est un caractère fondamental. Soient 
λ 

λ,y e-iF , et χ e M . χ φ 0. La relation [λ+μ] = [λ] + [μ] dans End(M,L) 

donne 
[λ+μ] (x) « [λ](χ) • [μ] (χ) , 

soit 
χ(λ+μ)χ * (χ(λ)+χ(μ))χ , 

dfoù lfadditivité de χ. 

Lemme 2*3 : Pou/i tout i, 

P(M1) C M 1 + 1 , V(Mi) C M.^. 

Puisque l'action de (F commute à F et V, on a, pour χ € M^, 

[X](F(X)) « F([A](x)) =* F(X j L(X)x) * X i (A) P -F(x) « Χ 1 + 1(λ) *F(x), 

de sorte que F(x) e M^+^ ; de même, V(x) c Mj_^. 

Corollaire 2»4 : SuppoAOnA que G àoit de. Jiang r 6usi k. A£o/Lo, ροα* £ou£ i, 

dim^ « 1. 

Supposons que s 0. Dfaprès 2.3, F est nul sur M^_j. Si χ e 

χ est donc de la forme V(y), dfaprës 1.4 iii). Quitte à remplacer y par sa 

composante sur M^, on peut dfaprès 2.3 supposer que y 6 M^, donc y - 0, 

χ » 0, et par suite ^ » 0. Par récurrence, on en déduit que M » 0, ce 

qui est absurde. Donc, pour tout i, dirn̂  > 1. Or la dimension de M sur 

k est égale au rang de G, soit r, et il y a r caractères fondamentaux, d'où 

le résultat» 

On suppose désormais que G est de rang r sur k. 

Lemme 2.5 : Suppo6oru> k algzbKJbquement cZo6. Mou M po66e.de. une. baàe. 

( ei> i e z/r 5 teJUiz que. 

a) e. engend/ie IL ; 

http://po66e.de
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Choisissons pour tout i un générateur e| de M^. Deux cas sont 

possibles : 

i) si F(ep Φ 0, on a F(eJ) « a± ej + 1, avec a± € k* ; 

ii) si F(ep » 0, e£ est de la forme V(y), pour y £ M 1 + 1 , et il existe 

un unique €T k tel que ν(α^ ej-+^) β 

Posant e t
 s e^, avec £ k , on voit que les e^ vérifieront la 

condition b), si et seulement si 

soit 

ei +i "
 F ( ei> - F ( e i e P

 = e ï F < e P - e l a i e i + i β ei ai e l l l ei +l · 
soit 

e . vie V · Vie e' > «ε 1^ 1* Vie' ) • ε1^1* cT 1^ 1* e' * ei ν ι β1+ΐ ' V^i+1 ei+l' i+l V^ ei+1 ; Gi+1 ai ei 
ei/ P α-ι/ρ e-i- e 
ei+l ai Ei ei ' 

c'est-à-dire si et seulement si pour tout i 

ei + l = °i C l ' 

Par suite, doit être racine de l'équation 

r r-1 r-2 -1 

ε 1 = ( α ϊ « î - l " " « W l * ei · 

qui possède des solutions non triviales puisque k est supposé algébrique

ment clos» L'un des ε^ étant choisi de la sorte, les relations précédentes 
déterminent alors les ε̂^ pour tout L 

Lemme 2.6 ι Auec ùut notcuUoyu ptâctdznteA, ÂJL dxiàto. une hvJXn d'incttcte 

i15...,i, tzSUuL que e. 9.·.,β. <$o4wient une ba6Z de L, e t £ea e., ροακ 
1 d 1 

i' φ i1,...,id une faooe de F(M). 

Puisque L est stable sous l'action de JF̂ , il admet une décomposition 

L » φ L , avec L c M » Comme dim M < 1. on a L * 0 ou L « M . Lorsque 
χ Χ X X X - ' X X X 

Χ β X. est un caractère fondamental, on notera L. * L j soient 
1 d Xi 

i^,...,i^ les indices tels que L^ φ 0 : alors L « φ L^ , de sorte que 

e. , « . o , e . forment une base de L. 
h Xd 
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D'après 1.4, M « L$F(M). Comme F (H) est engendre par les F ^ ) , et 

que les F(e^) non nuls sont une partie des e^, les pour i φ i^,. e e 5i d 

forment une base de F(M)« 

2.7. Supposons d'abord que L φ 0 et L φ M. On note eu 3 j β Z/s, les indices 

tels que L φ 0, L +^ = 0, l'indexation par 2/s étant définie par l'unique 

application 2/s — * Z/r telle que l'application composée 

[l,s] — > 2/s — > Z/r — > [l>r] soit strictement croissante» Pour tout 

j € 2t/s, on note M^, nij les entiers £ r définis par 

m. m.+l 
V J(L a ) Φ 0 , V J <La ) - 0 , 

- η η +1 
F J(L ) φ 0 , F J (L ) = 0, 

On remarquera que nu c a r v e s t injectif sur L ; de même, n^ ·> 1, 

car +^ » 0, donc e^ +^ e F(H) d'après le lemme précédent, donc 

?(e a )
 s e

a 4.̂a d'où FiL^ ) φ 0. En particulier, on peut encore caractériser 
aj aj aj 

les indices α comme étant ceux pour lesquels F(e ) φ 0, V(e ) φ 0. 
J aj J 

On étend ces définitions aux cas L = 0 et L = M en posant alors s « 1, 

et en prenant pour un indice arbitraire dans Z/r. On a alors, si L - 0 

Fr(e ) - e , V(e ) - 0, 
α ι α ι α ι 

puisque F(M) = M, donc F est un isomorphisme; on pose donc m^ β 0, n^ » r. 

De même, si L - M, 

F ( e e i > = 0 , V r(e Q i) = e ^ , 

et on pose m^ - r, n^ * 0. On remarquera que ces deux cas se produisent 

si et seulement si la réduction de G modulo ρ est étale, resp. de type 

multiplicatif. 

Proposition 2.8 : 

i) Avec lu notation* pnzcJÎazYvtu, M ut £e Ό^-modulz wgzndAl ρακ du 

gZn&iat&u/u> (x i) i € %/Q> *om&> a w c xdUUlowb 
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a) 35 0 
ni mi+l 

b) F 1 ( x i ) 1 + i ( x w ) - . 

ii) L tut engendre pa/i lot v J ( x i ) poutt l e 2/s, 0 < j < n^. 

Si G^ est étale ou de type multiplicatif, on prend pour x^ lfun quel

conque des e^9 et l'assertion est claire. Sinon, on pose x^ » e a . 

Pour prouver la relation b), observons que 
η η +1 
F (e ) = e , , F (e ) s 0 , a.' a.+n, 9 <*/ 9 

ι i i i 

donc V ( e v v l ) - F " 1 ^ ) . 

S i P < V « f + l > = °> a l o r s V ( V + n + 2 ) = V + n . + l > i i i i i l 
2 ni 

donc V (e a +^ « F (ea ) ; comme F φ 0, on obtient en itérant m* tel q 
m! n. 

F<e<* +n 0 , V • .) = F ι ( β Λ ) * 0, 
i i i i i i i 

Ceci caractérisant les indices a^, on a donc o^+n^+m^ « α ^+ι> e t mi β mi*i 

Dfoù b), et les relations 

ai+l - «i = mi + > Σ (̂ i + V = r. 
1 

On voit aussi que chacun des ê  est image par un itéré de F ou V de lfun 

des x ^ , de sorte que les x^ engendrent li comme D^-module. 

Soit alors M* le D^-module engendré par des générateurs x^ soumis aux 

relations a) et b) ; on peut écrire 

M f - (k[F,V]/(FV,VF))S / σ % Χ ρ - / ^ ( x j ^ ) ) , 

où kjj?,v] est 1?anneau de polynômes non commutatif tel que Fa s a^F3 

â V « Va. Le D^-module M est de façon naturelle un quotient de M 1 . Or II1 

est engendré sur k par les F ^ ( x p , 0 ̂  j j< n i ? et les V ^ ( x p , 0 £ j <_ iâ f 

de sorte que 
dirn^M1) < l ^ + n ) = r ; 

i 
comme M est de dimension r sur k. M 1 » M. 
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D'autre part, L est engendre par les e. φ F(H), et, d'après ce qui 
J mi-l précède, ce sont exactement les vecteurs e , V(e ),.·.,V (e ), d'où 

l'assertion ii). 

3 - La représentation galoisienne définie par un schéma en IF̂ -vectoriel s » 

On suppose k algébriquement clos* Soit G un schéma en (F^-vectoriels 

sur W, qu'on suppose de rang q = ρ Γ, et unipotent dans le cas p«2. On va 

calculer explicitement le groupe GR(K) des points de G^ à valeurs dans la 

clôture algébrique K de K, qui est donc un |F^-vectoriel de dimension 1, 

ainsi que l'action sur celui-ci du groupe de Galois g β Gal(K/K). Cette 

action, étant compatible à la structure F -vectorielle, se fait par l'in-

> fFq que l'on cherche à expliciter 

à partir du système de Honda associé S G* 

3.1· Soit (21,L) le système de Honda de G. D'après 1.6, 

GR(K) - Hon^ f l l t a M,L ) , ( £ f c l > K , ^ K ) ) 
k 

- {Y € Honijj (M t«U^) I w e f l L = 0} ? 

k 

où w est l'homomorphistne défini en 1.3« D'après 2.8, un tel tf est déterminé 

par sa valeur y^ sur les x^, i € 27s, et l'on obtient 

Posons y. - (a . • ) ^ f T J > où les a . . € A'/pA', A' étant l'anneau des en-

tiers d'une extension finie K' de K* Les conditions précédentes s'écrivent : 

(3.1.1) py. = 0 < ~ > V j>l, - 0 ; 

η m ni 
(3.1.2) F ^ i y , ) = V m i + 1 ( y i + 1 ) < = - V j>0, ( a . . ^ - « - J ^ . i . l ' 

La condition P̂(L) c s 1 écrit d'après 2.8 

? i , V j < i i , W 5 ^ ) ) - v j(f (Xi)) € 
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Choisissant pour tous i,j un relèvement b . de a . . dans A', cette 

relation s'écrit · 
0 0 - η 

(3.1.3) V i, V j < mv l j>~n~l bV € A'. 
n*o J ' 

Lempe 3.2« ι Soaô ΙοΛ hypoth&>&6 ptâcJidzYitQAG^ÎK) à V<lyi-

4>emblz de* oJiahhQA dz congxjuence. module ρ cie $amX££eô d'&tiMMUA 

(b _ _ , où £eo b . . «όοηί cfeo entce/to ci'une extewa^am Xxju.e 

<2e κ e t v é ^ ^ t e ^ £eô kzùvUoha 
ni 

(3.2.1) V i , (b 0^)P
 E b - m i + r i + l

 1 0 0 ( 1 P> 

(3.2.2) V i, V j <m 1, -b.j^ * t ^ O * . ^ ! ^ ) *
 Ξ 0 1 0 0 ( 1 Ρ· 

Les relations (3ο 1.2) entraînent les relations (3.2.1). Montrons les 

relations (3.2.2). D'après (3.1.1), on peut écrire pour j :> 1 

J J * , η n-1 - n-1 
^ a f -η-Γ , ρ ρ -n-1 ρ avec c - . e A · Donc, pour η >̂  1, ρ b r

4 . β p r c r
4 —j , ι - j —η ,i — j —η, χ 

Or, si ρ φ 2, p n *-n-l > 0 si η > 2, de sorte que dans ce cas, 
-n-1 p n 

ρ -j-n i e S t e n t i e r P o u r n i 2. Les relations (3.1.3) se réduisent 
alors à 1 9 

V i, V j < mv. p~ X b + b p
 1 > f € A \ 

c'est-à-dire (3 2.2). Si ρ - 2, on a seulement 2 n *-n-l >̂  0 pour η ̂  3, et 

les relations (3.1.3) se réduisent à 
2 

V i, V j < m l f p" 1 b ± + p~ 2 hî 1 Λ + ρ"3 ^ _ 2 , 1 € Α' 9 

soit encore 

(3.2.3) V I , V j <mi9 + ρ""1 b* χ ^ + P~* b-j- 2,i C ρ Α ' # 

Mais pour ρ - 2, G est unipotent par hypothèse, de sorte que V est nil-

potent, et, pour tout i, V (y^) β 0, c'est-à-dire a _ m _ n i β 0 pour n>l. 
On peut donc supposer b . » 0 pour n>l, et on obtient pour j * m.-1 

—tn̂  —η, χ. χ 
b . + Ρ * . = 0 mod p. -η̂ ,+Ι,ι r -m^i v 

Procèdent par récurrence descendante, on suppose (3*2.2) vraie pour j . 
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Les deux ternes étant entiers, on obtient par élévation à la puissance 

p-ième 2 2 
b ï j f i

 Ξ (-P)^P b-j-i,i 0 0 ( 1 Ρ » 

soit 2 

En substituant dans (3·2.3) pour j-1, on obtient 

b-j+i,i + (p^-C-p)"*"1) b?j-i fi Ξ 0 1 0 0 ( 1 Ρ» 

- -1 -1 2 2 

donc (-p)~P~ ((-ρ)Ρ~ -1) b p , . est entier, donc (-p)~P b p
 1 . aussi, 

—2 ρ 
et ρ -j-i i c ρΑ1.·. Par suite, la congruence (3.2.3) pour j-1 se réduit 

à la congruence (3.2.2) pour j-1, ce qui établit la récurrence. 
Réciproquement, si on se donne une famille (b . . ) vérifiant (3.2.1) 

et (3.2.2), on prend pour a . , la réduction modulo ρ de b . · si j < m., 
- j , i - j , ι — ι 

et 0 si j > n^, sauf dans le cas où G est de type multiplicatif, où l'on 

pose a . , a a où ]' est le reste de la division de j par r. 

On vérifie alors sans difficulté les relations (3.1.1) à (3.1.3). 

Lemme 3.3 Soit (b , . ) . ^ y Λ . unz komWLz d'&lëjnzntb dz A 1 v&LÎAiant -j ,ri€ X/s90<^<m^ ϋ ϋ 

(3.2.1) zt (3.2.2). Suppo6on& qu'il. zxiAtz du indixju (i,j) zt (i\j f) zt 

du zntizru <*,&, tzU quz 

(-p) b p
4 Έ b . ? ., mod p. 

a) SI j'#0, lu b . . voAl^lznt la congtuizncz 

3 1 α + 1 

( -ρΓ Ρ " b l u i ξ b _ r + 1 > i r tnod p. 
b) S i j f «o,£e4 b v é / u ^ e n * £a cong/atence 

j » i 
_ n i f ot+niÇ 

(-p,~P β b P , = b . mod p. 

a) Elevant la congruence à la puissance p, on obtient 

( - ρ Γ ρ β ï > P ^ s b ï r i , modp2, 
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d'où 

0 1 0 + 1 1 
(-Ρ)""* " b ï J > t - (-P)" blytV ξ b _ j ( + l i f mod ρ 

d'après ( 3 . 2 . 2 ) . 

b) La congruence donnée entraîne 
η. ι . η.» 

d'après ( 3 . 2 . 1 ) . 

Lemme 3.4 : Soit (b , . ) , _ . une rfarottCe d'U&mzntA de A' v£tc-
i ̂  S/s,0<]<iâ  

j$>ûutt ( 3 . 2 . 1 ) e î ( 3 . 2 . 2 ) . VOUA.-tout ( i , j ) , po4on6 

^ j • ί ρ + I ρ + Σ - p ' - . — • 
, J n«l n-j+nj+1 ^ ^ i ^ i + l ^ i + l * 1 

r 
r r-n 
l Ρ n*r-m^+j+l 

Mo>u> b . . \)&U£Î2. la congmmcz 

nr y. . y. .+1 
b-j,i 5 <-*> b^,i « * p 1 , J · 

Il suffit de partir de la relation ( 3 . 2 . 2 ) si j Φ Ο >(resp. (3 .2*1) si 

j s 0 ) , et d'appliquer le lemme précédent jusqu'à ce qu'on obtienne 

< l \ J f ) » <i,j). 

Fixons (i,j), et posons μ » μ. 4. 

Lemme 3 .5 : Soit χ € A' teZ que x q 5 (~ρ)μχ mod p***\ AloAA IL tX>Utt un 

unlquz x' ç A tzl que x'q * (~p)yxf oX x' = χ mod ρ (A éteignant Vannoxai 

doA wtlviA d'une dlotxjJiz algibKiquz K de K). 

Posons P(X) * X q - (~ρ)μΧ. Par hypothèse, P(x) * a, avec v(a) >̂  y+1, 

où ν est la valuation p-adique normalisée par v(p) » 1 . Si x' • x+py, il 

faut montrer qu'il existe un unique y€A tel que P(x+py) « 0 . Le développe

ment de Taylor de Ρ(x+py) donne 

P(x+py> - l (py)1 ( ϋ Γ 1 P ( i )(x), 
i«o 
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de sorte que y doit être racine du polynôme unitaire 

Q(y) * Σ ( ρ ^ , ϋ Γ 1 P ( 1 )(x) y 1 - l α 4 y 1. 
i»o i=o 

Tout d'abord, le terme constant est p~ q P(x) « p"^a, d'où v(û^)»v(a)-q, 

donc 

v(ctq) > -q+y+1. 

Le terme a χ est q"*1*1 P'(x), et P'(x) = q x ^ 1 - (-p)M. 

Comme x q - (-p)yx - a = 0 S v(x) > (q-1)""1^, dfoù vCx^""1) ·> y, et 

v(Pf (χ)) * μ ο Donc 
ν(α .) » ~q+y+l, 

et ^ ν(α Λ) < ν(α ), q-1 — q 
Observons que y est une somme de puissances de p, toutes distinctes et 

d'exposant strictement inférieur à r, de sorte que y < q sp r ; si p«2, G es 

unipotent, donc in̂  < r, et μ est somme d'au plus r-1 puissances de p, si 

bien qu'on a pour tout ρ l'inégalité y+1 < q, d'où 
v(a .) < 0. q-1 

Enfin, pour i j> 2, 

« v(p"q+i(i!)-1(q)!(q-i)!^1 x ^ 1 ) 

- -q+i+v((q)) + (q-i)v(x) 

> v « J ) ) - q+i+(q-i) (q-1 r X y 

> v(φ)^+qiq-l)" 1 y+(q-l) (q-l-y)i. 

Or v((q)) > 1, q(q-l) 1 y > y ? q-l-y > 0, de sorte que 

V i > 2 ν(α ) > ν(α . ) * — q-i q-1 
Le polygone de Newton de Q montre alors que Q possède une unique racine 

entière· 

3 . 6 . Rappelons (cf. JVJ) qu'on définit un caractère 

V l 5 S " G a l ( I / K ) — " V q - 1 ( F ) = V l ( A > 

en choisissant ζ e K tel que ζ°~~* = ρ, et en posant, pour g e Cj, 

8(ζ) = θ (R).ς. 
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On notera 0^_^ le compose 4 e e t ^ e 1 * isomorphisme Pq^(A) >; p^^ik). 

Pour tout caractère fondamental χ. ι IF —-> μ - (k), on notera 
χ q q χ 

Ψ. : μ - (k) > IF son inverse ; on a donc 
i q-1 q 

ψΡ à ψ i *i-l 

Proposition 3.7 : Soit (yi}ieZ/8 ^ &millz d*WbnzntA de Çtl^ vinifiant 

£ea conditions (3.1.1) a (3.1.3). A&osu, pouA tout g e Cj , 

S ( y i } S e q . l ( 8 ) y i , 0 - y i e 

Montrons d'abord que pour tout i, et tout j £m^, 

(3.7.1) g(a . .) = θ .(g) l» J.a . 

D'après 3.5, il existe une unique racine ξ de l'équation Xe* - (-p) V'̂ X » 0 
y"i 1 

dont la réduction modulo ρ est a . ,. Si ξ̂ Ο, ξ est de la forme ηζ * , où 

u est une racine (q-l)-ième de (-1) > J Comme k est algébriquement 

clos, u β donc est invariant par C| , d'où l'assertion. 

Observons alors que pour tout j < r 
* 1 ^ 1 

p 3 vi ι - μ ι ο + ^ ( p r + n - pn) - ο * (p r-D ( Σ p n ) . 
, J * n=o 3 n«o . Comme (Θ , ) q « 1, on en déduit que (θ Ί ) *° * (Θ ,) , J , d'où 

q-1 q-i q-1 

q-1 q-1 

La relation (3.7.1) s'écrit donc 
pi o/P 

(3.7.2) V i, V j < m i 5 R<*ljfi)
 85 e

q ~ l ( g ) ^-j.i* 

Si j > m., a 4 , s 0, sauf dans le cas où G est de type multiplicatif, où 

a . . e a . f ·, j f étant le reste de la division de j par r ; comme 

(0^_^) q « ®q-i* * β r e l a t i o n (3c7.2) est donc vraie pour tout j'. 

On obtient alors ^ 

8 < y 1 > - e « « _ J y > - < e q _ 1 < g / 1 - o P . . . . 1 > 1 > 

car Θ ,(g) est le vecteur (Θ n(g),0„·..,0,...) de W(k). q-1 q-1 
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Théorème 3.8 : Avec £e& notations de 3·6, Vaction de -ôot £e F^-vecta>u.e£ 

de long 1 G^(K) *e <Ja t̂ pat £e cioJiacjtQAz * o e q - 1 : C j — > F*, oa 

Ψ : y . (k) > (F eo£ donne ροκ 

Ψ = Ψ . β.ββΨ, A 

£eo ^nctcceô i^...,^ é tant ceux pou/t £eaque£ô φ Ο. 

En particulierj les exposants des caractères fondamentaux sont égaux 

a Ο ou 1 (cf. [6], th. 3.4.3). 

Reprenant les notations de 3.1, la proposition précédente montre que 

pour g e cj , *f e G k(K) ? 

V i e z/s, gOfix.)) - θ j (g) i ? ° vf(x 1) - ^ ( e q - 1 (g) i s ° x t ) . 
Rappelons que (F agit sur x t « e^ par le caractère fondamental . 

q ai i 
Ecrivant 

V l ( 8 ) l , 1 ' ° - \ · " α ^ ν ^ ' " 1 " " * = V T « î , e ' V l < 8 » ' 

on obtient, en notant (g 5f ) > g.M* l'action de sur G R(K), et 

(λ,^) 1—> [λ] Ψ celle de F , 

(g.f)(xt) » gCfXXi» = ^(χ (ψ^'° » ê ^ i g ) ) ^ ) 

- ^ [ Λ · ° ο θq (g)l <χ » 

- < & α | · ° · ëq-i<8)]H») ( x t ) . 

Or η . 
η Λ + 1 r 

ν r-n , ^ ν r ~ n 

v± - L Ρ +...+ L Ρ » ' n ^ + 1 ητ-π^+Ι 
d'où 

y. η Λ + 1 r~n r r-n 
f 1 ' 0 - ( i r ) ( π ) . 

ai ai n-r-n^+1 i 

W l r 
- ( ΊΤ ψ . ) x...x ί ΤΓ ψ .„) . 

n«n^+l i n=r-ni+l i 
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D'après 2.8, ϋ ) ? les indices α^^+η^+1,... ,a^+rt^+m +̂̂  « <*i+^,..., 

ot^-m^+1,.. * ,α^ sont précisément les indices i^,...,i^ tels que φ Ο. 

Posant Ψ « Ψ. ,.,.,Ψ , on obtient donc 
x\ c! 

V R €G, V Ϋ€Ο κ(Κ), V le 2/s, (g«?)(x.) * ( [*·θ t(g)] . 4> ) (x^ . 

Les x^ engendrant I! comme D^-nodule, g.y • O^Q^^Cg)! % et ^ agit par le 

caractère Ψ 0Θ η · 
q-1 



- 19 -

BIBLIOGRAPHIE 

[1] Ρ. BERTHELOT : Cohomologie cristalline des schémas de caractéristique 
ρ > Ο, Lecture Notes in Math., 407, Springer-Verlag. 

[2] J.M. FONTAINE : Sur la construction du module de Dieudonné d'un groupe 
formel, C.R. Acad. Sc. Paris, t. 280, série A, p. 1273 

(21 mai 1975). 

[3] J.M. FONTAINE : Groupes p-divisibles sur les vecteurs de Witt, 

C.R. Acad. Sc. Paris, t. 280, série A, p. 1353 

(26 mai 1975). 

[4] J.M. FONTAINE : Groupes finis commutatifs sur les vecteurs de Witt, 

C.R. Acad. Sc. Paris, t. 280, série A, p. 1423 

(2 juin 1975). 

[5] A. GROTHENDIECK : Groupes de Barsotti-Tate et cristaux, Actes Congrès 

Intern. Math., 1970, t. 1, p. 431-436. 

[6] H. RAYNAUD : Schémas en groupes de type (ρ,...,ρ), Bull. Soc. Math. 
France, 102, p. 241-280, (1974). 

[7] J.P. SERRE ; Propriétés galoisiennes des points d'ordre fini des 
courbes elliptiques, Inv. Math, 15, 259-331, (1972). 


