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I — POSITION DU PROBLEME

On considére le réseau ouvert suivant :
- le flot entrant dans le réseau est un flot poissonnien de

paramétre A ;
SUR_UNE EXTENSION DE LA FORMULE DE JACKSON DONNANT

LES PROBABILITES STATIONNAIRES D'UN RESEAU DE FILES D'ATTENTE

- chaque &lément qui entre dans le réseau a le choix entre

n stations.

La probabilité d'aller dans la station i dépend du nombre
par P.Y. GLORENNEC et J. PELLAUMAIL d'éléments présents dans 1l'ensemble des stations & l'instant considéré.
Plus préciséﬁent :

X = (xl,... xn) € N"  est 1'stat du réseau

pi(x) = Probabilité d'aller dans la station i sachant X

n
On suppose évidemment que L pi(x) =1,
1=}
Sommaire ~ le temps de service dans la station i suit une loi exponen-—
’ tielle dont le taux ai(xi) dépend du nombre d'&léments X dans la station
Dans [ 3 ], on donne une formule, désormais classique, relative 4 l'instant considéré. Les (ai(xi)%‘-g peuvent ne pas &tre finis.
aux probabilités stationnaires d'un réseau de files d'attente. Cette formule e
a été généralisée de plusieurs fagons, notamment en [ 1 ], [2] et [4]. On supposera ai(o) =0, 1£i&n.
Ici, on montre que, sous certaines contraintes, une extension naturelle de
cette formule est encore valable pour un systéme oii, partant d'une station Le probléme est de déterminer les probabilités stationnaires pour ce
donnée, la probabilité pour un &lément d'aller dans une autre station n'est réseau. On notera P(X) - la probabilité stationnaire que le réseau soit -

pas fixée 3 priori mais dépend de 1'état des stations A atteindre. dans 1'état X.

2 -~ EQUATIONS DONNANT LES PROBABILITES STATIONNAIRES

On note X £ e, 1'état du réseau aprés l'arrivée ou le départ

d'un &lément dans la station i.
Les fonctions P (X) doivent vérifier le systéme suivant :

n
PO (A +I a(x)}=
i=1 * 1 i

nmMmpB

} P(X - ei) A p; (X - ei)

D
=

+ r PEX + ei) ai(xi + 1)
i=1
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Cette équation est valahle pour tout X &N avec la convention

P(X-e,) =0 si x. = 0.
( J) 3

Si on ne s'impose aucune contrainte A priori sur les quantités
pi(X), les valeurs de p; (X) pour X "trés grand" interviendront dans la
valeur de P(X) pour X "trés petit". Autrement dit, P(.), solution générale

de (@ ), dépend de toutes les valeurs pi(X), pour tout X de o,

Cette solution générale ne semble pas simple a déterminer et,

de toutes facons, est probablement peu exploitable .
Nous nous proposons maintenant de montrer que, sous certaines

contraintes sur les valeurs (pi(X)), le systéme (@3) admet une solution

qui est une généralisation naturelle de la formule de Jackson.

3 = GENERALISATION DE LA FORMULE DE JACKSON

Considérons le systéme suivant :

Vien,Vie{1,2,... n}
(W)

P(X=ej) .aj (xj+t) = A.P(X) .pi(X)

Si ce systéme admet une solution, celle-ci est aussi une solu-
tion de (& ). On notera, de plus, que la solution générale
de (W) peut étre construite par récurrence. On vérifie alors

que (%) admet une solution si et seulement si on a :

[ pour tout couple d'entiers (i,j) avec lgign et Igjgn, et

pour tout élément X de 5) , on a :

R

! pi(h-ei).pj(x-ei-ej) = pj (X—ej).pi(X—ei—ej)

le domaine V”(u\' étant 1'ensemble des &tats pour lesquels

le réseau n'est pas saturé.

I1 existe une infinité de solutions de (@) telles que les
pi(.) associées prennent leurs valeurs dans le segment [0,11 .
A chacune de ces solutions correspond une loi de répartition
entre les n stations telle que la solution stationnaire associée

anit de 1a forme (%).
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4 - UNE SOLUTION PARTICULIERE DE &

Soit Y = (yl,...,yn) un &lément de N®. On suppose que Y
correspond 3 1'&tat de saturation de réseau, c'est-i-~dire que, pour tout i,
ai(yi + k) =+°31i k 31 ; v représente donc le nombre maximum d'éléments

dans la station 1i.
On vérifie que ces conditions sur les aj sont compatibles avec le systéme @

Soit ®Y le domaine défini par :

)]

Y={X=(x],...,xn) :Vi,o(xi<yi}

On constate que (é’) admet la solution particuliére suivante :

y. - X,

(@I) Pour tout X €$Y » et pour tout i, I<ign , pi(X) =— L x
I y. -x,
j=1 yJ ]

n
De plus cette solution est telle que I pi(X) = 1, pour tout élément X

de @Y . i=1

Notons que, dans ce cas,

pi(xl,... X5 Yoo Bpgeees vxn) =0

= i <
pi(yl"" Vicp? Xio Yiapoece yn) 1 si x <y, .

Par conséquent, un élément arrivant dans le systéme est pris

en charge par celui-ci, sauf si toutes les stations du systéme sont saturées.

Si les probabilités de répartition entre stations sont celles
données en 6”, la solution stationnaire associée satisfait a (‘lb). Plus
précisément, dans ce cas, cette solution est de la forme suivante :

x.-1 i-1

n . pp (- 1 o oe ]
S el k=

i=l

px) = c.alX

3 Wl—

a, ()

O

n
I PRX) et X} = I x
XED, i=t !
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