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MESURES STOCHASTIQUES A VALEURS DANS DES ESPACES Lo

par M. METIVIER et J. PELLAUMAIL

Le but de cet exposé est d'étudier une notion d'intégrale
stochastique qui inclut, notamment, l'int&grale stochastique fY dx
d'un processus réel Y par rapport 3 un processus X i valeurs dans un
espace de Banach E. Dans [4] ou [6] , cette intégrale stochastique
est définie comme 1'intégrale d'une fonction réelle associée 3 Y par
rapport 4 une "mesure stochastique” 3 valeurs dans un espace Lg avec
p 2 1. Ici, cette "mesure stochastique" est A valeurs dans un espace Lg
avec p 2 0 : ceci conduit 3 utiliser des techniques de démonstration
assez différentes de [4] ou [_6] puisqu'on considére une intégrale par

rapport 3 une "mesure" 3 valeurs dans un espace vectoriel non localement

convexe.

De plus, ici, on considére le cas ol l'ensemble T (ensemble
des valeurs du temps dans le cas usuel) n'est pas totalement ordonné

(c£. [5D.

A - DONNEES ET NOTATIONS

(9, %, P) est un espace de probabilité complet.
T est un espace topologique.

)3 est une semi-algébre de parties de T.
A chaque élément I de '} est associé une sous—tribu (9; de &

qui contient tous les ensembles de mesure nulle de & .

. On suppose que, si I et J sont deux &léments de '} tels que
IC€J, ona Q’I > ‘YJ (pour des exemples d'une telle situation, cf.[S]).
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On dira que A est un "rectangle prévisible" si A est une
partie de (@ x T) de la forme (H x I) ol I est un élément de d‘ et H
est un &lément de @I. La famille de ces rectangles prévisibles setanot:ée@:
On vérifie facilement qu'elle constitue une semi-algébre.
L'algébre engendrée par cette famille @J sera notée K. on vérifie
facilement que tout &l&ment de &  admet une partition finie constituée

d'éléments de @’ .

La tribu engendrée par @l , Ou par w, sera notée f?" et
sera appelée la tribu des prévisibles. On dira que Y est un processus
réel prévisible si Y est une application réelle définie sur (Q x T) mesu-

rable pour la tribu 15"'.

E est un espace de Banach (sur R).

Pour tout réel p positif (z&ro compris), on posera
Ls = Lg' Q, a1t » P) (espace vectoriel de variables aldatoires 3 valeurs

dans E muni de la topologie usuelle).

. . E . P
Quand on dira qu'une partie WU de Lp est une partie bornée
de Lp » Ce sera toujours au sens des espaces vectoriels topologiques

(cf. par exemple [2]).

B - MESURE STOCHASTIQUE D'ORDRE p

B-1 : Définition

Soit p 2 0. Soit x une fonction définie et simplement additive
sur &, a valeurs dans LE et telle que x (H x I) = 1H .x (QxI) st I
est un élément de F et si H appartient g @JI On dira que x est une mesure
stochastique d'ordre p si x se prolonge & la tribu &' en une fonetion

o — additive pour la topologie usuelle de Lf‘;.

Dans ce cas, ce prolongement sera encore noté x et sera aussi

appelé mesure stochastique.
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Dans la suite du présent paragraphe, on se propose de donmmer
des conditions suffisantes pour que x soit une mesure stochastique

(cf. théordme B-4 ci-apré&s), puis d'étudier x.

Pour cela, on aura besoin du lemme suivant :

B-2 : Lemme

Soit v une fonction réelle positive définie sur K et qui

satisfait aux conditions sutvantes :
() si A et B appartiemnent a & , v(4) s v(AUB) s v(A) + v(B)

(12)  pour tout e > O et pour tout élémemt A = Hx I de R, il existe
wn élément J de ‘3 et un compact € de T tels que d € C & I et,
st B=Hx J, v(ANB) ¢ .

(i11) pour toute sutite (Fn)n >0 d'é1éments de & telle que Fn v g

et pour toute sutite (Bn)n associde d'éléments de <k telle que

> 0

pour tout n, Bn C (Fn x T),ona 1lim. v(Bn) = 0.
N > o

Alors v satisfait d la condition suitvante :

(iv)  pour toute sutte (An)n d'éléments de L telle que An v g

> 0
ona lim. v(A ) =0
n > o n

Preuve

Soit € > 0. Soit (A) une suite d'éléments de St telle que

n’n >0
An ¢ @. On construit une suite associée (Bn)n > 0 d'éléments de dtfde la

fagon suivante :

pour tout n, An admet une partition finie { A(n,k) }l cksm constituée
d'éléments de‘se, soit A (n,k) = H (n,k) x I (n,k) ; pour tout n et k,
soit B(n,k) = H (n,k) x J (n,k) &lément de GRatel que B (n,k) C A (n,k),
v [A(a,k) \ B(n,k)] < .27
’ 4 h m
et tel qu'il existe un compact C(n,k) de T avec J (n,k) € C (n,k) C I (n,k) ;

m
enfin, soit Bn = U B (n,k) ; on a, notamment,
k=1
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m
v (ANB) s kzl v [A(n,k) \ B(n,k)]

-n

A
~N
.
m

(! B - D'une part, on a :

Pour tout n, soit E
n
k<n

n
v(An\ E) < i v N Ek)s €

Pour tout élément w de Q2 et pour tout entier j, soit
a (j,o ) 1l'ensemble des entiers k tels que w € H (j,k) ; ensuite, pour

tout entier n et tout &lément w de Q , soit

DW= Ay ¢ (5,0 }
j&n k €a(j,w)

enfin, soit Fn ={w:weq, Dn (w) # 0}

(pour tout n, Fn est un élément de 4; ).

Pour w fixé, (Dn (w)) n est une suite de compacts qui

>0
décroit vers vide, donc il existe un entier n tel que Dn (w) =@, ce
qui signifie que 1l'on a Fn + ¢ . Or, pour tout n, En est contenu dans

. m
Fn x T (puisque Bn (w) est contenu dans U C (n,k) (w)).
k=1

D'aprés la condition (iii), on a donc v (En) £ € pour n assez grand.

Ceci impli
eci implique v (An) < v(An \ En) + v (En)
< 2¢€ pour n assez grand

Puisque € est arbitraire, on a lim . v (A ) = O.
n-> n

Sott x une fonction définie et simplement additive sur une
algébre 0&, a valeurs dans un espace vectoriel U muni d'une F-norme que

1'on notera || . ||. On suppose que x satisfait a la condition suivante :
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() st (An)n >0 est une suite d'éléments deux d dewr disjoints de dt;
tim ||z @4 )l =0

n > o
soit v la fonction définte sur K par :

v(4) = Sup v B)]]
Bes, Bc A

alors, pour tout élément A de &, v@a) < +

Preuve

Notons d'abord que, si x admet un prolongement ¢ - additif

A la tribu engendrée par &, la condition (i) ci-dessus est nécessairement

satisfaite.
On va d'abord prouver que l'on a la propriété suivante :
(s) si A est un &lément de & tel que v (A) = + o,
il existe une partition (B, C) de A telle que
Ilx B 2 1 et v =+
On considare donc A € & tel que v (A) = + =
Soient E et F deux &léments de & contenus dans <& tels que
e EY]| 22et ||x(®]|] 22+ ]| x E)]]| . On a nécessairement
1'un des trois cas suivants (au moins)
a) v (ANF) =+
b) v (ANE) = + »
¢c) V(ENF) = +

Dans le cas a), on pose C = A\ F et B= F ; dans le cas b),

on'pose C = ANEet B=E ; considérons le cas ¢) :

-si ||[x ENF)|] 2 1 ,onpose B=ENF et C=FU(A\E) ;

-si l|x ENF)|| < 1, omac:

Hx Ea B[] <« [[x@®]] + HxE@\NB]] < 1+ [|]x @]
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donc :
[xEsD ]2 [x®]] - |xE@AB|] 22+ [[x@®}] -1 - |[x@E)]]
2 1
On peut donc poser, dans ce cas, B=F \NE et C=EU (A\F).
Ceci achéve la preuve de la propriété (s).
Raisonnons par l'absurde et supposons v (A) = + = .
On construit les suites (Bn)n >0 et (Cn)n 30 par récurrence de la
fagon suivante : on pose Co = A puis, Cn étant déterminé tel que

v (Cn) = + w, on se donne une partition (B

|l G,

ne satisfait pas & la condition (i), ce qui achéve le raisonnement.

atl ? Cn+l) de Cn telle que

+l)Il > let v (Cn+l) = + o (propriété (s)). La suite (Bn)n > 0

B-4 - Théoréme

Soit p > 0. Pour toute variable aléatoire f appartenant & Lg ,

on pose :
1/p
”f”p = [Ilf (w) | L (dm)] si p>1 (norme usuelle)
Hell, = jlf W] P P (@ si0<psl
”fllp= I[lf | A 1] . P (dw) sip=0

“ ”p est une F - norme (cf. D]) associée 3 la topologie usuelle de Lg .

Soit x une fonction définie et simplement additive sur 27,

3 valeurs dans Lg et qui satisfait aux conditions suivantes :

-

(1) si I appartient 3 'J et si H appartient a ‘?} , on a
x(HxI)=lH.x(HXI)
(ii) pour tout € > O et pour tout €lément A = H x I de ‘R , 11 existe

un &lément J de @ et un compact Cde T tels que J C C C I
et tels que, si D est un élément de (ﬂf contenu dans [H x (1 \J)] )

x @}, <e



(1ii) pour toute suite (An)n
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> 0 d'é1éments deux 3 deux disjoints de tt/

la suite (x (An))n N cbnverge vers zéro (pour la topologie

[¢]
usuelle de Lg).

Alors, X est une mesure stochastique d'ordre p. (cf. B-1 ci-dessus).

De plus, si la condition (iii) est satisfaite, la condition (ii)

(pour p > O) satisfont aux hypoth&ses du théorme 3 de [3 ] H

soit (An)n une suite d'éléments deux d deux disjoints de d};

>
si x est addigive et si x (d:) est une partie bornée de L R , la série
de terme général x (An) est "parfaitement bornde'" (cf. [3P]) ; elle est
donc convergente. Ceci montre la dernidre partie du th&or&me dans le
cas E = fR. Le cas ol E est un espace vectoriel de dimension finie s'en

déduit immédiatement.
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2°/ Considérons maintenant le cas ol E est un espace de Banach quelconque
et montrons que la condition (ii) est une conséquence de 1'ensemble
des trois conditions (iii), (iv) et (v). Pour cela, raisonnons par
1'absurde et considérons un € > O et un &lément A = Hx I de @o

qui ne satisfassent pas 3 (ii).

L. ) Soit (J ) _ , une suite d'éléments de 3 et une suite associde
est une conséquence de 1l'ensemble des deux conditions suivantes : n’n >0
(Cn)n >0 de compacts telles que, pour tout n, Jnc Cn C I et telles que
Jn T I . Pour tout n, on pose Jt'l =TI\ Jn. On construit alors la suite
(iv) pour tout &lément I de 4 » il existe une suite (J ) d'éléments (Vn)n v o d'éléments de et 1a suite associée d'entiers k) _ o
de '} et une suite associée (Cn)n >0 de compacts de T telles que, par récurrence de la fagon suivante :
pour tout n, J & C € I et telles que J_+ I.
n n n 5 P . '
étant donné k(n), soit wnHC [H X Jk(n)] avec W_, | e &t
et ||x (wn+l)” 2 ef2
€2 pour toute suite (A ) d'éléments de (R telle que A_ + @, .
n‘n > 0 . E n (rappelons qu'on raisonne par 1'absurde)
lim x(An) = 0 (pour la topologie usuelle de Lp)'
n > « 1 i '
. o . ensuite, soit k(n+1) tel que ||x [wnﬂ N HxJ k(n+l))]H s elb
Enfin, si E est un esapce vectoriel de dimension finie, la condi- . . . .
. . . L. . (k(n+1) existe d'aprés 1'hypothése (v) et le fait que W 4> comme
tion (iii) est satisfaite si x est simplement additive et si x (¢) L o . L. L
E tout €lément de s admet une partition finie constituée d'éléments
est une partie bornée de L . @'
P de ).
. . - '
Preuve enfin, soit vn+l wn+l \ [H X Jk(n+|)] .
- 1 )
On notera |[+]] au lieu de ”.”P ona |[|x (Vn+l)” z []x (Wn+1)|| | = [wn+ln(Hx‘]k(n+1))] I
. 1dé E R > ef2 - €f4 = e/ 4
1*/ Considérons d'abord le cas oli E = M : dans ce cas, les espaces L_ = L

De plus, les ensembles (Vn)n sont deux 3 deux disjoints, ce qui

>0
contredit la condition (iii) et achdve le raisonnement par 1'absurde.

3%/ On considére toujours le cas oli E est un espace de Banach quelcongque.
Soit v la fonction réelle positive définie sur 1l'emsemble des parties

de Qx T par :

v (A) = s [x @® 1]
'BCE‘,BCK P

On veut prouver que, en restriction a oF, v satisfait aux conditioms

(i); (ii) et (iii) du lemme B-2. La condition (i) est évidemment satis-—
faite et la condition (ii) du lemme B-2 correspond i la condition (ii)

de 1'énoncé du présent théoréme.
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On se propose donc maintenant de prouver que v satisfait
a la condition B-2-(iii). L3 encore, nous allons raisonner par l'absurde :
soit (Fn)n > o une suite d'éléments de & telle que F_ + @ et soit

(Bn)n > g ume suite associde d'éléments de ¥ telle que, pour tout n,

BnC(anT) et ||x (Bn)lla 2e>0.

Le lemme B-3 montre que v (Fl XT)= a <+o

W
[

[}
oM
~
&~
e

Soit D CF, x T, Dest tel que H)\:(D)HP

soit k > I tel que |[|x (D) . 1 H Psa/4 H

soi.t:Ecd:, E & (F x T) tel que JHES (E)Hpa 2e 3
on a, soit ||x (E\D)sza , SOit ||x (E nD)||p>,s;
dans le premier cas, on a Hx(EUD)sz a+efh - c/b+(e~c/b)xa +-‘-2:-

dans le deuxi&me cas, om a Hx(D\E)HP 2> a+ €/2: dans les deux cas,
on-contredit donc 1'hypothé&se v (F1 xT) =a< + o, ce qui achéve le

raisonnement par 1'absurde.

4%/ On a donc prouvé que v satisfait aux hypothises du lemme B-2.

Par suite, si (An)n est une suite d'éléments de (I’ telle que

>0
An ¥ P, ona lim x (An) = 0. Ceci et la condition (iii) nous permet
n -> o

d'appliquer le th réme 3-3 de [“ ]- (on peut, aussi, utiliser [.‘..']).

5°/ Notons enfin que la condition "x (o) partie bornée de Lg " est équi-
valente 3 la condition v (R x T) < + » sauf si p=10 (auquel cas
cette derniére condition v (£ x T) < + » est nécessairement satis-—

faite).

Soit u un espace vectoriel muni d'une F-norme que l'on notera

définie sur ', d valeurs dans u et o - additive pour la topologie de u

“|]. Soit B ' une tribu de parties d'un ensemble Q'. Soit m une fonction

associée & la F-norme considérée. Soit v la fonetion positive définie sur

&’ par :
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v(4) = Sup [Im ()]
o ey,
Bc A, Be®

La fonetion v satisfait alors aux deux conditions suivantes :
(i) $i A et B appartiemnent 4 %', v () v (AVB) g v(A) + v (B)

(i1) st {An)n >0 est une suite d'éléments de @" telle que An v 2,
lim v () =0
n

n > o

Preuve

La propriété (i) se vérifie immé&diatement. Considérons alors

une suite (An)n d'éléments de &' telle que A_ ¥ @ . On raisonne par

>0
1'absurde et on suppose que lim v (@A) =2e>0-
n > « n
On construit la fonction croissante f et la suite (Bn)n s 0

par récurrence de la fagon suivante :

- - P . g2 []
f(n) et Bn étant déterminés, soit Cn &lément de fg tel que CnC. Af(n)
et Hm (Cn)H > 2¢/3, puis , soit £(n+l) tel que

||cn \ A e/3

f(n+l)H 2

. Enfin, on pose Dn = (@) Bk .
k=2n

OnaDn+¢ et, ¥n, ||m (@ \D )| = e/3 donc m (D ) me tend

n+l
pas vers zéro, d'oli la contradiction.

Soit @' une tribu de parties d'un ensemble Q' engendrée par
une algébre & . Soit v une fonction positive définie sur (' et satisfai-

gant aux deux conditions suivantes :

(i) i A et B appartiennent @ %', v (A) s v (AUB) s v (A) + v (B)

(i1) st (An) n > o ©Stune suite d'éléments de R ' telle que An v a2,

ltm v (A ) =0
n

7n >
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Alors, pour tout élément C de @", et pour tout ¢ > 0,
1l existe un élément B de ‘F’ qui est réunion dénombrable d'éléments de o,

qui contient C et tel que v (B \C) < e.

Preuve

soit € 1la classe des &léments de X' qui satisfont aux

conclusions du lemme. D'une part e contient .

Suivant un résultat classique, il suffit de montrer que G est une classe

monotone.
Soit (Cn)n > o ume suite d'éléments de & croissant vers C 3 pour tout n,
soit B D C avecv(B\C)se.Z-n.SoitB=U B .

n n n n n

n>0
On a v (B\C) < T v (Bn \ Cn) < € donec C appartient 3 L.
n>0

Soit (Cn)n > o une suite d'éléments de 6 décroissant vers C ; pour tout n,

soit Bn:)Cn et v(Bn\Cn)se;501tB= n(')\O B

OnaCCB et v (BNC) < v(Bn\Cn)+V(Cn\C)

S
ce qui peut etre rendu plus petit que 2¢ pour n assez grand

B~7 : Proposition

Sott x une fometion définie et simplement additive sur ot,
ad valeurs dans Lg et qui satisfait aux conditions (i), (i1) et (ii1)
du théoréme B-4. Soit H un élément de (% . Soit A un ensemble prévisible
tel que 1, =1, . 1

A A Hx T
On a alors x (A) = 1H .z (A)
Preuve
On se donne donc x, H et A comme indiqués dans 1'énoncé de la
proposition. Pour tout élément f de LE » on définit la F-norme H . H

comme dans le théoréme B-4 puis la fonction v associée comme dans le 3°/
de la preuve de ce théoréme B-4. Le lemme B-5 montre que v satisfait

aux propriétés (i) et (iv) du lemme B-2. Le lemme B-6 montre alors que,
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pour tout ¢ > O, il existe une suite décroissante (Bn)n >0 d'éléments
de ¥ telle que, si B=nN Bn s, BCAet v (AN\NB) < €. Il suffit donec
n>0

de démontrer que x(B) = lh . x (B) sachant que B VB, que BGHxXT
et que, pour tout n, Bn appartient 3 @I'.

Puisque v satisfait & la condition (ii) du lemme B-2, pour
tout n, il existe une partie Dn de @ x T contenue dans Bn et réunion

finie de rectangles & bases compacts dans Q et un &élément Cn de X,

-n
tels que Cnc Dnc. Bn et V(Bn\cn) £2 . e

. ' oo
Soit Cn x

n n>0

N C et C= N C'_.ona |]x® -xcH]] e
k g

11 suffit donc de démontrer que x (C') = 1_ . x (C'). Quitte i considérer

H
une sous-suite, on peut supposer que la suite de variables aléatoires

v 1
(X(Cn))n > o converge P.p.s. vers x (C').

Pour tout n, soit Gn {w : 3 t, lcr,1 (t, w) # 0}

etFn={m:x(Ct'l) (w) # 0}

D'une part, Fn < Gn (propriété B~4 (i)) ; d'autre part Gn +yCCH
(puisque, pour tout w ‘ H, la "trace" de Cl"1 (w) sur T est contenu dans
un compact Kn avec Kn +@). or lF converge P.p.s. vers IF’ donc

F & H P.p.s , c'est-3~dire que ©* x (C') = 1. . x (C*), c.q.f.d.

H

C - CONSTRUCTION DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

C-1 : Introduction

Soit X une mesure stochastique d'ordre p telle que x (&)
est une partie bornée de LE . Soit Y‘ un processus prévisible réel uniformé-
ment borné. Le probléme est de donner un sens au symbole fY cdx s
pour cela, nous allons considérer cette intégrale comme 1l'intégrale, par
rapport & la "mesure" x, de la fonction réelle Y, considérée comme fonction

-

définie sur (2 x T) et mesurable par rapport i la tribu @' des prévisibles.
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Sip=xz1, LE est un espace de Banach et on peut utiliser Il existe alors une application (unique) définie sur S R
p . -
E 1 ] Si O0sp<sl, LE nrest plus un espace de Banach : néanmoins, a valeurs dans LZ > qui, & Y élément de & , associe f Y. de, et qui
P . . .y e .
dans le cas consid&ré ici, on peut encore définir f Y.dx. (notons qu'on satisfait aux deux conditions sutvantes :

pourrait utiliser [ 1 l]) .
(z) en restriction d g s | Y. de est définie comme indiquée
précédemment (ef. C-2)
C-2 : Processus dJ- étagé

(it)  s2 (Yn)n est une suite de processus réels prévisibles unifor—

>0
On dira que Y est un processus réel g~ étagé si Y est une mément bornée (en n, t et w ) qui converge simplement vers le
fonction réelle définie sur (2 x T) telle que : processus ¥, la suite ( | r . dx)n > g comverge (pour la topologie
usuelle de 1E) vers [ ¥ . dx .
p
Y, 0 = 3 a1 @, 0 ®
iel

Notons qu'on peut parfois définir [ Y . dx si Y est un
;e 1 ©st une famille finie de réels et ol {A(i)} ie I

oi {a.l
i
est uue famille finie associde d'éléments de <%

processus prévisible non uniformément borné.

f e Par ailleurs, si Y est un processus prévisible uniformément
' i rocessus 4 - &Btagés. . . , N 27 2 .
On notera 1'espace vectoriel des processu & borné, l'application u, qui, & tout élément A de w(ou de (91'), associe

siy appértienc 3 % et satisfait a @ » on posera wa) = [ 1, - Y. de  est une mesure stochastique d'ordre p.
fY.dx= by a..x[A(i)]
. €1 1

i Preuve

On vérifie immédiatement que, pour une mesure stochastique
e e . . c s 5 1°/ Considérons les deux propriétés suivantes
d'ordre p donnée, ceci définit, sur (E , une application lindaire & prop

valeurs dans LE .
u P (a) si (Yn)n > o ©st une suite de processus réels ot étagés qui

décroit simplement vers z&ro (pour tout t et tout ), alors la

suite ( f Yn . dx)n > o converge vers zéro pour la topologie

C-3 : Théoréme et définition de fY . dx usuelle de Lﬁ
Soit p 3 O. : : . s O stacs
(j;’) (b) si (Yn)n >0 est une suite de processus réels positifs ~ étagés
Sott E t t1 d'ordre p telle que x ( .
501t x une meezgr‘e stochastique p q telle que b Yn < 1(Q xT) ’ alors la suite ( fY . dx) >0
est une partie bornée de LT . n>0 n n

@ converge vers z&ro pour la topologie usuelle de LE .

S0t €Y 1'espace vectoriel des processus prévisibles réels

uni formément bornés. Si on sait prouver ces deux propriétés, le théoréme énoncé se
déduit immédiatement de E 7] . On va donc, maintenant, prouver successi-—

vement ces deux propriétés.
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2*/ Prouvons la propriété (a)

Notons d'abord que la famille des variables aléatoires fY.dx,
quand Y parcourt 1'ensemble des processus réels dt'- 8tagés uniformément
bornés par 1, est une partie bornée de Lg (compte-tenu de E]O],des
propriétés de la F-norme considérée et de 1'hypothése x (dt) partie

bornée de Lg ).

Soit (Yn)n > g ume suite de processus réels (positifs)
S étagés qui décroit vers zéro. D'aprés le paragraphe précédent,
si A(n) = fYn> e], et B(n) = @ \ A(n), fYn . 1B(n)' dx peut étre

rendu aussi petit que 1l'on veut (uniformément en n) si on prend € assez
P

petit, e > 0 (puisque |Yn . lB(n)l < €).

Or, pour ¢ fixé, A (n) + @ donc v (An) v+ 0 (cf. lemme B-2)

donc fYn . lA(n)
propriété (a).

. dx tend vers zé&ro (cf. DO]) ce qui prouve la

3°/ Prouvons la propriété (b)

une suite de processus réels positifs

Soit (Yn)n >0

i étagés telle que
z Y <1
>

n o ™

>0 (k entier). Pour tout m > 0, soit A(n) = EYn > ?]-

R

Soit ¢ =

Comme précédemment, on peut choisir ¢ assez petit pour que

fx .1 . dx
T o N AWM

soit aussi petit que 1'on veut (uniformément en n). Il reste donc 3 prouver

que, pour ¢ > O fixé,
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Pour cela, on définit par récurrence les ensembles suivants :

B(0,0) Q,B (n, -1) = ¢ pour tout entier n avec n > O

B(0,j) = ¢ pour tout entier j avec j > 1

etpourn 21 et j 21:

B(n,j) = [B (n-1, i-1) A A(m] L BGe-1, ) N\ A@W]
C(n,3) = B (n-1, j-1) & A(n) = B(n,j) M A(n)

On a B(n,j) = @ pour j > k ; de plus, pour tout n fixé,
{C(n,3)} constitue une partition de A(n). Enfin, pour tout

1 £ gk

j fixé, {c(m,j)} n constitue une famille d'éléments deux 3 deux

>0
disjoints. Il résulte de []0] et de l'hypothése B-3 (iii) (nécessairement

satisfaite) que

n1—1;mm f Yn . IC(n,j) .dx =0 (pour tout j, 1 £ j < k).
0] édui i . . = i j .
n en déduit que nlimw fYn ]A(n) dx = 0 (puisque {C(n,_])}l <isk

constitue une partition de A(n)), ce qui prouve la propriété (b) .

D - THEOREME DE RIESZ

Pour tout ce paragraphe D, en plus des hypothéses indiquées
en A, on se donne un espace vectoriel Jk dont chaque élément h est un
processus réel. On mmit M de la norme uniforme, c'est-d-dire que
Hall = sup . (At )|
tyw

et on suppose que, muni de cette norme, ﬁf est un espace de Banach. Enfin,
on suppose que tout élément de :ﬁf est mesurable par rapport 4 la tribu L
des prévisibles et que, inversement, la tribu @ ' est engendrée par

1'ensemble des éléments de e (pour des exemples d'une telle situation,

ef. [s]).
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D-2 - Définition Preuve

On dira que m est une E-mesure de Radon stochastique 1°/ Le 1°/ se déduit immédiatement de la proposition B-7 et du paragraphe C
d'ordre p (avec p > 0) st m est une application linéaire continue de ‘jf qui précéde.
dans Lg ( 58 étant muni de la topologie associée d la norme uniforme _
et Lg étant munt de sa topologie forte usuelle) qui satisfait a la 2*/ Soit m une E-mesure de Radon stochastique d'ordre p. On va d'abord
condition sutvante : prouver la proprié&té suivante :

. . . vz

(i) si he de’ Fe‘,F' et lF L he g,e, on am (lF'h) - lF' m (IF'h) i) soit (hn)n > o ume suite d'éléments de w telle que hn+ 0

et telle que, si H_ = {u: Jt avec h (t,w)#0}
on a Hn v+ @, alors m (hn) tend vers zéro dans Lg .
D-3 - Théorime

Pour prouver cette propriété (j), on va raisonmer par 1'absurde.

1°/ Soit p 3 0. On peut supposer th |l €1 (en désignant par ||<|| la norme uniforme
Soit x une mesure stochastique 4 valeurs dans Lg s d'ordre p et sur gf ). On suppose alors qu'il existe une suite (hn)n > o Ccomme
bornée (c'est-d-dire que = (&) est une partie bornée de £ ). indiquée dans la condition (j), suite telle que, pour tout n,

Soit m l'application linéaire définie sur H llm )]} 2¢e >0
n p

par m (k) = [ h. dc (en désignant par ll-Hp la F-norme sur L:':‘ définie au début du

Alors, m est une E-mesure de Radon stochastique d'ordre p. théoréme B-4).

2%/ Réciproquement, soit m une E-mesure de Radon sotchastique d'ordre p Soient f et g les applications croissantes de N dans N construites

satisfaisant & la condition suipante N de la facon suivante : £(1) = 1 = g (1) puis f(n) et g(n) &tant déter-

minés (avec g(n) > £(n)), soit

(Z) pour toute suite (hn) d'éléments positifs de Yl tels que

ns>0 f(n+1) 2 g(n) tel m(h .1 < €/2
. (o+1) > g(n) [ jm( g(n)) Bf(nﬂ) [ lp €
r h <1 onalun.m(hn)za
n>0 n n->ao o h -h (u)
n pose u_ g(n) fm+1) ©F Vo =@ (u)).
Alors, il existe une mesure stochastique x (unique) & valeurs dans
Lg , d'ordre p,bornée et telle que m (h) = [ h . dx pour tout élément On a “vn”p > €/2 . Soit g(utl) > f£(n+1) tel que
hode M. De plus, la condition (i) ci-dessus est nécessairement ||vn - . ”p P
satisfaite si E est de dimension finie. g(n+1)
(ce qui achéve la construction par récurrence).
3°/ Enfin, si E est de dimension finie et si p > 1, toute partie bornde on pose w_ = ; v - D'une part, w = m ( ‘2‘ “k)
de l'espace des E-mesures de Radon stochastiques d'ordre p est rela- o k=1 o k=1
tivement compacte pour la topologie de la convergence simple, Lg avec O < g u € h

étant muni de sa topologie faible. ) k=1 !



D'autre part, si J(k) = H
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g Hgger1)

Hwn' ]J(k)llpa Hvk‘ IJ(k)IIp
k .
> €/2. F ¢.47
j=1
> ef4

done lim . [|w ]| =+
n—>r o n P

©

HVJ . lJ(k)” P

Mais ceci contredit 1'hypothé&se de continuité de 1'applicatiom m,

ce qui prouve la propriété (j) énoncée ci-dessus.

3°/ On se propose maintenant de prouver le 2°/ du théoréme. On considére

donc une E-mesure de Radon stochastique d'ordre p, soit m. On se propose de

-

prouver que m satisfait 3 la condition suivante :

(") soit (g) , 4

alors lim . m (
n-+ o«

On considére donc une suil

v 0.
gn

_ E
gn) = 0 dans Lp

te (gn)n >0

une suite d'éléments de Qi? telle que g, + 0 :

d'éléments de M telle que

Soit € > O et Hn={m:3t avec gn(t,w)>,€}-

On pose hn= gnv € - €

OrH +@® et h_+ O donc la suite (h )
n n n

condition (j) du 2°/ qui

lim
n > o«

-OnaHn={u):;t

précéde, donc

.m(hn)=0

n >

avec hrl (¢, ) # 0 }.

0

satisfait a la

Or, on a : m(gn)=m(hn)+m(gn-gn\le—e)

avec Hgn -

Ceci et l'hypothése de continuité sur m montrent qu'on peut rendre
[ |m(g )Hp aussi petit que 1'on veut en choisissant ¢
n

puis n assez grand. La condition (j') ci-dessus et la condition (i)

gnV e-eHsa

du 2°/ de 1'énoncé du théoréme permettent d'affirmer 1'existence

assez petit

4%/

5%/
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d'un prolongement de Daniell (cf. [7]), ce qui implique 1'existence

. E 2
d'une mesure stochastique x 3 valeurs dans Lp , d'ordre p, bornée

et telle que m (h) = f h . dx pour tout &lément h de 7[

Le fait que la condition (i) du 2°/ de 1'énoncé est nécessairement
satisfaite si E est de dimension finie se déduit de [3 ] comme

dans le 1°/ de la preuve du théoréme B-4.

I1 reste 3 prouver le 3°/ du théoréme ; la propriété de compacité
qui y est indiquée se déduit de [2 ] corollaire 3 du théoréme | et
de ce que l'espace des mesures de Radon stochastiques est un

sous—espace fermé de —‘C (dl, Lp)'

D-4 - Théoréme

On suppose que E = IR et que Q est un espace compact.

Soit K l'espace des fonctions réelles définies et continues sur .

On désigne par M 1'espace des formes bilinéaives définies sur (M xX),

continues si on mait M et K de leurs topologies uniformes et satis-

fatsant 4 la condition suivante :

()

sihe@f,Fe‘F et h . JF = h , la mesure de Radon

(sur Q) m (h, .) ne charge pas Q\F

On dira qu'un élément m de (}t est dominé par P si, pour tout
élément h de M s la mesure de Radon (sur Q) m (h, .) est dominde
par P.

1°/ Soit x une mesure stochastique d'ordre 1 & valeurs dans L R, Soit m

1
l'application réelle définie sur (¥ x %) par

m (k) =E [k . [ h.de]

alors m appartient d d{ et est dominéde par P.
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2°/ Réciproquement, soit m un élément de M, doming par P.
Alors, il existe une mesure stoehastique (unique) x d'ordre 1, 4
valeurs dans Lp’R et telle que, pour tout élément (h,k) de (#xX),

on att :

m (k) =E [k. [ n.dd]

3°/ Toute partie bornée de M est relativement compacte pour la topologie

de la convergence simple.

Preuve

Le 1°/ est une conséquence immédiate du théoréme D-3 qui
précéde.

Soit m un &lément de ch{ . Soit X' le dual fort de 5G:
m induit une application m de e dans % définie par, quel que soit

k &lément de %, <m (h), k > =m (h,k)

Cette application m , faiblement continue par hypothése,
est fortement continue (cf. [2] chapitre IV, paragraphe 5, proposition 7).
Elle peut donc €tre considérée comme une application continue de "1

dans L1 (Q,‘g , P). On peut alors appliquer le théoréme D-3 qui précéde.

Enfin, le 3%/ se prouve comme le 3°/ du théoréme D-3 qui

‘précéde.

(2]

3]

[4]

(5]

R.G. BARTLE :

W.

MATUSZEWSKA and W. ORLICZ :
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