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MESURES ET INTEGRALES STOCHASTIQUES

POUR DES CHAMPS ALFATOIRES

Par Michel METIVIER

Le travail qui suit définit la notion d'intégrale stochastique pour
des processus indexés par un ensemble d'indices qui est un espace localement

convexe métrisable quelconque.

La notion de mesure stochastique due 3 J. PELIAWMAIL (cf. [5]) est
étendue ici, et un théoréme de J. PELIAIMAIL et Y. GLORENNEC (cf. [3]) sur la
correspondance entre mesures stochastiques et applications linaires continues
sur l'espace des processus adaptés 3 trajectoires continues 3 support campact
est &tendu ici. La démonstration s'applique imm&diatement au cas particulier

de [3].

I - DEFINITIONS GENERALES

1 - Situation

= On se domne T localement campact métrisable.

-’.]estmsani—anneaudepa.rtiesdeTquisontdesGG dont les

intérieurs constituent une base de la topologie de T.
- (R, ¥, P) est un espace probabilére donné une fols pour toutes.

-AchaqueteTestassociéemmetrjbuS';_c?"etpwrdmaqueI
on pose :

% [

= ¥
I)tel "t

2 - Hypothése sur les tribus

On supposera toujours les hypothéses suivantes vérifiées :
vie] 3 t eI tel que T'toc ¥ (%))
Un tel point t0 est appelé point initial de I .

viel existe un ouvert Oo I avec 3’;=tr203‘; (0[;2)

3 - Champs aléatoires ou processus stochastique

3=l : On appellera champ alfatoire sur T ou processus indexé par T
une famille (xt) terT de variables aléatoires sur (Q, ¥ ,P) indexées

par T.



3-2 : Champ adapt8 :-
Un champ aléatoire sera dit adapté si :

Yt X, € Tt

3-3 : Tribu des prévisibles :

On appellera rectangle prévisible toute partie I X Fde T x @

ol Ie] et FéfFI’. On notera R l'ensemble des rectangles prévisibles. On appel-

lera "ensemble prévisible” tout élément de la tribu de parties de T x Q engen-

drée par (@.

3-4 : Proposition 1

sible.

Soit une suite (fn) de recouvrements ouverts de I€ 7, tels

que O€f =0 €J et diamétre (0) s%.

3 — P N s I .=
Soit <l>n = (Pg)o Efn une partition de 1'unité sur I associée

a fn. Soit to un point initial de O. On pose :

Mt,w) = I X, (w) PRE)
Oefn to [e]

Camme ‘fg(' ) est nulle en dehors de O, et approximable unifor-
mément par des fonctions &tagSes sur I, nulles en dehors de O, conme égale—
ment Xt est limite simple sur O de variables aléatoires é&tagées ‘J-Jt mesu-

(o} (o)
rables, K est clairement prévisible.

Pour chaque w soit & un module de continuité de t ~yF(t,u)

sur I.

Viel Xt -xtte) = § (K (@ - X (@) P28
Qef t:o ©°

soit :
1.8 . X% (£,0) - X(t,0)] € "m('rli)

D'ol la convergence de Xn(t,m) vers X(t,u) partout sur I x @, et par suite

la prévisibilité de X.

Proposition 2

Tout processus prévisible est adapté.

Démonstration

Il est immé&diat de vérifier que R, est un semi-anneau : si

€R :
I,%F, et szerR ona F[F, es-'I’lu 37;2 c 9«‘IlnI2

d'olt FiAF, x I nIZER,

2 1

et par suite la stabilité de ® pour N.
De méme si IIXFICIZXFZ on a :
IXF, - leFl = (szll)szu (leszFl)

Came I-I, = (N g

3.) ©
h =% 9 €J ' Fzéc‘ﬁzc Ile”‘%”il'

2

on exprime szFz-leF1 comme une union finie d'éléments de(R.

Les &lé&ments de R sont trivialement adaptés. La proposition 2

résulte immédiatement d'un argument de classe monotone. @



La tribu des prévisibles est engendrée par 1l'ensemble des processus

adaptés 3 trajectoires continues et & support compact.

e e

Les processus adapt8s 3 trajectoires continues étant prévisibles
d'aprds la proposition 1, il suffit de montrer que tout rectangle prévisible
IXF appartient & la tribu engendrée par les processus continus adaptés a tra—
jectoires continues 3 support compact. Or si O est un ocuvert contenant I tel
que‘Fi = thc‘Tt’:' on peut considérer une suite (0 ) décroissante d'ouverts
inclus dans O tels que I = Q] On. Cam\elon=stl:p~fnkpourm1e_suiteconv‘e-
nable de fonctions continues (fnk)k N 2 supports dans 0,s les processus
(t,m)»qu(m) ‘fn’k(t) étant par ailleurs adaptés, les processus loan, et par
suite le processus lle appartiennent 3 la tribu engendrée par les processus

adaptés 3 trajectoires continues 3 support compact. D'od la proposition. mm

3-5 : Mesures stochastiques :

On appelle mesure stochastique d'ordre p une mesure p définie

sur &, a valeurs dans Lp(n,‘.?f,P) possédant la propriété suivante :

VixFeR WDE) = 1, u(Ix0) (dans IP(q,&,P) (s)

(Mesure signifie : fonction sur ?, additive, 3 valeurs dans P ).

On notera [Xdu 1'intégrale d'un processus prévisible borné
par rapport 3 p (3 valeurs dans Lp(n, ,P). Pour la définition d'une telle
intégrale, cf. [5].(4] ouf1]). On rappelle seulement que si X est borné ¥ O

et X 7X alors lim [X du = [Xdu (limite dans IP).

g—j:DEsumsdeRa‘bnsmchasMgg:

Soit € 1'ensemble des processus adaptés et bornés, dont les

trajectoires sont continues et tendent vers 2zéro 3 1'infini, mmi de la norme

On appelle mesure de Radon stochastique d'ordre p, toute appli-

cation linéaire continue & de € dans 1P (Q,% P) possédant la propriété suivante

£ €, FeF, et 1. PeC=y 2(1.¥9) = 1.2 (1) (")

II - THEOREME FONDAMENTAL

1 - Enoncé du théoréme

57 u est une mesure stochastique d'ordre p, l'application linéaire

!,u de C dans IP, définie par :
lu(f) = [fdn

est une mesure stochastique.

u > & est une tsomdtre algébrique de 1'espace vectoriel de toutes
u
les mesures stochastiques, sur l'espace vectoriel de toutes les mesures de

Radon stochastiques.

2 - Leme 1

Si X et Y sont prévisibles bornés, avec 0 £ X 5 Y :

Fe¥ et 1..Y prévisible =3 1..X prévisible

-X = inf(l Y,X)



3 - Proposition

Si X est prévisible bomé et y une mesure stochastique :

F €% et 1..X prévisible => [ 1L.x du = 1...[ L.X du p. 1
Démonstration
Notons pour simplifier < h,g > = [ h.gdP.

Pour montrer la proposition nous montrons que si X est prévisible

et Fe F est tel que 1..X = X, alors pour tout H eF

PHNF) =0 =% <1 S Xdu > = 0O

H'’

<1 fXdu>=fXduH

H 7
ol Yy est la mesure réelle
uH(A) =< lH' u@) >

en notant o la variation de cette mesure, nous avons finalement 3 montreer
que si lF.X=Xona:

P(HNF) = 0 =» J’deH=O
Ceci revient 3 prouver que, pour la mesure positive i sur®, la mesure in-
térieure de T x (H est nulle. S'il n'en était pas ainsi on pourrait trouver

une suite décroissante (An) extraite de 1'anneau et engendrée par R, telle

que NA CTxCHeth(A) > 8. Or nous allons montrer que :
n n n

(TxH)nQAn = ¢ =3 11'1: m, @A) =0 (3-1)

On cammence par remarquer que chaque élément de ®, , et donc de &
peut étre approché pour m, par des unions finies d'ensembles prévisibles

de la forme lc %G ol C est un campact de T.

L'implication (3-1) sera donc vraie si on prouve que pour une suite Zn de
prévisibles de ce type on a :

('I‘xH)ﬁQ A== unmyE) - o (3-2)
Soit alors Hn={m:ngk(w)7‘¢}
kgn

Onad'mepartf\‘nc anT
et d'autre part puisque les (2‘;](((»))k forment pour tout w € H une famille de
campacts d'intersection vide :

f\ =
H Q H, = 6.
Enfin, pour tout rectangle prévisible Rc Kn :

u(R) =1, . H(R)

By

et par suite :

mH(An) = Rﬁ I < lHn . u(R), 1H > I.
n

Camme la famille { u(R) : Rc.xn}estbornéedanst,p>letcam\e

E(lHan) +0,ona:

4 - D&monstration du Théoréme

Le fait que zu soit une mesure de Radon-Stochastique est évident
d'aprés la proposition précédente et les propriétés de continuité de 1'inté-

grale.

Pour montrer la ré&ciproque il nous faut associer 3 &, mesure de

Radon stochastique une mesure stochastique p telle que pour tout ve L9

< (®Y,v> =704 < yv)> (4-1)
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Nous allons construire une mesure u, unique 3 valeurs dans 1P telle

que (4-1) est vraie. Nous montrerons ensuite que c'est une mesure stochastique.

Le théoréme en résultera.

Considérons donc la forme lin&aire continue sur €
lv(f) = <(f), v>

Nous allons monter qu'on peut lui associer une mesure réelle uy

sur P telle que :
veel 2,00 = sfau .

D'aprés un théoréme de prolongement de DANIELL classique, il suffit

de montrer que pour toute suite ¥, Y O dans ¢, ona:

lim swp | ¢ (9] =0 (4~2)
n ger
Osgsfn

Ceci implique en effet que la partie positive 9.: et la partie néga-
tive 1; de la décamposition de Rieg de £, se prolongent en des mesures posi-
tives.

Posons F
n,e

{w: 3t 'fn(t,m) >¢e}

D'aprés la continuité des trajectoires de 'fn, et la séparabilité
der',Fr €T
n,e

r

En outre
Ye) - (tve - )= £ (rwlve - ¢
D'ol :
(tyw) ~n 1 (w) . (£, (t,u)ve - €} est prévisible,
n,e

I-~1Q
Came 0 £ g<f = OsgVe-esfnw—e, le lerme I-2 ci-dessas

montre que :

1L (gve - £) est prévisible d'od
n,e

L(1g . gve —¢)) = 1 L(1g . (gve - €))

Ligy = L tigve - ) + L(g - gve + ¢)
n,e

Vveid

<£(g),v>=<2(gve-e),lF . v >+ 2(g~gvese) ,v >
R ¢ 2 4

<o{g),v>1{ < 2 {(gve~ .
| <s@v> <1l sleveall - 1l 1

. n
eV Hq + v N tgguere) [

La continuité de ¢, le fait que :

[l gve—e || ¢ [[£vee || < | [£gvee ||
et :
tl g—gvete || s ¢
donnent, pour tout € > O

Sup | <2(@,v> | ¢ Constante ® |} 1, . v|| + [[e]] |Iv]]. .e
OegsE Fhe @ q
get

Iaconditim‘fnvbOinp]iq\mnt:

Ve e =4

n ne

On a démontré la relation (4-2).
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Soit alors [ la mesure réelle associée 3 la forme liné&aire !Lv.

L'application v - My (A) étant clairement lin&aire pour tout A€ 4 , on notera

p (&) 1'élément de (L9)* (qual algébrique de LY associé & cette forme linéaire.
On voit immédiatement que si pour un v € Ideta>00na:

Sup <u@P),v> ga
Ogf<1
Pel

on a :
< U‘A)rv > = uV(A) ga
Ceci montre que dans 1'espace (Lq)*, u(aA) appartient 3 1l'enveloppe

fermée de { v(f) : el Os¥s 1} ctPe @ ® pour la topologie o ((Lq)!, 9.

Comme { u(f) : e , 0< f ¢« 1} est continue dans une boule de

Lp, qui est faiblement campacte pour q-(Lp, 1) onau@) e 1P.

Nous avons donc construit une application additive de §° dans Lp,
telle que pour tout v erd < u,v > soit une mesure réelle vérifiant (4-1).
En vertu du théoréme de PEITIS sur ¢ additive faible et ¢ additive forte,

cf. [2], p est une mesure 3 valeurs de LP, pour laquelle (4-1) est vraie.
Reste & prouver que VIxF ¢ R ona :

u(IXF) = 1o u(IxF)
Soit ‘fn une suite croissante telle que :En T 1, fnet

En raisonnant came dans le lemme (t,w) ’\alF(w)fn(t) est adapté a
trajectoires continues 3 support campact, donc dans € . On en déduit inmé-
diatement :

u(IxF) = 11'1:: (Lp) 2. 2) =1, 1:4: (Lp) i l.fndu = 1p u(ixq).
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ITT - MESURES STOCHASTIQUES PRODUITS

1 - Bases de champs aléatoires - Bases produits

Considérons 2 systémes :

(@, &P, Tlﬁitﬂpw ¢+ Feen) (1-1)
1
et :
(@, 9P, T,.J xsg)ldz , (EFt‘:)te.Tz) (1-2)

tel que définis en I-1 et avec les propriétés I-2

Posons T = T XT, - A= I,xI, Ilc-:’s, , Izgf!z}
= F i
(t1sta) = 7t vy
g’llﬂé = r\ ?(;t t.)
(b t) €T xr, 1752
I1 est immédiat que (2,%,P,T,Y, (‘5"I)I€5,(‘3;) rex @)y p) satisfait I-2

Enfin si tl est un point initial de Il, t2 un point initial de 12

(tl,tz) A I, I, I,xI,

D'ol (tl,tz) est un point initial de leIZ.

Si on appelle base de champ aléatoire un systéme (2,%P,T,J, (yI)Iey' (‘J';,_)teT

tel que d&fini en (I-1) et vérifiant les hypoth@ses de I-2 le systéme

B = @Fprr, =T & ), @ vE))
12 1 2
est appelé base produit des bases 031 et 032 définies par (1-1) et (1-2) respec-

tivement. On notera ®= 031 ®@2
s
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2 - Mesures stochastiques produits

Si My {i = 1,2) est une mesure stochastique d'ordre p; > 2 définie
sur la tribu g”i des prévisibles d'une base 951, on dit qu'une mesure stochas-

tique v d'ordre p avec i-1,1 définie sur la tribu P des prévisibles de

P P p
1 2
la base @1 % 952 est la mesure stochastique produit de uy et oy, si pour tout

e .
lepleﬂl, 1, e®, ona:

w(IxI, x F nF,)) = u (I)xF) . uz(szFz)eLp (2-1)

Les rectangles prévisibles particuliers I1XI2 X (Flan) engendrant
clairement la tribu % (puisque les ensembles F, O F, engendrent J'} v ‘J’I ), si
1 2

la mesure produit de ¥ et kB, existe,elle est unique.

St ¥ et Hy gont 2 mesures gstochastiques d'ordre 12 et P, > 2 sur
2 bases (Bl et ‘82 asgocibes au méme espace fondamental (Q,F,P), et si Mg

est 4 variation bornée, il existe une mesure gstochastique produit unique u

1 .1 1
de u, et sur B B, d'ordre p avec = + = = =,
1 2 1 8;2‘ P pP; Py P
Démonstration
1 1
Soit verd avec = + = =1
P T q

Les rectangles leleszFz engendrant la tribu le ®‘.‘f‘5 dans
T, X0, xT,xQ,, il est facile de voir que 1'spplication

leleszPz Ay < ul(IIXFI) .u2(12xF2) V>

se prolonge en une mesure réelle lTV sur 9‘; ®ﬂ“2,

I-14

Mais si Flan =¢ona uv(leleIZsz) = 0. Si A est la diagonale de axq,
la mesure intérieure de TleZXCA pour u  est donc nulle. Si on identifie
de fagon naturelle TlezxA et T,xT xq, par 1'application bijective

¥ s
(tl,tz, (w,w)) (—-)(tlztz,m) , la trace de leIZxIE‘le2 sur A s'identifie a
I XIXF |(F,, la tribu trace sur T,xT,xA de 6°1®‘°2 s'identifie 3 la tribu
des prévisibles £de$, et par suite, 1'image par ¥ de la mesure trace de T,'v
est une mesure M, sur S”prolongeant la fonction by, définie sur les rectangles

leIZxFlan par :
u (L XIPE)XF)) = < ) (T3F)) o uy (T xF) v >,
v :

On ach&ve la démonstration de 1l'existence de u en considérant
1'application A ~xu(a) a valeurs dans (LY)* (Dual alg&@rique de 1Y) définie
par < u(A),v > = u_(A), et en utilisant la réflexivité de IF comme dans la
fin de la démonstration du théoréme 1.
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