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LIMITES DE QUOTIENTS DE FONCTIONS HARMONIQUES

ET ESPACES DE HARDY ASSOCIES A UNE MARCHE ALEATOIRE

SUR UN GROUPE ABELIEN

par J. LACROIX et E. LE PAGE

Sommaire.~

Nous nous proposons de prouver dans le cadre 4d'une marche
aléatoire sur un groupe abélien des résultats analogues 3 ceux de la
théorie classique des fonctions harmoniques dans le disque unité.

Déns la premiére partie de type probabiliste, nous démontrons
un théoréme de convergence des quotients de fonctions harmoniques le
16ng des trajeétoires du processus. Ce résultat était déja établi par
Neveu [3] dané l¢ cas d'un groupe discret. Nous en déduisons par un ar-
.gument de martingale une caractérisation des espaces de Hardy définis
par majorante harmonique.

L'étude analytique de ces mémes quotients fait 1l'objet de 1le
seconde partie. Ce genre de résultat avait &té obtenu par Doob, Snell
et Williamson dans un cas trés particulier de marche aléatoire sur 22
[4] . Nous en déduirons une autre caractérisation des espaces de Hardy
grace aux propriétés du noyau de Poisson. Les travaux de Choguet-Deny [1]

et Cartier, Azencott [2] constituent la base de cet exposé.

Rappels et Notations.-

Soit G un groupe L.C.D. abélien et ¢ une probabilité trén-
zitoire sur G telle que le plus petit semi-groupe fermé contenant son
support soit égal a3 G .

On dira qu'une fonction réelle £ définie sur G appartient
a %f(on dira que f est harmonique) si f est localement intéérable

pour la mesure de Haar m de 'G et o0 » £ =f mpresque partout (ol

o désigne la mesure symétrique de o). On note par &% le sous-ensemble
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des fonctions continues de %% et par 'ﬁ# et ﬁ?g les cOnes positifs.
I' est l'ensemble des exponentielles sur G (c'est-a-dire des homo-
morphismes continus de G dans (R:,x)) gui sont harmoniques. On note
par C; leé fonctions positives continues 3 support compact dans G ;
si rg_C; . Tr est la section du cone T engendré par ' ,définie par
S ¥ rdm=(y,r> = 1.

.L'hypothése faite sur le support de ¢ implique gque
{ym|yel'} est relativement vaguement compact. Dans ce cas on peut énon-

cer le résultat principal de Chogquet et Deny sous la forme suivante :

~F

. . + o . . o

7) Si h ég?c tl existe une mesure contque unique sur I posgé-
dant des localisations uniques | (resp.u,) sur T (resp.Fr)
véri fiant

h(z) = foy(z) duly) (resp hiz) = [, Y(z) du, (Y))
” |

77) L'application v

= Ip y(x) dv(y) est une bijection entre

.. ‘ + +
les mezures finies sur T et Q{c —?fc

21%) S7 fe%f+' il existe f¥ dans gf; avee f = Ff* mp.p.

Dans toute la suite on fixe un élément h de ﬂfz non nul

sur T eﬁ Pr . S5i ©Q est le noyau

associé aux mesures p et Hy

de transition défini par Qf = %(G-xfh), n* {resp n¥) ‘désigne la pro-
babilité sur Gp telle gue les applications coordonnées Xn de dN
dans G forment une chaine de Markov de transition Q et d'état ini-

tial x (resp de loi initiale hrm si re;C; telle que (hyr), = 1)

Une partie des résultats de Cartier Azencott peut alors s'é-

noncer de la fagon suivante :

Il existe une variable aléatoire stationnaire X d valeurs

~J
dans T dont la loi sous I’ est portée par I, et est

égale a u,
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Si u et v sont deux mesures sur ' on désigne par D(%) la
densité de la partie absolument continue de Vv par rapport 3 u et enfin

si u est une fonction sur I on définit u sur I par

(A x) =u(x) si A > O .
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Théoréme 1.-

Soit j’é%%; associée 4 v sur T et rezcz avec <h,r>m = 1.
Alors
f(x ) N
lim o =D(Y) o x n* p.p.
n> -+ h(Xn) H ®

(Ce théoréme n'est pas démontré dans la théorie générale des chaines de Mar-
kov en raison de l'impossibilité d'obtenir une correspondance bijective entre

fonctions harmoniques: continues et mesures harmoniques dans le cas général).

La preuve résultera d'une suite de lemmes dans lesquels on a posé

f = f1 + f2

de Vv par rapport a u .

ol f1 est la fonction associée 3 la partie absolument continue

Lemme a).-
Si on pose
~S
- & v
| Qlz) = T [D(h—)oXm]
Alors

fl
Y = % mp.p.

Preuve. -

. +
> =
Soit regCK avec <h,r m 1

7~ 1.4
<fh,r>p =T o x.] =[f phau, = (D)) <y, duly) = <f,r>
r

Lemme b).~-

~
La suite Q(Xn) converge N' p.p. vers D(%) o X,

Preuve. -
L'invariance de X_ et la propriété de Markov donnent :
~
_ r v
Yox = 1F [ D ox, |F ]

ol .F; est la tribu sur dN engendrée par les n premiéres coordonnées.
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Théoréme 2. -

Soit f appartenant d g’ associée d la mesure finie v sur T
Les deux assertions suitvantes sont équivalentes pour

peli += ]

i) feHP(n)

i1) v est absolument continue par rapport 4 u et %% e&Lp(u)

Preuve. -
ii) ==>1) est une conséquence de l'inégalité de Jensen (cette

implication est encore vraie pour p = 1 mais se réduit & une trivialité).

ii) sSi £ er(h) £ o X est une IF martingale bornée
h n

dans Lp(ﬂr) ; on en déduit d'aprés le théoréme 1 que si p > 1 ,
N

V x
D(E) oX,6 € Lp(H )

i)

d'od pour pe]l +°°[
r -3, v
4o > 10 [lD(g)lp oX_] = fr ID(;)IP(Y) <y,r>  du
or si 1l'on choisit re&C; symétrique on a
<Y,r>o 2 % m(r) pour tout y de T
on en déduit que D(%) est dans Lp(u). Pour p = +w on a évidemment le

méme résultat.

Il reste & montrer que VvV est absolument continue par rapport a

~/

r v rrf
T [p6p o X ] = 17 [Fx )]
d'aprés la convergence dans Ll(Hr) de la martingale %(Xn) on en déduit

avec les notations précédentes :
<fl,r>m = <f,r>m pour tout r

aZonc £f=f£_ .

Remargue : Une conséquence immédiate de ce théoreme.

- - - -

S1 VvV est une mesure finie sur [ définissant une fonction de
HP  alors le . v’ et v définissent aussi des fonctions de HP . On en

déduit gque les espaces HP  sont égaux & la différence de leurs cones posi-

tifs (pour l'ordre ordinaire) st sont réticulés pour 1l'ordre induit par ces

clnes positifs.
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Lemme c).-

fl(xn) r ’*5
La suite ~577 ) converge I p.p vers D(-ﬁ)-o_x°°
n

Preuve. -
I1 suffit de prouver que

£
i) (-9 ox_ #0) =0
n

Ceci résultera du fait que si m(u) = O alors :

r n An n .
I"(u o xn) = <Q  (u) ,hr>m = <0 xuh,r>m = <0 atr,uh>m =0 .

Lemme 4) .~

L . fz(xn) : r
a sutte “hR(X_J converge I“ p.p. vers O .
n

Preuve. -
On recopie la démonstration de Neveu [3] en &crivant :
f
2p0 8,7
mAl=g*x
ot ue¥H’ avec u=0Ompp et V est un o potentiel.
v V(xn)
Y étant un potentiel pour Q , RX converge vers O et
u(X_) : B . n :
h(Xn) est une IITf martingale bornée par 1 donc CV n* p.p vers O .
n
Le théoréme 1 conduit § donner la définition suivante des espaces
de Hardy :

Pour pe[1 +»[ on définit HP(h) par :
f
{fe%ﬁc/iueﬂz avec lﬁlps ‘il:-}

#P (h)

Pour p =+ o

B (h) = {fe%‘{fc /]%I est bornée sur G}

On constate immé&diatement que u! (n) est indépendant de h et

est &gal 3.’ JJB: - %Q .

Remargue : On ne peut se contenter de h = 1 pour définir des espaces HP
car dans ce cas HP serait réduit aux constantes das que p > 1
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Pour 1l'étude du comportement analytique des quotients % nous
d d
2
nous restreignons au cas G = Rd , (d22) , le cas G =R H@ Z “@ K se
traitant exactement de la nréme maniére mais avec des notations plus encom-

brantes.

Posons

F(x) = Log J(exy da o(y)
F est strictement convexe s.c.i , et TI' s'identifie 3 l'ensemble {F = 0}
qui n'est pas nécessairement fermé, c'est pourquoi nous ferons 1'’hypothése
supplémentaire : tout point de _F posséde un voisinage dans lequel F est
finie. 0 é&tant transitoire il en ré&sulte que sa moyenne est non nulle.
Dans ces conditions I est fermé dans Rd et est une variété de dimension

(d-1) telle que pour tout Y €Tl on ait :

i) érad F(y) #0

82 F

axiax. (v)

ii) la forme quadratique QY définie par la matrice
]

est définie positive.

Pour toutes ces questions on puourra consulter Hennequin [5] .

grad F(y)
| lgrad F(v)|]|
la base de voisinage VK de Y dans T par :

Nous poserons n(y) = et pour X > O on définit

V] = {BeT/n(y) (y-B) < A}

Définissons enfin le nhoyau de Poisson PA(a,B) pour XA >0 et

0,Bel x T par :

_ 1 An(a).B

Alors si feH1 associée 8 v sur ' on a :

fQne@)) _r _
h(An(a)) ',(r Py (@,B) dv(B) =Py via) .

Remarquons que sauf dans le cas ol T est une sphére et u la mesure de

Lebesqgue, PA n'est pas symétrique en o et B , et que si 1'on a toujours



P,u(a) =1 , on n'a pas en général _f P, (a,B)du(a) = 1 (exemple : siyu=¢
A An(a,) (B=a,) LA %
PA(aO,B) = e et comparer avec le lemwe f).

Voici alors le théoréme principal de ce chapitre :

Théoréme 3.~

Soitt Vv une mesure de Radon sur T . Alors
lim Pyv(a) = D(Y) (a) H.pP
A 400 ¥
Ce théoréme se déduit immédiatement d'un théoréme de dérivation

si 1l'on remarque que :
© =Au
foe v(V?x)du

P, v(a) -
A J:e Au u(va)du
4 v (V%)
et que si a est dans le support de u alors dés que 1lim — 4 = D(z)(a)
Qa H
n+0 u(Vu)
existe il en est de méme de 1lim P uWa) et les limites sont égales.

Argoo A

Nous nous contenterons de dire briévement comment l'on peut utili-
ser le théoréme de dérivation de Morse [6] en donnant le lemme suivant dont
la démonstration repose entiérement sur le fait que QY est définie positive

et sur des calculs faciles & partir de la formule de Taylor appliquée & F :

Lemme e).-

Pour tout o de T 1l existe des constantes 0,(a) et 6,(a)
vérifiant O < Gl(a) S 8y(a) < + o et telles que

1) 3n (a) > 0 tel que si A e Jon(a)] on ait :

mB(a,ez(a)ﬁ) c v‘.j\‘ C Bla,8,(a)VX)

i2) In'(a) > 0 tel que st A €]0 n'(a)] on ait { en posant
Wy = co (Vy, B(a,8 (a)V%))}
_
Wy N T =¥

L'affirmation i) signifie que localement T "est" un ellipsolde ;

Vg ne contient aucune boule de centre o c'est pourquoi l'on introduit les



ensembles Wg dans ii).
Si A est un convexe fermé de Rn et si x€A on pose :
§(x,A) = Inf (r / B(x,r) JA)

8§’ (x,n)

Sup (r / B(x,r)CAa) .

En utilisant la propriété i) du lemme e) on obtient :

8 (a,WY) NI RN 8. ()
{im —2 slimez ﬂsez() <+ ow .
X>0 8 (a,W) aso 2y (@) y (@

Il s'en suit d'aprés le théoréme de Morse que les (Wg) forment une couver-
ture étoilée sur T et par conséquent une base de Vitali pour toute mesure
de Radon positive sur T .

La propriété ii) du lemme e) permet alors de conclure en consta-

tant que si Vv est portée par T . v(v;) = v(w(;)~ pour A assez petit.

1) les preuves du lemme e) et du théoréme 3 n'exigent pas que T
soit borné on peut donc. supposer seulement que le groupe fermé engendré pz.
le support de O est égal 8 O en conservant l’'hypothése supplémentaire
du chapitre II car il nous suffit que F soit strictement convexe et

différentiable au voisinage de chaque point de T .

2) on peut améliorer ‘le théoréme 3 en considérant des limites

fix_)

n[;ﬂT ot Xn est une suite de points de G qui converge non tangentielle
n

ment vers O€&€T c'est-a-dire que X, = An y, avec "yn]l = 1 et de plus

1lim XA ="+ o
n

lim ||yn*n(a]|| = 0
An ”yn°n[a]|| borné
3) lorsque o décrit T , les vecteurs n(a) décrivent Sy-1
le théoréme 3 affirme donc 1l'existence des limites de ;%%% dans toute di-

~ortinn de RY si feH]
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Comme dans la partie I nous déduirons de ce théoréme de conver-

1

gence une caractérisation des espaces HP . Nous confondons H et 1l'espace

des mesures de Radon sur T (ainsi nous dirons gque v £ uP plutdt que
feHP).

Dans la théorie classique on caractérise les espaces uP par des

conditions de la forme sup 'IvalIL (u) <+ ® . Dans notre situation ceci
A>o0 p'¥

est impossible pour u quelconque. Par exemple si u = €y on aurait pour
o
toute mesure v :

A (a_) (B-a )
el oy <fe™ 7 " alvi® s vl .
pal

Nous sommes donc conduits & introduire une classe particuliére de mesures
de référence u , possédant des propriétés voisines de celles de la mesure

de Lebesgue du cas classique.

Définition.-

Nous dirons qu'une mesure positive u sur T est presque uni-
forme si
i) Nt 21 11 existe une constante K(t) véfifiant :

u(chu) < K(t) u(VZ) Yaerl

i) 16 > 0 et une constante e, tels que pour u £ 6

u(Vi) Ya,8 tels que BéV%l

wvy) < e,

Par exemple la densité superficielle sur T est presque unifor-
me ainsi qu'une mesure ayant une densité continue strictement positive par
rapport 3 celle-ci.

Dans ces conditions aprés des majorations fastidieuses et une étu-

o

de plus précise des ensembles VA que dans le lemme e on peut prouver :

(voir en annexe)

Lemme f).f'

ST W est presque uniforme il existe deux constantes c et e

1



tellies que pour tout B de T

0 < 01 SIPA(Q:B) dli((l) < c2 < 4+ o

Ce résultat permet alors de démontrer le théoréme :

Théoréme 4.~

ST u est presque uniforme et Vv est une mesure sur T on a
l'équivalence pour pell +o [

2) v € B (n)

tt) sup ||P,|v|]| <+ w
A>o A Lp(u)

Preuve. -
i)==ii) Si v e Hp(h) 11 en est de méme de |v| par consé-
quent il existe © mesure positive sur T avec :

IP}"\’HP € P06 ;

A
en intégrant par rapport 3@ u on obtient :

lllevlllfp(u, s [By 0@ @) < ¢, 0(r)

ii) =—>i) I1 suffit de raisonner avec p > 1 car v est tou-~
jours dans Hl .
Le théoréme 3 joint au lemme de Fatou montre que D(l%l) est
dans Lp(u) .
Il faut montrer que Ivl est absolument continue par rapport a
U ; pour cecl si [ est la partie orthogonale de lvl par rapport & u ,
t vérifie :
"lim Py, z(@) =0 pop
S;‘J.p ”PACH Lp(u) < s;\xp HP)\IVHILP(“) < 4
on en déduit que ch converge vers O dans Ll(u). Or
e, tt@) aut@) » ¢, T
par conséquent g(l') =0 .
Le théoréme 1 permet alors de conclure.
Remarque : la condition ii) du théoréme 4 est-elle équivalentéié :

< 4+ o ?

sup | |P

vl]
A>0 A Lp(u]



Pour prouver le lemme f) nous commengons par améliorer le lemme

e) qui ne faisait pas intexrvenir la compacité de T .

Il existe deux constantes a et b telles que pour tout o de

T et tout A >0 on ait :

Bl(a,a Vi) NT C v‘; CB(a,b A\) OT

(on a bien sifir 0 < a & b < + ©),

De ce résultat facile on déduit les conséquences suivantes :

z) Il existe une constante Kk, telle que pour B € Vz et
. a B
2
v u on ait Vv C Vklv
2
(on peut prendre k1 = i%? en utilisant le résultat ci-
a
dessus).

i2) Si 1l'on pose US = {a/ BGVZ} 11l extste des constantes

k, et k3 telles que

2
B ,8 B 8
szu C Uu et Uu C Vksu
2 2
= a - b_
(on peut prendre k2 = b2 et k3 = a2) .

Remarquons enfin que si y est presque uniforme, pour tout

€>0 on a inf u(Vg) >0 car si A est le diamétre de I on a

ael
o p(l)
u(VE) 2 =

K (-2—)
Nous poserons alors :
+oo =)

I(a) =_{§ e MV u(V%)dv

J(u,B) =st [1()]™}! au(a)
) u

Avec ces notations

[t Pytem) auta) = 2™ 5(u,pan .

Nous utiliserons dans la suite d'inégalités ci-dessous les nota-
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tions K, Sy * § introduites dans la définition d'une mesure presque uni-

forme.

@ Pour u £ § et aeug on a :

Ifa) £ A I(B) ot A est une constante.

Preuve. -
_ su _=Av o +0 ~Av o
I(a) = fo e u(VV)dv + fu e u(VV)dv
u -V B 4+ =Av B
< Cq fo e u(VV)dv + fu e u(Vklv)dv

u _~Av B +0 =)y B
£ 5 fo e u(Vv)dv + K(kl) fu e u(Vv)dv

on prend A = Sup(c,K(k,))

(:) Pour u < ¢ on a
uw(vd)

J{u,B) 2 B ol B est une constante.

I(8)

Il suffit en utilisant 1 de remarquer que :

u(Uﬁ) > u(Vﬁ " >+ u(Vﬁ)
2 K(E—)
2

@) Il existe une constante e, avee

I gu,8) e M au s e

o 1

Preuve.

D'aprés (@ on a

§ =lu B
_ ; S~ e p (Vv )du
fzm e AU J(u,B)du > B Sm -Au E =B gffi)
I e u(V:.)du
le) u
+o =)u B
x H(S) 1t
H(S)

de plus en supposant que u est une probabilité :

+o. ~-ju By 1 =6
I s € u(Vu)du s ye



)
A..
§ ~Au B8 ) Au 8 1 B =A¢8 2
fo e u(Vu)du ;fg e p(vy) du > > 3 u(Vg) e [e 1]
2 2
Par conséquent :

H () 24 1

H(3) € 1 + K(=) x AQ

2

Ceci donne le résultat si A > A_ > O ; mais l'intégrale proposée est

(o]

continue en A et vaut 1 pour A =0 d'oldl la conclusion.

B
u(Vu)

Pour u & -72-§- J(u,B) £

A ’
3 J

0 k‘,o:
(3

e MY n(vB)a

Preuve. -
Dans ce cas si o € UB alors R € Ua c g , donc a eV
u k3u 8
On en déduit que s s
k. k.
3 _-Av a 1l 3 v B
I(a) ){O e u (Vv)dv > o (o e u(Vv) av

d'autre part :

wwh) ¢ MV o) € Rlky) (v

(E) Pour tout u on a la majoration :

8
AEE;
J(u,B) &< B'Le ou B' est une constante.
Preuve. -
J(UIB) _Eiﬁ.
I(a)
- xS
2k 2k
a | e 3 1 e 3
or I{(a) > u(v ) > .
8 N 2k3A A
2k3 K(———

Il existe une constante e, telle que
f+we—xu

o J(u,Bldu < e

2

B
$



Preuve. ~

En utilisant les majorations @ et (® on obtient que :

+A<S
2k A
f;e)‘uJ(u,B)dusA'+B'e 3‘(+ re M gu
8
k.
s 3
2k

cqgfd.
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