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CRITERE DE RECURRENCE POUR LES MARCHES ALEATOIRES 

DANS LES GROUPES ABELIENS DENOMBRABLES 

(Pierre CALLADINE) 

INTRODUCTION.-

Spitzer et Kesten, dans [l] ont donné le critère suivant : 

Soit G un groupe abélien dénombrable discret, y une probabilité 

apériodique sur G , T le groupe dual de G , P la mesure de Haar 

normalisée sur r (qui est compact) y la transformée de Fourier de y : 

y est récurrente <=> f * W — 1 dP(y) = + - (1) 
J F Ll-y( Y)J 

Le but de cette note est de donner, dans le cas où G est une torsion 

(tous les éléments sont d'ordre fini) des critères s'exprimant directe­

ment en terme de y . Les notations ci-dessus seront utilisées dans la 

suite. G est donc un groupe abélien dénombrable de torsion, y une 

probabilité apériodique sur G . 

Nous utiliserons le lemme suivant, dont la démonstration 

est très facile. 

Lemme.- Si G est un groupe abélien de torsion, dénom­

brable, il existe une suite croissante (G

n)n>o
 d e s o u s ~ 9 r o u P e s finis 

de G telles que G = (0> , | G /_ I = a où (a est une suite o n/G _1 n n n^i / n—l 

de nombres premiers, et telle que G = M G 
n?0 

Remarque : Cette suite ^ G

n^n>0
 n ' e s t évidemment pas unique, mais l'en­

semble des valeurs prises par (an) ne dépend pas de ^G

n)n>o *
 N o u s 

supposerons ^G

n^n>o fixée dans la suite. 

Soit r n = {y e. T/y (g) = 1 , Vg e. . 

La suite (r ) _ est une suite décroissante de sous-n n^o 

groupes de r tels que Y = (e) où e est l'élément neutre de 
n^O n 
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(voir [3] ) 

fT ̂  [izfe] dP(Y) = n ^ { r n - r n + i * f î T ^ 1 d P < ^ ( 2 ) 

Nous démontrons les deux résultats suivants : 

Théorème 1.- (condition suffisante de récurrence) 

" So i w "^k^> "-^> - * - "· 
alors y est récurrente. 

Si la suite (a^) est bornée (S) devient 

Théorème 2.- (condition nécessaire de récurrence) 

Si y vérifie la condition (A) suivante : 

3C> 0 , 3no*g/*n > no ¥ \ t G j " >C> 0 (A) 

la récurrence de y implique la condition (N) suivante 

(N) devient lorsque (an) est bornée (S') 

On peut préciser ces critères dans des cas particuliers 

Démonstration.- Pour obtenir (S), il faut minorer 

J r -r ^ [i ] dP(y); pour obtenir (N) il faut le majorer. 
1 n 1 n+1 A" y K y ) 

. Pour yeT, l-y(y) = E v(g)(l-y(g)) 
g€G 

.Si yeT , l-y(Y) = E y(g)(l-Y(g)) et donc 

\1-V(y)\2 4 4 | z u ( g ) | 2 = 4 | l - y ( G ) | 2 (3) 
g*G n 
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Re(l-ij(Y)) > i_ (l-^e(T(g)))y(g) . 
geG - G 
' n+1 n 

Si v é T ( 1 - T , Y est constant sur les classes de G . . 1 n+1 n 1 n+l 

modulo G n . Puisque G n + l / G ^ Z/an+l ï ( an = lGn/c p o u r 

/ n ' n—1 
2 iirk 

g e G . i - G

n > Y (g) est de la forme exp(— ) où 1 ̂  k ̂  <*n+i""l · 

xi» x ri n+ X 
Donc v Y ^ T n - r n + 1 ^ y 9 € G n + 1 - G n , l-Re( Y(g)) > 1 - c o s ^ — 

n+1 
pour Y e r n - r n + 1 , 

fte(l-y(Y)) * (l-cos-^I-)(y(G..)-y(G)) (4) 
an+l 

*/r _r

 2 1 2 2 
J 1 n 'n+1 4(l-y(G n))

z 

a_. ,-1 a„.,-1 , , a„.,-1 
D / r - » n+1 n+1 1 l . n+1 . 

W V V l «n +l ISJ 2 ^ « „ + 1

 4 1 ' 

D'où la condition suffisante (S) 

Z 77 ;—|-n _• . > (1 - —r 777—7— ) ( 1-COS ) = + 00 

n=o l G

nl<1-P<G n)) l-p(Gn) a n + 1 

Si la suite (a ) ~ est bornée, 1-cos 2 l f > k > 0 , d'où (S1 ) . n n>0 n + 1 

. (4) peut s'écrire 

Re(l-y<Y)) > (1-cos^-) (l-y(Gn)) }

 n 

et donc si (A) est vérifié, pour n > n Q 

^ ( î * T ) ) d P ( Y ) * /rn-rn+1 ^ Ï Ï W T d P ( ^ 

< 1 9 "n+l" 1 1 

C(l-cos-^-) (l-y(G )) * an+l ' G n I 
an+l 

Puisque la divergence de la série ne dépend pas des n Q premiers termes 

la récurrence de y implique (N) : 
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n=0 lGnl Cl-p(Gn)) ^-cos^ = + °° 
an+l 

qui implique (N ' ) lorsque (aR) est bornée. 

• Cas particulier 

La méthode employée ici permet de retrouver facilement les ré­

sultats obtenus dans [2] , dans des cas particuliers pour G et y . 
+0O 

Exemple : Soit G = H e ( © Z/$, 2) où ($,) est une suite de nombres 
k=l 

premiers, et y une probabilité sur G apériodique, concentrée sur les 
facteurs directs H, Z/flk 2 (k = 1,...) (H est un groupe fini). Pour 
la suite (G ) ^ on peut prendre une suite telle que G = H et n n̂ .o n o 

G n + m -
 H ·

 Z/ek *> (« n = B n _ n n > n Q) 
O K=l o 

+» 
G = G w m ( e z/a » ) 

n o k=n +1 n 

o 

+» 

Pour Y ér, g e G , Y = <Y N * Y n + 1 f - > 9 = (g n ,g n Y(g)=n Y k(g k) 

o o o o k=n Q 

S i Y e r n ' r n + 1 ( n * n o } Y = Yn+1' Y n + 2 - - ' ) 

1-y (Y) = L ( 2— y (g) d-Y^Cg))) 
k=n+l g t Z / 

a t 
g ^ O 

Si g*Z/a k ï Y k ^ z / a k 1 ^ k ( g ) = e x p ( 2 ^ ! L ) ( 1 * p * a k - 1 ) 

+ 0 0 

d'où &e(l-y(Y)) > l (1-cos — ) (y (G,) -y (Gv-1) ) . 

k=n+l a k k K 

Une condition suffisante de récurrence est donc 

+» 

+~ ! K-Ll [ U " C O S f ^ V - ^ ' W t i 
n£o l e j » " (Gn>> (l-p(Gn)) 

+oo 
Si (a ) est bornée, puisque 1 [y(G_)-y(G ,)] = 1-y(G ) un critè-

k=n+l n n 

re suffisant de récurrence est : 
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. Dans les hypothèses de (SM) , sans que la condition (A) soit 

vé ifiée, (6) donne, pour n assez grand 

f 2~ r 1 i \ * Qtn-n"1 1 

V r n « L l ^ ( ^ ) J ( Y > X « 1 — a n + l î (l-cos|l)(p(Gk).p(Gk .)) 
k=h+l ak K K 1 

une condition nécessaire de récurrence est donc : 

jo |Gn|(U<Gn» =
 + ~ 

(S") est donc alors une condition nécessaire et suffisante de récurrence. 
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THEOREME CENTRAL LIMITE ET THEOREME CENTRAL LIMITE FONCTIONNEL 

SUR UN GROUPE DE LIE NILPOTENT 

par H. HENNION 

Le but de ce travail est de donner des démonstrations com­

plètes des théorèmes limites obtenus par V.N. Tutubalin [l] , puis 

de prolonger l'un d'eux en un théorème central limite fonctionnel. Il 

n'a pas été possible jusqu'ici d'en déduire des lois limites explicites 

pour les marches aléatoires par application du principe d'invariance. 

Hypothèses générales et notations.-

1. G est le groupe de Lie nilpotent de classe 1 obtenu en 

munissant V? du produit 

(x,y,z)(x',y',z') = (x+x·,y+y·,z+z'+j(xy'-yx')) 

2. On considère sur G la distance invariante par translation 

à gauche (induisant la topologie initiale) définie par 

a,P*G d(a,p) = q(a - 1p) 

où 

q(T) = sup{|x| ,|y| ,|z| 1 / 2} si T = (x,Y,z) . 

3. Les éléments aléatoires (U .VM,W ) désignent les accrois 
n r n n n 

sements successifs d'une marche aléatoire droite issue de e = (0,0,0), 

la position à l'instant n de cette marche est 
( V W - < 0 l 'VV"-<VVV 

avec X n = U. + ... + U n i n 

Y n = V l + — + V n 


