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THEOREMES DE RENOUVELLEMENT POUR LES MARCHES ALEATOIRES

SUR LES GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

(P. BOUGEROL - P. CREPEL)

Introduction.-

Le préssnt article constitue une rédaction de 1'exposé fait par
1'un dés auteurs au séminaire de Théorie du Potentiel & Paris, le 23
janvier 1875. Il ne prétengc; l’originalits, mais espdre faire un survol
des résultats récents obtenus par les probabilistes dans le domaine

cité en titre.

Notations.-

~ 0On considére un groupe localement compact 3 base dénombrable
6 . On note A 1e point 3 1'infini du compactifi§ d'Alexandrov de G .
On note CK(G) (C;(G]) 1'espace des fonctions continues & support com-
pact (et positives) sur G .

m désigne la maesure de Haar & gauche gur G .

On note aussi, pour

ael , Oa(resp. ra) 1'application qui 3

une fonction f sur G fait correspondre la fonction x = f(ax)

(resp. x = F(xz)).

- ¥ désignera dans la suite une probabilité apériodique sur
G . (i.e. le sous-groupe fermé engendré par le support de ¥ est G
tout entier). Rappelons que si 1'con pose P(x,.) = *e . alors P

est le noyau de transition d'une marche aléatoire gauche de loi | TR

On notera

us 2w " et Ulx,.) = uwe_ = 2 PMx,
n2zo x nzo
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(0n notera 3 » ﬁ ... 1les m8mes quantités lorsgu’elles sont relatives,
non plus 3 la probabilité u , mais 3 1'image % de cette probabili-

té par 1'application x »-x-1).

I désigne 1'opérateur identité : f = f

Présentation du probladme.-

- On e'intérease au probldme formulé de manidre un peu vaguc

comme suit :

50ft f wune fometion assez régulilre, trouver les solutions
de l'équation de Poisson (E) : (I-Plg = f , et étudier le comportement
x> A .

de g(x2) quand

- Rappel : on sait que si u est apériodique, deux cas seule-
ment sont possibles pour 1'é6étude de U :

®ou blen u est une mesure de Radon (on dit aleors que la .
che de 101 u est transitoire]
»ouy bien ufA) = + e pour tout ouvert non vide A de G (on
dit alors gque la marche de loi u est récurrente).
- Nous distinguerons ces deux cas dans ls sulte

1) Dans le cas ol ¥ est transitoire (cf. chapitre I), 1ls

probléme essentiel est le suivant : 81 f € CK(G) ,

est solution uniformément continue 3 droite bornée de (E).

uf = 3 P

nzo

Nous nous contenterons alors d*’§tudiar les valeurs d'adhérence de l'en-
semble des mesures de Radon "Ul(x,.) quand x + A .

d {en

Rappelons & ce sujet les résultats classiques pour G =R
tenant compte du fait que, si1 d 2 3 , toutes les marches sont transi-
roires, et que, s1 d £ 2 , certaines marches sont récurrentes et certai:

nes sont transitoires).
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Tableau : G -le , cas transitoire :

1 1 comportement de Uf(x)
dimension caractéristiques de la lo quand x + A
d = 1 1) Sx| widx) < = 0 sl x+ ¢+ =
Soit ¢ = Sx uldx) , alors UF(x)+
m(f)
sl x + -
c#o si u est transitoi- c :
re,disons c >0
2) flx] uwldx) = +
uf + o
4  supposée transitoire (x)
d = 2 ¥ supposée transitoire Uf(x) + o
d » 3 ¥ guelconque Uflix) + o

2) Dans le cas o0 u est récurrente (cf. chapitre II), on ne sait

pas en général trouver les solutions de 1'équation de Poisson, mé&me sone«

de bonnes hypothéses de régularité sur f .

Par contre, si l'on suppose que u est récurrents au sens de

Harris, c’est-a-dire si 1'on fait sur u 1'hypothédse supplémentaire

xhn
® hon étrangére par rapport a m] , alors

d'étalement [3n0 t.q. W™
on a une théorie qui permet sous des hypothéses convenables sur f de
résoudre l'équation de Poisson et d'étudier le comportement & 1'infini

des solutions.
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I - METHODES ET RESULTATS DE LA THEOQRIE RU RENOUVELLEMENT

TRANSITOIRE SUR LES GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

1.~ Méthode de Feller

Historiquement, le probléme fut d’'abord résolu pour 7 ,
puis pour les groupes abéliens par des méthodas utilisant la trans-
formée de Fourier cf(41) (2); nous n'en dirons rien car une méthode
inaugurée par Feller permet non seulement de résoudre ces cas mais

d'atteindre une classe beaucoup plus large de groupes.

Considérons les deux hypothéses distinctes H st H

1 2
suivantes
H1 . G west sbélien
Hz .« G est un groupe unimodulaire

e U @8st étalée

.. les fonctions harmoniques bornées pour P @t P sont cons-

tantes

On voit aisément que sous H1 ou H2 les seules valeurs

d'adhérences de U(x,.) quand x—-——4 (point & 1'infini du compac-
tifié d'Alexandrov de G) sont des multiples de la mesure de Haar.

A 1'aide de la théorie du potentiel (en particulier en uti-
lisant le fait que U satisfait au principe du maximum) on démontre

que

Théoréme.~ Sous H1 ou H, l'ensemble {U(x,.), x G} admet toujours

la mesure nulle comme valeur d'adhérence 3 1'infini. Il y a au plus
une autre valeur d'adhérence, ce sera un multiple de la mesure de Haar

(cf. (3)-(4)-(5))
On déduit de ce théoréme trois corollaires importants

1.- Cas des groupes abéliens

. S8'4l existe sur G , groupe abélien, une probabilité v
telle que U(x,.) ne tend pas vers zéro quand =x tend vers o , G

rnd An T L o m o v - [ PPN 73 PP 1 e ol I A 1 ~
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. S8t G est de la forme R €K ou TP K et 87 ¢
désigne la projection de G dane R (resp. Z) il y a deux cas

possibles
al Llwul dulz) = » et alors (z,.) + 0
b) Jfalwx)l du(z) < + ® , notons alors \ =fcwz) du(z)
St A >0 itm U(x,.) = 1 x (mesure de Haar , lim U(x,.) = 0
x>t A normalisée) . adald
St A <0 lim (z,.) = O iim Ulz,.) = 1 z (mesure de Haar
x>t - Ix] normalisée)

2.-Cas des groupes nilpotents (5)

Soit w une probabilité étalée apériodique sur un groupe
nilpotent A génération compacte, et G r'est pas isomorphe & l'exten-

ston par R ou % d'un groupe compact, Ufz,.) + 0 quand z + A

3.- Cas des groupes de type R (5]}

Sott G wun groupe de Lie connexe unimodulaire moyennable
ainei que ses quotients, et u est étalée apériodique, et 8t G n'est
pas l'exteneton par R d’un groupe compact, Uz,.) + 0 quand =z + A.

N.B. Dans le cas o0 G posséde un sous groupe distingué compact K

tel que G/ est isomorphe @8 R ou 7% , si +« désigne la surjective

K

canonique de G sur G/K , le comportement de Ulx,.)} se déduit du

comportement du potentiel de loi #(p) sur R ou 7 .

2.- Analyse spectrale

En étudiant le rayon spectral de l‘opérateur P considéré
cotte foid sur LZ[G.m).on démontre que s1 G n'est pas moyennable
En utilisant le falt que si Uf

est continue positive & support compact Uf est uniformément continue

U est un opérateur borné sur L2

4 dgroits, on obtient
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Théoréme.- Si G n'est pas moyennable, U(x,.) + 0 quand x + &
(cf. (6))

3.- Méthode des fonctions barriéres

Cette méthode s'appuie sur le lemme suivant
Lemma. -

Supposons qu'il existe. pour tout compact K de G , une
fonetion borélienne v définte sur G Q valeur dane [0,1] telle que

lim v()X) = 0, sup v()) > 0
A4 ek

Vag K jv(xz) dulz) < v(r)
Alors, VFeCy(G) ,IveR tel que VA€G , |UF(A)| < v v(r)

Ce lemme provient de la thé&orie des diffusions ainsi que
1'appsllation "fonction barriére”. En construisant des fonctions v

satisfaisantes on démontre les deux théorémes suivants {7) - (8)

Théoréme 1.-
Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de
dimension supérieure ou égale 3 3 . S'il existe &§>0 tel que u ait

un moment d'ordre 4 + 8§ , 11(x,.) + O quand x =+ & .

Théoréme 2. _
Soit G = S0(d) xR
de Rd. Soit u une probabilité apériodique sur G telle que

f d ”y||2+6 dulx,y) < + =
S0(d) xR

pour un § strictement positif.

d » d >3, le groupe des déplacements

Alors il existe a >0 tel que

Yh eCE(G) » 3C 2 0 tel que |Un(x,y)| < ¢

Hylt®

pour |y| assez grand.

{:geG est noté (x,y) avec xeSoa(d) et y&.Rd_]
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4,~ Méthode Keane-Guivarc'h

Principe cd= la méthode

Considérons le grcupe

f 1 ab Y

G = (0 1 c) . a.b.ce'iRj .
L 000/

Keane et Guivarc’h ont démontré, sous des hypothéses d'apériodicité,

¥ st ¢’

une probabilité transitoire sur cR3

qu'on deux classes de fonctions

de R3 dans R et v

pouvait associer a ¥
apério-
dique tels gue

Yfe¥, jg= € tel que u MIf) < V().

Ces deux classes e

et ¢'

donner le comportement du potentiel de u

s'avérent assez riches pour
en fonction de celui de v ,
c'est-a-dire, puisque Vv est apériodique sur ma . que le potentiel

tend vers zéro a 1'infini.

Suivant cette méthode Keane et Guivarc'h ont démontré que
(9)

Théoréme. - Soit €

ration compacte. Si G

un groupe localement compact nilpotent 3 géné-
Z d'un
groupe compact, le noyau potentiel de toute probabilité apériodique

n'est pas extension par R ou

tend vers zéro 3 1'infini.

5.- Méthode probabiliste

En utilisant des méthodes dues 3 Spitzer, on démontre qus
s'11 existe un ouvert relativement compact K vérifiant

sup Ulx K x_1) < + »
x¢.G

et si B est symétrique, le potentiel tend vers zéro a 1'infini.

6.- Conclusion

On remarque gque les seules classes de groupes dont on
connait entiérement le renouvellement sont les groupes abéliens,

les groupes nilpotents, les groupes non-moyennables.

babilités sur le groupe affine de la droite

uix,.}

d'une mesure de Haar quand x
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Notons que Laure E€lie (10) a démontré qu'il existait des pro-
"ax+b" pour lesquelles

a une infinité de valeurs d’adhérences possibles non multiples

tend vers A . On est donc encore loin

d'une théorie générale du renouvellement.

10.
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i - TVEORTIT DU RIMOUVVELLEMENT RECURPFNMT

Nous donnons seulement un bref résumé de troils (gros) articles
de Brunel et ®evuz (12) qui treitent la question en détail (nous affai-

blircns méme les résultats afin de les rendre plus accessibles).

50lution de 1°'éguation de Poisson.-

- Pour une chalne de Markov P associée 3 une marche récurrente

au sens de Harris, on peut trouver une fonction h comprise entre O
(#)

et 1 , et un opérateur paositif wh tel que :
. Ph
’ = JOLI L
(Pe Py =V Sy 2™

P+ W_P = W+ -1——-¥=(h.m)P

(A) )
{_ h h m(h)

0

Soit f- C_(G) ; si m(f)

K 0 ., alors (I-P)(Iowh)f = f , done

g(Iﬁwh]f est une solution uniformément continue 3 droite, bornée de
1'équation (E} . (cf. 11)

Mais 1) P est un noyau de convolution et I+W n‘en est pas

h

un

Z) 0On voudrait se déhaerrasser de la condition wmi{f) = 0 .

- On est alors amené & associer 3 P et &8 h wune fonction Yh

{de méme & P et h . on associe Qh] telle que le noyau

A =T +« W_~1&®7Y_ .

h h T Y, ®m

1} soit un noyau de convolution
2) soit tel que g = Af est solution de (€) pour toute fonc-
tion fsyCKnﬁl . |
(k.B. on peut montrer aussi que, sous de bonnes conditions, le choix

de la fonction h n'est pas trés important).

(r

bonient . une fenction sur G et Vv une mesure sur G . 1'opéra-

teur ¢ x v mst défini par r‘!¥ vI{x,A) = y(x}.v(A) .
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- *Unicité” des ‘solutions de 1’'équation de Poisson :
On peut montrer le résultat suivant :

Si fe L, si (I-P131 = (I-P)g2 = f et s1 VactG (I-ra)(g1-g24

est borné, alors :
g,78, = k + X o0 (k est une constante

X est un caractére résl continu de
6 tel gue P|Ix|-{x| sott
m-intégrable

W Marches de types I, I°', II :

On dira gqu’une marche est de type II s'il existe un carac-
tére réel (additif) X ({qu'on normalisera convenablement) t.q.

Pix|-}{x| soit m-intégrable.

1°) G est une extension d’un groupe compact par R ou 7

2°) o2 = /fxz dp < =

1°) elle n'est pas de type II

2°) 11 existe un sous groupe G0 distingué dans G t.q.

G/G ; ait deux éléments et que la marche induite sur
0.
Go soilt de type II

les extensions d'un groupe compact par R

ou T (ex : R , Z)
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les extensions d'ordre 2 des précédents

(mais qui ne soient pas du type précédent)

(ex : symétries et translations de R )
2
- EEQEE?§_Q€_E¥E§_I les autres groupes récurrents (ex : {R™ ,
déplacements du plan)
Normalité
n
St fe:c; , ona Y PRt s, par contre si fe&C, .
k=1
" n «
m(f) = 0 , 11 se peut que 57 P" f converge quand n tend vers l'in-
k=1
fini.
Dans ce cas, on dit que la chalne est normale.
Il est évident, & partir de (A} , que si f:sCK et wm(f) =0
n
3 n
alors E P F = whf - P whf .
k=1
L'étude de 1la normalité se raméne donc & 1%“étude quand n + =
n
de P wh f

* Renouvellement

Soit f éCK , alors
Af(x) = flx) + whf(x) -/jyh . f . dm - yh(xl m(f)
J —

0 (si x—+A) canstante

On voit donc gue, lorsque x =+ A , deux problémes se posent.
pour étudier le comportement de Af(x]}

1) si1 m(f) = 0 : &tude du comportement de whf(x)
2) sinon : étude du caomportement de Yh(x). (W, f est uniformé-

h

ment continue A& droite, bornée)

- Les résultats sont alors consignés dans le tableau général

(ci-apras).
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Idée des démonstrations

Nous donnons un bref squelette des démonstrations de la nor-

"wof

h et du nremier probléme du renouvellement

malité (étude de P

(étude de 9, W, f a-+ A )

h quand

(Ce qui suit est écrit de maniére un peu télégraphique, et sert
plutdt d*invitation & lire les articles de Brunel et Revuz).
On notera que pour étudier la marche P , on a intérét a étu-

dier en m8me temps la marche 6 .

Démonstrations paralléles tableau page suivante
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TEHMOMSTRATIONS

PARALLELES

Normalité (comportement de

Renouvellement (comportement

n 1
F whf ) | de .Uhf]
]
i
lére étape :
n
Pw f o W f
" Ah borné 1f. équi- a'h borné \\
pnuhf un 'ti qu c _1Nhf unif. équi-
cont nu surt a continu sur
WP borné tout compac tout compact
h orné sur Nhoaf borné sur
WP"s les compacts les
h W o f compacts _
h -1
a
Conséquence de la 18re_ étape -
Oe toute suite, on peut extraire
une suite n, t.q. les quatre
. idem : suite a
guantités convergent simultanément n
sur tout compact et pour tout feCK
2eme_dtape :
nj te te “type 1
1im P W, f =C 1im o W f =C type II
3 h n a, 4]

(facile pour le type II, difficile
pour le type I, faux pour type I°')

£3e-<
th jf(x)-——-———-) Ys(x).m(f)

ol 1520 unif. cont. 3 droite
vérifie :

. (I-Ta)ys borné

Ph
. PYS - yS -
m(h)

en fait vs ne dépend pas de s

i.e. whp"f — s ¥(x).m(F)

P'W f — 3 ff.y dm

h
(par dualité)

Weo, f—> r®(x).m(f)

n
ot IS dépend de s et vaut
r5=*7tx—2 type II x—+ @
ré = Y

type 1

aawhf ('___7jf ydm (x*A) type I
~ X
F—fr e ?)f‘d"’

L (x-— 2*) type II

b} Marches de type II
c) Marches de type I°' QPP |

d) Marche de type I : (..

comportement de vy :

(...)7

N voir (2]}

)



