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D*ENUATION ELLIPTINMUES PAR ELEMEMTS FIMIS

JLARISATION INTERIEURE ET CONVERGEMCE LOCALE D'APPROXIMA

4

J. DESCLOUX

1. INTRCDUCTIGN

Soient @ C:Rp un ouvert bhorné et le produit scalaire réecl

(u,v) = [uv . Soient a(u,v) = I ) a DauDev une forme

aB

=3

0 Q lOll;!B!Sll

bilinéaire elliptique réelle et £ : @ - R . On suppose que 1les

coefficients a

«p €t f soient "C_ (M.

n consid@re u satisfaisant 3 la relation
. o

a(u,v) = (£,v) VY v € H“(Q) 5
&

d'aprés un résultat classique (cf [8]), on suait quc pour
antier %k et tout A C Q@ , il existc ¢ telle gue

~

lull, y € clially o+ el 5 03 s

cn particulier cette relation implique que n € € (@) ; ici

I ”j ¢st la norme de Sobolev dans 1L = W, ; pour k < 0

4

o3

pose || L = Il -

On peut se peser la question de l'existence de relation

tn

» -

ves & {2) dans lc cas de versions discrétisics de (1). Thond

ut

westergren [1Z] ent obtenu des résulint

o
i
o
177}

critications par différences finies ; naturellcoment dans

o

Tes normes de Sabolev doivent 8tre romplaclces par des normes

impertants pour de

v,

(1)

quates de fonctions définies sur des grillioes 3 les deun aute:



en ont déduit de plus des résultats de convergence pour les déri-

vics.

Ici, nous nous intéressons aux approximations de Galerkin de (1)
par éléments finis. On remarque tout d'abord quec 1'on ne peut pas
espérer qu'une approximation de Galerkin soit C, ou mCme qu'elle
appartienne @ un espace de Sobolev d'ordre plus &lcvé que l'espace
de type €lément fini dans lequel on travaille ;.en fait, on sait
que 1l'on a tout intérét (dans le cas "conforme'") & choisir 1l'es-

pace de type élément fini dans Hm . On est donc conduit & intro-

duire un espace et des normes ad hoc.

DEFINITIONS

Pour A € Q@ ouvert, CI(A) est 1l'ensemble des fonctions v
telles que

a) 11 existe les ensecmbles ouverts disjoints Al,...,A dépen-

N N
dant de v avec KA = U K. ,
. i
i=1 _
b) les restrictions vy de v & A, sont de classe Cm(ﬁi).
N !
non2 | 2 G,y 2
On pose alors v = ) hiv.ll4 = 3 J(D v)
k)A i:l 1 ]\,Ai i:l |a Sk /\.

o i
CI(A) est lc sous-ensemble des fonctions de CI(A) dont le

support est dans A .

Les espaces de type élément fini que nous considérerons scront
des parties de CI ce qui exclut cn particulicr les &léments ra-
tionncls ; toutefois la généralisation des résultats 3 ces &1¢-

ments nc devryait pas poser de difficultés.



Les résultats de convergence locale sont en fait beaucoup plus
intéressants que des relations du type (2) pour des approximations
par €léments finis. Pour en saisir la portée, il faut imaginer que
le probléme considéré ne porte pas sur £ lui-méme mais sur un
domaine Q C 9 de frontidre arbitraire et tel que les fonctions
3.8 et f ne sont pas nécessairement régulidres sur § - Q

Si Wh est l'approximation de wu par €léments finis (h paramétre
de finesse), on montre que lim “u"wh”k,A =0, ACCQ , k=1,2,...,r
ol r dépend de 1'espace de type €lément choisi. Nitsche et Schatz
[11] ont obtenu des résultats plus forts du type |lu - Wth,A=

= O(hr‘k) en faisant i'hypoth&se supplémentaire que la fronticre

de Q est régulidre.

2. ELEMENTS FINIS

On considére une famille S d'espace S de type €lément fini
. 0
sur 2 . Si A C @ et S €S, S(A) désigne la partie de S

d support dans A .

On introduit trois hypothéses relatives &8 S . r désigne un nom-

bre fixe >n

H1 Soit ACCQ . Alors il existe ho >0 et c tels que pour

0
tout u € C_(#) et tout S € S avec h(S) < ho il ecxiste

o}
v € S(Q) avec

2-k .
Ilu-vﬂk,g ¢ ch ”“”1,/\ 0¢kgsr;



¢ est une constante absoluc ; h0 dépend de A

H1l est une version particuliére du thcoréme fondamental d'appro-
ximation par ¢&éléments finis ; voir par exemple [4], [12] pour les

¢léments de type "ingénieur'.

o}
H2 Soit AC 2 , w € C_(A) . Il existe h; > 0 et c tels que

—_ 0
pour tout S € § avec h(S) < ho et tout u € S 1l cxiste
o}
v € S(A) avec
ku-—ka’Q < ch ”u”k,A » k=0,1,...,7-1 ;
c et hy dépendent de w .

Cette propriété a €té introduite par Nitsche et Schatz [10].
‘Elle est discutée dans [6] pour des ¢€léments triangulaires poly-
nomiaux et pour d'autres types d'€léments par Nitsche et Schatz

dans des papiers a paralitre.

H3 (Inverse assumption ; voir [9], [6]).
Soit ACCosCCq ., Il existe hy >0 et c tels que pour
tout u € S € § avec h(S) < h0 on a

lollyep g € b P lull o 5 K +ps T

c et ho dépendent de A et @

A titre d'exemple, considérons une collection S d'éléments sim-
pliciaux dc 1'un des types introduits par Zlamal [2], Ciarlet-

Raviart [3], Dupuis - Goél [7]. Pour un simplexc o , soicnt



dl(c) son diamétre et dz(o) le diamCtre du cercle inscrit ;
on introduit les trois propriétés : P1) dl(o) / dz(o) 2 const
pour tous les simpiexes de tous les S € S; P2) VvVsEeES,
1 et 02
des simplexes relatifs au méme S , alors dlkol) / dl(oz) 3 const

{polyndmes degré r-1}C. S ; P3) YV SES, si o sont

(indépcndénte de S ). Alors Pl et P2 impliquent Hl et H2

alors que Pl et P3 impliquent H3.

3. REGULARISATION INTERIEUR ET CONVERGENCE LOCALE

Les théor&mes qui suivent sont démontrés dans un papier i paraitre.

Dans ce paragraphe on suppose :

a) la fonction f et les coefficients aas de la forme biliné-
dire a(u,v) = f ) a 0% DPv sont cC (4) ;
J oB @
L lal}18len
b) a(u,v) est elliptique , i.e ) aaB(x)EagB >0

_ lel,18]=m
YE #0, x € Q ;
» o »
c) a(u,v) est coercive sur H (2) i.e a(u,u) > Y”an 9

0
Yu€e€ Hm(ﬂ) , Y>>0

Le premier résultat peut &tre interprété comme une propriété de

consistance.

THEOREME 1

On suppose H1l et H2. Soit I CCQN . Il existe c¢ et h0 tels

que pour tout S € S avec h(S) < h et tout w € S tel que

0
o)
a(w,u) = 0 Vv ES(R) ona



hr"m I

o"
la(v,0)| s ¢ Vo € nm(r)

ol gllelly, o
Désignons pour la suite par ¢ une constante générique indépecn-
dante de é € S . Plagons-nous dans les conditions du théordme 1
et soit A CCT . Montrons qu'il existe u € ﬁm(ﬂ) tel que

1) a(u,wi =0 VoeHh (A, 2) o= vl o€ on™ ™ el g

Soit ¥ € C_(R) , w(x) =1 x €T et w€ e (T), w(x) =1 x €A
Vérifions que u € ﬁm(Q) défini par la relation a(u,0) =

)
= a(Yw, (1-w)o) V o € Hm(Q) satisfait bien aux conditions 1) et

2). Puisque 1l-w = 0 x € A , la condition 1) est satisfaite.
Quant a la condition 2), elle est unc conséquence de la coercivité

de a et du théoréme 1

Y”U"¢W|ﬁ g §alu- Yw, u- ¥w) = a(u,u- yw) - a(yw,u- Yw)

a(yw, (1-w) (1 -9w)) - a(yw,u- Yw) = - a(yw, (u- yw))

i

~a(w,w(u~- Yw)) ¢ chf ™™ “w“m’nﬂw(u- ¢W)”m’9
S

N

ch w”m,nlhx- ww”m,n )

- T=-m ”

On en conclut que [ju-~- wme Q < ch et finalement que
: )

w“m,Q
[lu-w[| g ch™ ™™ |jw| . Plus généralement, on a le théordme
m,T m,{

suivant.

THEQREME 2
On suppose H1l, H2 et H3. Soit A €CQ . Alors il existe c¢ et
h0 > 0 tels que si w €S €S avec h(S) < hO satisfait a la
. 0 0
relation a(w,9) = (£f,0) Y o € S(®) , il cxiste u € Hm(ﬂ) avec
- . Q e ! r-k 1 .
au,0) = (£,0) Vo et (h) et [lu-wl , <ch Uhelly o * HElL 5 o)

k = mmel,...,r



REMARQUE
Pour k = m , le théorémec 2 est valable sans H3.
Plagons-nous dans les conditions du théorime 2 , soit T CCA
GOTOT impli arti ] . < g (£ .
Le théordme 2 implique en particulier Hulh’A c([|\~,!m’Q + Lfdo’g)

D'aprés le théoréme classique de r€gularité, on a
, i
l

lull ¢ s cllully o+ Wl pn o) € el o + WHElly _op o ) 5
par le théor8me 2 , on obtient
loll g, p€ ol oo+ Mlosvlly pos ellivlly oo+ el g o) o % = mumed, oo
Cette derniére relation est précisément l'analogue discrétisé dc 1la

"relation (2) citée dans l'introduction.

Du théoréme 2, on déduit €galement le théoréme d'approximation

locale suivant.

THEOREME 3

On suppose H1l, H2, H3 . Soit I CCQ . Il existe hy > 0 et c
tel que si u'G.Hm(Q) avec a(u,9) = (£f,0) Y o € ﬁm(ﬂ) R
wESES avec h(S) < h, et a(w,o) = (f,cp). Yoc&w ,ona

0

o r-k
lu=wlly ps etlumwll o« D575l o+ lEll_pp )Y -

DEMONSTRATION

Soit A tel que TCCACCQ . D'aprés le théordme 2, il existe

0 , 0
v € nm(n) tel que a(v,9) = (f,0) V o € Hm(A) et

k.. :
“V-w”k,A S Chr (”w”m,Q + ”f”k—Zm,Q)’ k=m,...,r . (3)

.0 : .
Puisque a{u-v,0) = 0 V o € Hm(A) on a , d'aprés le théorcne



classique de régularité

Hu-vnk,r g c Hu-v|m,A , k=m,...,r . (4)
De (3) et (4), on déduit :
Hu—ka’r < c”u-v”m’A < c{Hu—me;A +|lw_v“m,A}

-k ‘
¢ clllumwlly oo+ DTN o+ ISl pn g) s K= M,
' r~-k
lu=wlly o€ Mu=vlly o+ lvewll posetiumwll o B0l o+ il pp o)

s cllumwll o+ W7l o+ HEl_pn o)

4. APPROXIMATION LZ

Pour le cas particulier m = 0 , a(u,v) = {(u,v) , on peut obtenir

de fagon simple un théoréme plus fort que le théordme 3 (cf [10]).

Soit @D Q , 8§ wune collection d'espaces S ; 3 chaque S € §

est associ6 un S € S tel que tout V¥ € § ‘est l'extension

~

34 Q@ d'un v € S ; on pose h(S) = h(S) . Soit f : § ~ R dont
la restriction £ 23 @ est de classe C_(Q). Soit w € § € 3

la meilleure approximation L2 de f dans § , c'est-3a-dire
f wv = J%G Y ¥ €5 . 0On a alors

-~ -~

9] 1]
THEOREME &4
Soit ACCQ . Si Hl1l, H2'et II3 sont satisfaits, il existe h. > 0

0

et ¢ tels que si h(%) <:h0 .alors

w ~ r-k, % %
“i‘*wllk’h < ¢h (”fHo’ﬁ M “f ) ’ k = 0,1,...,1‘

tlr,Q



DEMONSTRATION

a)

b)

-~

Supposons f(x) = 0 x €T ot ACCTCCO et montrons que

1'hypothése H2Z implique 1l'existence de constantes

telles que HGI% A § ckhk H?HO 5 » k=20,1,2,... . Scient
] ]

o)
0 ACCB,CcCO,CCT et wE cw(el) avcec

1

(W,v)

1 et OZ

w(x) =1 x €0

tel que

o
On a Vve S[Ol)‘ D'autre part

2
2 . 0
' o)
HZ implique 1l'existence de ¢ € S(Ol) ‘tel que

On a alors

wW- < ch ||Ww .
ool o ¢ n Iy o
2
0,0l ’

¢ ch |l

~ 112 e Ty = ~ e ~ oo |1
'}WHO,O < (wW,w) (wiv-0,%) < ||u¥ wHO’QPWIb’Gl <

2

et par conséquent :HWHO 0. § ch! HRHO o. + En introduisant ©
’2 ’vl

on

3

tel que ACC0,CC0O

3

5 obtient de méme HWHO’O <

¢ ch? HWHO,OZ et Hﬁlb,e s ch |[# Par un nrocédé d'in-

3
duction, on obtient HWHO N
»

lo,o,

ki~
Ckh [| W

A
(¢
—
e

ly ¢
0,0,

L]
[
et
m
-3

0
Soit, pour le cas général, w € C_(R), w(x)

-~

= wf , f et 1'ona £, + £, = £ 5

2

On pose f = (l-w)%

1 2

soient w et w les approximation L de f£

1

on a W = wl + W

quent |lf1~\

2

2 Par un procédé classique, Hl et H3 impli~-

: r-k ;=40 . .
ql“k,A £ c¢h Her,Q . H3 et a) impliquent

¢ ™ IR 5

£ - wally,q @

C13CpsCqsnns
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