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1 _« Pgsition du probléme.

Nous désignerons par V et H deux espaces de Hilbert satisfai-
sant aux hypotheéses : V est inclus dans H, V est dense dans H et l'injec-
tion canonique de V dans H est continue. Nous noterons || .|| 1a norme dans
V, (.,+) et |.| respectivement leproduit scalaire et la norme dans H.

Nous identifierons H 3 son dual, ce qui nous permet d'identifier H & un
sous-espace dense d'un dual V' de V et de noter encore par (.,.) le procduit
scalaire mettant en dualité V' et V. Nous obtenons ainsi le triplet

VCHCV :

Nous nous dohnons maintenant un opérateur A linéaire continue de V dans V',
vérifiant l'hypothese d'ellipticité : il existe une constante « > J telle

que : 2
Re (Au , u) > « |ull Yuev

Nous nous intéressons 2 l'approximation du probléme suivant : Etant donné
f(t) et g trouver u(t) € V telle que :

i ut(t) + A ult) = f(t) ¥te]Oo, T[
(1) u(0) = g
La variable t intervenant ici sers appelée variable de temps.

2 = Le schéma d'approximation.

B) Approximation en espace.

Nous nous donnons une méthode d'éléments finis avec intégra-
tion numérique que nous décrirons abstraitement par : & chaque valeur
d'un paramétre h, nous associerons :

- un espace de dimension finie Vh C V, servant & approcher les espaces
V, Het V',

= un produit scalaire (.,.)h,approximation du produit scalaire (.,.) ce H.
- un opérateur Ahe éﬂ(vh,vh), approximation de 1l'opérateur A.

- pour tout t € J0 , TL un élzment fh(t) de V approximation de f(t).

h’
Nous supposerons qu'il existe deux constantes c et2;> c ,
indépendantes de h, telles qgue
: 1
a clupl € [uply ¢ — |yl
v 2
Re (l\ht.:h,t.”_‘)h > o Muhﬂ

d%signe la norme associée au produit scalaire (.,.)h.

(2) ¥ u e V

h h
ol [.[h
Etant donné un opérateur Bhs éﬁ(vh,vh), nous désignerons par HBh“lea

norme d'opérateur définie par :°

(3) B = s B
I nl ‘Vhr:é 1‘ N
b) Approximation en temps.

Nous allons utiliser une méthode de Runge-Kutta(en général
implicite) ; pour cela nous nous donnons q nombresréels T11Tyree s T, Bt
les formules de quadrature approchée : 9




q -2-

r +C.
So‘g(t) dt o ;Z; a;; 9(Ty) 1¢ i

! 5
§o g{t) dt = S bj g(§j)

Nous nous donnons d'autre part un pas de discrétisation At et nous
posSons tn =nAt et tn ; =tn + ’CiAt .

’
La solution u{t) du probléme (1)tvérifie

. n,i
ule ) o= ult ) - Stn (Au(t)-f(t))dt

IN
n

(4)

Nous avons donc les équations approchées :

“(tn,i) o u(tn) - At é%; aij(Au(tn'j)-f(tn,j))

ult ) e u(tn) - At éz; bj (Au(tn,j)-f(t )

Nn,J

Nous sommes ainsi amenés 2 considérer le schéma d'approximation :

o n+1

u. € Vh est donné ; u est défini & partir de u: par les éaquations

h h
n,i n n,J .
(s) u 't o= up -'At ;i; aij(Ahuh f&tn,j)) 1¢i¢q
n+1 n P n,j
up = U, = At £ by (A up -fAtn’j))

Nous allons d'abord chercher sous quelles conditions le schéma (s)
admet une solution unique ; nous étudierons ensuite la stabilité de ce
schéma. ’

Nous noterons lla matrice d'élément générique aij : £L=(aij)€quxq

e
[¥1
b le vecteur € RY d'élément générique b, :  b=|i
|6 ;
q 1
e le vecteur ¢ RY d'élément générique ei=1 : e;(i)

. i
3 - Existence de la solution du schéma,

Ihéoréme 1. Si les valeurs propres de L ont leurs parties réelles supée-

rieures ou égales 3 z28ro, alors le schéma (5) admet une sclution unique.

Dépopstration & 4 n
n U? =n ?h n féfn'1)
Posons : Uh = é" Uh = gn Fh = g
“h'q Gy, fitn, o)

et notons gar Ahella matrice appartenant aéﬂ(vh,vh)qxq d'élément géné-

rique aijA‘ Avec ces notations le schéma (5) s'écrit

h.
n =n n
(I + AtAh(l)Uh = U + A4t Q.Fh

n+1 n i n n
uh = u - At b(AhUh - Fh) -

I1 existe une matrice ¥ inversible et une matrice & triangulaire infé-

. -1
rieure tel;e que 3 L =% 08 36

oo
Nous avons donc : I + At Ahg,=}}€‘1(1 + At Ah@_)x

(6)



-3 -
~J
{.'glément générique diagonal de la matrice triangulaire I + AtAhﬁL est
oo (ad
I + At a’iAh ou Re ass > 0. Cet élément est inversible puisgue les

valeurs propres de A_ ont leurs parties réelles strictement positives.

hN
L'cpérateur I +At Arﬁﬁ,est donc inversible ; il en est donc de méme
pcur l'opérateur I + At Ahﬁl, d'od le théoréme.
Remarque : Dans tous les cas on peut démontrer l'existence et l'uni-
cité d'une solution au schéma (5) sous l'hypothése :
At L) P(A) &1

(ot P(T) désigne le rayon spectral de l'opérateur T)

4 ~ Résultats fondamentaux pour l'étude de la stabilité .

Notre outil fondamental d'étude de la stabilité sera le
théor&me suivant d0 & J. von Neumann. On pourra en trouver une cémons-
tration dans le livre de F. Riesz et B. Sz. Nagy.

Théoréme 2.

Soit H un espace de Hilbert, B un opérateur linéaire can-
tinu de H sur H et f(z) une fonction holomorphe su voisinage du disque
{zeCtzi( IBllg H)} , alors f(B) vérifie :
?

Nous considérons maintenant un opérateur A (en général non
borné) linéaire sur H. Nous supposons que cet aopérateur est fermé, que
son domaine D(A) est dense dans H et qu'il existe un nombre réel a
tel que : >
Re (Au , u) ) a “u”H % u e D(A)

Le théor2me de von Neumann nous permet de démontrer

Théoréme 3.

Soit r(z) une fraction rationnelle de la variable z, hornée
dans le demi plan z€ C 4 Re z a} , alors r{A) est un cpdrateur

linéaire cantinu de H sur H et on a :
{

I=Allgy,my € sup I=(2)]
Sa
Démonstration
Posons @ B = (I -(A-al)) (I +(A--aI))_1
et flz) = r(a+1:z)

Les hypothéses faites entrainent :

Be (M, H) , [1Bllpy ) €1

f(z) est holomorphe dans un voisinage du disque iz € C 4 izl € 1}
d'autre part : =r(A) = f(B)
et max [f(z)]=  sup [x(z)]

lz} €1 Re z) a

Cn en déduit le théoreéme 3 par application du théoréme 2.

5 ~ Etude de la stebilité du schéma.

D'apreés (&) le schéma (5) s'écrit

S (- st A Se(reata @) o)

n
h

n

+ At tb(I+AtAﬁ&)-1Fh
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Sosans

(1)

n t -1.n
fh = b(I+AtAHﬂ) Fh

Le schéma (95) s'écrit maintenant sous la forme candensée

n+1 n n
(8) u, o= r(AtAh) U+ At i

{r(z) =1 = ztb(I+z@)_1e

Déefinitions

» Noys dirons que le schéma (5) est faiblement A-stable ssi :

% z € C vérifiant Re z 3 0 , on a |z (z)] ¢ 1

x Nous dirons que le schéma (5) est fortement A-stable ssi
{V z € C vérifiant Re z > 0 , on a [r(z)] < 1

et lim |r(z)] <1
Z—>e0

» Nous dirons que le schéma (5) est consistant (avec le probléme (1))

ssi zf: b = 1

=t 7 v f
. . s . o
(c'est & dire ssi la formule R g({t) dt = ﬁ:T bj g(;j) est exacte

pour les fonctions g(t) = constante).

La stabilité du schéma (5) est donnée par le théoridme

Théoréme 4.

a) Si le schéma (5) est faiblement A-stable, on a ¥at ) O
Hr(AtAh)Hh <

b) Si le schéma (5) est fortement A-stable, alcrs V’Ato > 0
il existe uyne constante a > 0 telle que % At vérifiant 0 At (_Ato

Iz(ata )], ¢ ™25

c) Si le schéma (5) est consistant, il existe une constante

X,) 0 (ne dépendant que de @l et de b) telle que pour toutAt vérifiant

A+
o <o p[=2) wra) <
on ait : Ur(AtAh”h1é 1

Démonstraticon

On a, d'apres (2) et d'aprés la continuité de 1l'injection
canonique de V dans H

~ 2 2
Re (Ahuh,uh)h>,d “uh” > Cluh]h avec C > O
Nous déduisons donc du théoréme 3 que :
nr(AtAh)“h < sup |z (2)]
Re z) CAt

On obtient ainsi immédiatement le a) du théoréme 4. Sous l'hypothése b)
on peut démontrer l'existence d'une constante a > 0 telle que

[r(2)] ¢ e 8% sour tout z vérifiant Re z) C At ,

d'olu le résultat,
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c) Le schéma étant consistant, on a r(0) = 1 et r'(0) = =1 . r(z) étant
holemurphe au voisinage de 0, on en déduit l'existence d'une constante
¥> 0 telle que : \ ¢ }

Ix(z)| § 1V pour tout z vérifiant {z ~-E?l$ %?

l.a condition imposée & At entraine :
S { X
lia, -5 DIy, <3

On en déduyit le théoréme 4 par application du théoréme de von Neumann,

Associons maintenant au schéma (5) un schéma perturbé vérifiant

n+1 n n A
(9) Vi = r(AtAh) v o+ At fh + Ot e,

Sous les conditions a), b) ou c) du théoréme 4, nous obtenons la majoration
n-1

lup - "h'h < fup - vily A“Z—:E lexl,
. : . k
d'od lup = vl € lup = vily + g ogm:); a1 Lol

Sous l'hypothgse b) du théoréme 4 nous avons de plus :

-1
-at © -altp-tks1) ]k
R T I T

Nous avons donc la maJoratlon : aAt

-a't o e k
lup = vil, < "lun = vilh v 3 oé’"ﬁ‘znq lenl s

§ - Exemple.

Le schéma défini par q = 2 et par :

2 + V2 2 - \2
Ty =3 V3 L= R A
L L4 -VI-VE 4 sJT+ &
e e B 2 8

(10)

S
2V2-3 2v2-1

est fortement A-stable et d'ordre 3, En faisant le changement de variable

n,1 4 ¥e=1 n,! 21 5,2
vh' XV, uh' + N, uh' 1 1

' t t =5 + o=
S o ELiﬂ . N JZ-1 3 et en posan c vy

2

2VZ2+1 2VZ2+3

ce schéma s'écrit :

((ucAtAh)v"" -+ \/5 At((2-VD)F (e )+(2+VD)F(t
n
h

N Lo
a3y - 3 aeCvae fe (BN ELE )

n,1 n,

(I+cAtA )v

n+1 n

e e (- ) - (B )
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