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PRESENTATION DES METHODES D'ELEMENTS FINIS

HYBRIDES PRIMALES

par J.M, THOMAS

Conférence du 15 mars 1974

(Séminaire d'Analyse Numérique)
PARIS VI






I. INTRUDUCTION.

Nous nous. proposons de donner une présentation générale de
1'approximation des problémes elliptiques variationnels d'ordre 2. Par cette
méthode nous obtiendrons, entre autres et ce de fagon naturelle, les
méthodes "classiques” d'é€léments finis conformes et non-conformes. Cette
recherche a été faite en collaboration avec P.A. RAVIART.Les démonstrations
des résultats seront données dans [ 1} . Nous dirons que les méthodes
présentées ici sont hybrides primales , au sens ol le point de départ des
formulations variationnelles est égquivalent (pour un probléme"symétrigque”)

au principe du minimum de 1'énergie potentielle; u sera une inconnue du

probléme. Par opposition on appelle méthodes hybrides duales les méthodes

-
basées sur le principe du minimum de 1'énergie complémentaire ; alors grad u

est pris comme inconnue du probleme.

Les méthodes hybrides duales seront explicitées dans [2 ]

Comme base de la bibliographie, citons les travaux de

PIAN & TONG [ 3] . PIAN [4]

DE VEUBEKE & HOGGE [ 5]

DE VEUBEKE [ B8]

Qu point de vue mathématique, citons les travaux de pionnier de

F. BRezzI [ 7] [ 1.



I1. FORMULATIONS CONTINUES DU PROBLEME.

Soit © un ouvert borné de RN de frontiére T ; on considére le
probléme modéle : étant donné f € LZ(Q]. trouver u solution de

~Au = ¥ , dans
(1)

c

u
Ir
Le formulation variationnelle classique de (1) consiste & chercher u € H;(QJ

solution de

(2) alu,v) = (f,v) Ve Hé(Q)

ol on a posé .

S du oV
alu,v) = iz‘l 5{2 a—xl' -é-x—l- dx
(33
(fF,v) = [ fv dx.
0

On suppose désormais que § est un ouvert polyédrique. Soit alors ?: hunz

triangulation (ou une quadrangulation) de a3

(4) Q = U K

K eG h

On pose alars

(5) HeT o= (v ve L@ v

i e H(K) vk eB )

K h

gspace gue 1l'on munit de la norme hilbertienne

. 1/2
(6) vl =/ 30 vl
KOg HT (k)
h K el N



Soit 'rj':[‘ch] le polaire de H;(Q] dans H1(rGh)

T, - .

(7) (F | Fen(T 5 Flv)

Comme HS(RJ est fermé dans H1(@r9 , on a la caractérisation :

(8]

1 1 .
HO(QJ-{vlveH(C’h);F[v]—O .

0,V ve H;[QJ}

vFe F(%1 )}

1
On introduit enfin la forme bilinéaire continue sur H1[Cr9 x H [tfh):

(9) (uw,v) = §

Th Ke T

h
Ceci posé, on considere le probléme suivant :

Trouver (u

»

F
h t

) € H1(Q) X 9: UC ) solution de
h 0 h

» V) + F {v)
h Th

a (u (f,v)

Th

Y v eE H1(E;h3

D'aprés (8), une formulation équivalente & (10) est :

Trouver (u , F ) € H“ﬁS ) x ?‘(C )} solution de
Th  Th h n
(11)
a (U W+ F_ (M= (fu) Yven (G
Sh h h
Flu_ ) =0 vee T(C
Ty h

Théoréme 1.

Le probléme (10) admet une solution unique (u . Ft
— h h
u = U
Th
(12)
Ju
Foov) =~ ) = v d¢
th Ket ax O’k

) donnée par

N ovoE Hqitrﬂ



ol la fonction u est la solution de (2) et od v, est la normale extérieure

a 93K , frontiére de K, dirigée vers 1'extérieur de K. s

Donnons & présent une cardctérisation)qui's'averera fort Utile dans la zultg,Zz

1'espace F (Grﬂ. On pose
(13) ¢ = { ¢ | ve PanNaiv ve L2 3

(14) M(@rQ ={uyluw e 1 w172
KeT h

¥
1

(oK) H 3 3.6 o = 3.3,, vK €

Lemme 1. Une forme linéaire F ¢ H1[Erg’ appartient & F (G 3 si et seulement

si il existe une fonction yu e M(?Sh] » déterminée de maniére unique, telle que

(15) FOo =] [ wdo . vy e (G .
KethaK

Définissant sur M[Brg X H‘(Erg la forme bilinéaire

.
), Yve B {T

(16) b (wovy = -1 [o wvdo,v¥uenG,

h K et;h

le probléme (11} s'écrit

(47) Trouver (u S U - Hq[C ) x M(T% ) solutiaon cs
‘Ch th h h
a (u L,V 5 (A SVio= F,v) , ¥ ovoe #’[f b:
Th ZTh h Th !
b (u,u ] =0 Y ue AEG_J
Lh Ty '

Avec le théoreme 1 et le lemme 1, nous obtencns le

Théoréme 2.

——

v

Le probléme (17) admet une solution unique (Lﬁt S A
donnée par
(18] u = L
A = %f , VKe G
thiaK K

ol u est la solution de (2). . .




[IT. FORMULATIONS APPROCHEES.

En vue d'approcher la solution du probléme (17), on se donre

(i) un sous-espace X de H FCrg de dimension finie;

(ii) un sous-espace M_ de M(Erﬂ de dimension finie.

h
COn considéere alors le probléme :

Trouver [uh. AhJ € X, X M_ solution de

h
(18] at (uh,v] + b r [Ah,v] = (f,v) , Y v e Xy,
h h
b Ch(u. uh) =0 , Y U € Mn

Théoréme 3.
Soit Vi, 1'espace défini par :

) = =
(20) vy = vl ve x, bth(u.v] 0, Vuems?
sous les deux hypothéses suivantes :
W) (ve v, athtv,v1=o)=> v =0
H2) (ue " bth[u,vJ=O,Vve Xh):?u=0

le probléme (19) admet une solution (u A ) et une seule.

Remartu : La solution uh de (18) est caractérisée comme solution du procléme

Id
(2%) i Trouver Uh € Vh solution de

(u ,v) = [f,v) ¥V v e V‘n .

e protléme (21) admet une solution up, et une seule sous le seule hypothése



IV. EXEMPLES AVEC UNE TRIANGULATION DE @ .

50it k un entier 2 0. Pour tout K € C}V K un N-simplexe, on se

. o

conne unh espace gDKK] ce dimension finie en fonction de @ (K} avec
{(22) PK[K] c éf)(K)
ol PK[K] est l'espace des restrictions & K des polynémes ce dsgré < k -
on note Ef[BK) {resp. SK(BKJ) 1l'espace des traces sur oK des fonctions
de gD[K] (resp. PK[K) }. On a donc
(23) 5,000 ¢ I (3K)
On choisit alors pour sous-espace Xh de H'[?:hl

2
(24) X, = {v] ve L@ v|K e ) wke & h?
Scit d'autre part m entier 2 0. Pour tout 9K, avec K € T L+ OnN se donrne

un espace tf)( K) de dimension finie de fonctions continues par feces de

K, avec
(25) Y2y < s?(aK)
m
ol S%( K) désigne l'espace ces fonctions polynomiales de cegré < m

sur chague face de K.

On choisit alors pour sous-espace Mh de‘M[‘Ch]

.
-
il

(26 Moo= {u] pe TP s pg e POK) L Ve T
h . 3
K e h '

gsur KNK', vKelb ,vKeb

Mlak ¥ U‘BK'= h

avec K N K' £ 21} .



Lemme 2.0n suppose

. ' }
(27) SLUKY CpieK) . vKe T

Alors 1'hypothése Hl) est vérifiée. s

Lemme 3. En dimension d'espace N = 2, 1'hypothése H2) est vérifiée si les

entiers k etm vérifient

(28] m+ 1 si m est pair

m+ 2 si m est impair

Lorsque f(3K) = S, (3K) g}_ii&K)-S&(BKJ,]a condition (28) est une condition

nécéssaire et suffisante pour que HZ) soit vérifiée.

Lorsque m est impair , les solutions u de

ue S'(8K) J wvdo=0 ¥V ve S (3K)
m BK K

avec k = m +1 constituent un espace vectoriel de dimension 1.

Principe de la démonstration ;

(28] = (28) m < |k -1 si k est pair

k - 2 si k est impair
Sim < [k -1), pour ue€ ff’[BK) et v € 5’[3K] la foncticn pv est polyromiale
de cdegré < (2k - 1) sur chaque cOté de 9K . On peut ccnc exprimer

f Hv ©0 , pour tout cdté vy, en fonction des valeurs de v aux ZJeaux extrémités
¥

1

a
{O
<

2t des (k - 1) points de Gauss-lLobato sur ce c8té y. Notant Aq, AZ‘ Aa

1.3 sormets de K; {A,}\4 € i1 < Kk + 2)1e5 points de Gauss-lLobato de A, A, ;
1. :



{Ai}\K +3 < i < 2k + 1,1es points de Gauss-Lobato de Ay Ag

{Ai})ZK +2 < 1 < 3k,les points ce Gauss-Lobato de Ay A, on choisit

pour bLase Sk(bK) les fcnctions Vi telles gue

v, (A) = g . 1 <1i,j S 3k
1] 1]

En remarqguant gue les points de Gauss-lLobato sont répartis symétriguement

sur chagque coté, on en déduira le lemme 3.

Exemnle 1 ff’(aKJ = Sé(BKJ

Les faonctions de\f'[BK] sont constantes par cdté . On pourre chocisir pour

CL

egreés de liberté de Mh les valeurs en un point guelcongue sur chacue cité

D'aprés le lemme 3, H2) est verifiée si 90(&1 ) Pqu]

Pour le choix G (K) = P,K) vKeD .+ 1l'espace V_ céfini en (20]

est 1’espace des fonctions affines per triangles, ccontinues au milied ces
cttés intérieurs et nulles au milieu des cdtés frontalicers. Le procléme

{21) n'est alocrs autre gue le classique probliéme P, - non - conforme
i




Exemple 2 ff'(aK) = S,;[BK)

Les fonctions de Y'(0K) sont affines par cdté. On pourra choisir pour degrés
de liberté de Mh les valeurs en deux points quelcongues distincts sur chague

coté

Exemple 2.1 PK) = P, (K} ou P(K) = P, (K)

L'hypothése H2) n'est pas vérifiée. L'espace V_ est l'espace des fonctions

h

v telles que VIK e P(K), sur chague cB6té intérieur v est continu aux Z

points de Gauss, sur chaque cdté frontiére v est nulle aux 2 points ce Gauss.

Lorsgue g’[K] = P1[K] , on obtient pour Vh les fonctions affines par triangles,

continues dansgz et nulles sur T soit la plus classigue des mé&thodes d'éléments
firls conformes :

Pixy = P (<)



- -
ixemple 2.2 oS (KY = P_(K)

L'hypotheése H2Z2) est vérifide. L'esgeace \/h n'a pas oe vas

)
(@8
[ea]
ct
W
]
3
o
]
(U
w

locelement de fagon simple. La résclution metricielle ce (20) prozcosd

devra donc pas utiliser la connaissance d'une tase Ce Vﬁ.

Zxemplie 2.3

Four gue HZ2) soit réalisée lorsque m =1, la condition < 2 3 n'est rnécisszi
Ju2 si ff(BK) = Sa[BK]. Mcocntrons effectivement sur ce:t exerple gque nZd. foot
gtre réalisée avec

S, (5K) i NACLS) 5 54(3K)

Soiz un espace g)[K) avec
Py < P
Suppcsant K éguilatéral pour simplifier, toute fonction u € S%[BKJ

viérifiant

f uv do = O , Vv 5. (oK)
3K

est de la forme

T C [X1 - xz) sur A1 A,
c (xZ - x3) sur A2 A3
c ()(3 - X1] sur Ag A1

od X1(M)' XZ(MJ et x3(M) désigrnent les coordcnndes sarycentrigies ce Y.
aq°

Pour que H2) soit réalisée, 1 suttit gue U/(K) cornticsntg cutre oK)

une Tonctiaon v telle gue



IA \ (X, = X,)v do + fA . (X, - Xg)v do + fA . (X3 = X,)v oo # O
12 23 31

Le choix le plus simple d'une telle fonction v est la foncticn ce Loof | 2 ]

v = (xz - x1J£x3 - x2) [x1 - xal

Ex2mzle 3 éf'(aK) = Sé[aK)

Les fonctions de J?'[ K) sont quadratiques par cdté

Exemple 3.1 g’(K) = P1(K]

L'hypotheése H2) n'est pas satisfaite. On retrouve ppur Vh le P, -conforme

1

e

-~

Exemple 3.2 (K) = Pz[K)

L hypothése'HZ) n'est pas satisfaite. On trouve pour Vhle Pz-conforme

N\
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i acmple 3.3 Ty = P

«' hypothese HZ) est satisfaite. On trouve pour Vh 1'espace des foncticns

polynomiales de degré < 3 par triangles, continues en les 3 points de
Gauss des cOtés intérieurs et nulles en les 3 points de Gauss des cdtés

frontaliers, d'ol le probléme P_-non-conforme
3

N\,

V. EXEMPLES AVEC K PARALLELOTOPE DE IRN.

Soit Kk un entier = 0. Pour tout K € i;r, K parellélctops ce |k,

(pour simplifier l’'écriture nous supposerons gque toute face de K est
orthogonale &8 un axe de la base canonigue de RN). on se donne @%LK] espacsa
de dimension finie de fonctions 81[K) avec

(30} 9, (K] € Q(KJ

) GK(KJ est 1l'espace des restrictions 3 K des polyndmes 2 degré < K

en chaque variable. On note Tg(BKJ (rzsp. TK(SK]) l'espaca ces traces sur
oK des fonctions @% {(K) {resp. QK(K)). On a donc

(31 T 3K C T (3K

On choisit alors pour sous-espace X de H1(z;h]'
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Exemple 5 C’[BK) = T' (oK)

A

R T x
e
AR
; o
A,

Exemple 5.1 G&[KJ = Q,(K)

L'hypothése H2) n'est pas satisfaite. On obtient pour Vh le 01 ~ conforme

My
A
AQ— t © As
' :
| |
N e e
|
o |
ﬁ 1 ' A



Dans les exemples, nous prendrons des axes locaux de sorte gue K s3it le
carrée [ -1, +11 x [ -1, +1 71 .

Exemple 4. '(9K) = Té(&K)

Les fonctions de P'(9K) sont les fonctions constantes par c8té de K. On

choisira pour degrés de liberté de M_ les valeurs en un point guelcongus sur

h
chague cGté Ny
AH A
+ 3
AT a e
T . ‘/ .///,
- s ’ ’// ///
S R
- - dz—f.- ——‘ T 4//—1; — oy
e /’ - 3 g :
A, 9 A

si B(aK) = T, (5K) toute fonction u € TB'(9K) = T'(9K) vérifiant
1 o]

f ‘Mv do =0 YV v e T1[3K]
3K :

get de la forme

Hoo= + C sur les"cdétés horizontaux”

- C sur les"cétés verticaux”

Pour que =2) scit satisfaite, il faut donc que @%(K] contienng outre

OiiKJ cne fonction v telle que

+1 ‘ +1 . .
f_1 (vix, -1) + vix, +1))ax - f_1 (v{-1, yi + vi+1, ylley # C

~

. ) z 2 .
Or vérifie facilement que la foncticn v = x° -y~ véritie cette candition .

Conclusion :  H2) est satisfaite si Qm) > {Q, K3, N y2 }

En particulier H2) est satisfaite si &S(K] > PLK)
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Excmple 5.2 N[K) > 0,(K)
On vérifie gque toute fonction u € T'(3K) vérifiant
faK uv do = 0 Y ove T,(3K)

est de la forme

u = Cx sSur A1 A2
Cy sur A2 AB
-Cx sur A3 A4
-Cy sur /—\4 Aq

Pour gue H2) soit satisfaeite, il faut et il suffit qu'il existe v e Q§KJ
telle gue

ftl [vix, =1) - v(x, +1))xdx + fil [ vi(=1, y) = vi+1, y) lydy # QO
On vérifie que la fonction de Loof [7 ] vix, y) = xy(x2 - y2) satiéfait cette

hypcthese.
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VI. DE L'INFLUENCE DE L'INTEGRATION NUMERIQUE.

N

On suppose & présent effectuer les calculs d'intégration 3 1l'aide
de formules d'intégration numérique :

a (u,v) = a (u,v)
h h

bthnhv]= bhw.w

R

(F,v]) (f.v)h

Le probleme approché est alors

*  k
v .
Trouver (uh.,Ah) € X, * My solution de

(37 (s v) + b () = (Foul, v ’
) 3 uh,v] bh( heV) = Ve YoV )\h
") = 0
bh[u.uh] = , YV UE Mh
Théoréme 5.
Soit v; 1'espace défini par
(38 * o (v b (u,v) =0 Vupem}
38) Vh = {v v € Xh' h H,v] = H h
Sous les deux hypothéses suivantes :
R o - ) -
H1 ) (vev a (v.v) = 0)2 v =0
L4
H2 ) (p € Mh bh(u,v) =0, Vv € xh>=# =20

le probiéme (38) admet une solution et une seule. "
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‘aemples avec une triangulation de § .

Lemme 6.0n suppose

(33) ( VE Xy oo ah(v,vJ = O):% (v = constante par simplaka)
(40)  SL(3K) C (3K

Alors Hl*) est satisfaite.

Remergue: On trouvera dans { 10 ] des conditions suffisantes pour gue {(39)
soit verifiee. .

Lemme 7. On se place en dimension d'espace N = 2.

On suppose

(41) la formule d'intégration permettant de passer debt E_Dﬁ est

exacte a 1'ordre 2m + 1.

Alors si mest pairet k = m+ 1, H2* est satisfaite.

Si mest impair, les solutions u de

u e S%(BKJ et bh’K[u,V) =0, ¥V v e SK(BK)

avec k =m+ 1 etb v 1'approximation par la formule de quadrature

-utilisée de faK uv do , constituent un espace de dimension 1.

A titre d’exemple, nous reprenons l'exemple (2.3)

S'(3K) =87 (3K)
Py = (P00, X, - X,000G - X)X, = X))

et b v [r,v] gst calculé & l'aide de la formule d'intégration aux 2 points
h

de Gauss sur chaque cdté (exacte pour P3]
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- I -n* rd » e = * - » ”
roverifie gue HZ2 ) est alors vérifiée. L'espace Vh est caractérisé comme

i'eapace des fonciions v tellas que

v € 0’(K) VYV K € Z?

K h
v continue en les 2 pointe de Gauss de tout cdté y 9£ r
v nulle eh les 2 points de Gauss de tout c8té Y€ T .
On retrouve l'espace décrit dans IRONS et RAZZAQUE [ 11 ]. On. a maintenan®

facilement une base de Vh’ ce qul n'éteit pas le cas de 1l'exemple (2.3)...

mais cet avantage se paie lourdement; le calcul d'erreur montre que l'inté

O
o2
~
o
ot
¥
o
3

nurmérique utilisée provoque une perte de précision d'un ordre en h.

Exemples avec une quadrangulation de § .

Un reprend l'exemple 4 avec

3}
T~
@
P
u

T'{oK)
o)

\p
~
=

o

PZ(K).

En calculant b {u,v) & l'aide de la formule des %rapézes sur chague clté,
h A

on rstrouvera la brique de WILSON [ 12] (cf aussi STRANG et FIX [ 13 ] ).



