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INTRODUCTION

Le but de ce travail est d'étudier quelques types d'approxima-
tion de la solution d'une équation différentielle stochastique (par rap-
port au mouvement Brownien), cecl en construisant des approximations du
mouvement Brownien auxquelles on associe des équations différentielles
et en montrant que la sulte des solutions de ces équations converge vers
la solution de l'équation différentielle stochastique. Les notions de
solution, d'approximation et de convergence sont précisées dans chaque

chapitre.

Dans le chapitre I, on considére des approximations par tra-
jectoires. Les approximations du mouvement Brownien sont des processus
a trajectoires continiment différentiables par morceaux, la convergence
a lieu simplement ou uniformément par trajectoires. Il s'agit d'une ex-
tension d'un résultat de Wong et Zakal : ceux-ci ont démontré dans le cas

unidimensionnel que pour des approximations ((y™M) et les équations

néem
correspondantes :
n n Jt n n t n
(1) X, = g(xs, s) dys + f m(xs, s) ds

o o

lim x" existe presque surement mais cette limite notée x
n .

est solution de
t
m(x . 8) ds’

h—'—v

t
(2) ;t= I o(x,s) dg, +
(o]

t

w|-—-

(;s,s)c(;s,s) ds



On généralise ce résultat au cas multidimensionnel avec une
hypothése essentielle : 0(x,s8) est strictement elliptique (o(x,s)> o > O
dans le cas unidimensionnel) et la forme différentielle associée au champ

de matrice o—lest intégrable.

Au chapitre II, les approximations sont linéaires, mais on
admet que ¢ puisse &tre dégénérée. On démontre alors en généralisant un
résultat de Kunita [ 5 ] la convergence en moyenne quadratique de la
suite des solutions des équations (1)n vers la solution de l'équation (2)
en étendant ce résultat au cadre d'équations sur des espaces de Hilbert.
On impose cependant & ¢ et ses dérivées d'ordre 1 et 2 des conditions de

Lipschitz et de bornitude.

Au chapitre III, les approximations du mouvement Brownien sont
des processus de saut (purs ou recentrés) a accroissements indépendants
et stationnaires et la convergence en lieu en loi (c'est-a-dire que les

lois correspondantes convergent sur 1'espace D).

Dans ce cas, sous des hypothéses de Lipschitz et de bornitude,

pour les coefficients on démontre que la suite des solutions de

t t
n n _ n n n
(1) X, = [ o(xs, 8) dyS + f m(xs, s) ds
o o
converge en loi vers la solution de
t t
(1) x, = Io c(xs, s) dBS + Io m(xs, s) ds

on utilise le fait que les équations (1)n sont é§alement des équations

t ¢ [0,T]

stochastiques et que (x:) est un processus de Markov.
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Chapitre I

UNE EXTENSION MULTIDIMENSIONNELLE D'UN THEOREME
DE WONG ET ZAKAI SUR L'APPROXIMATION TRAJECTORIELLE
DE LA SOLUTION D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE

Dans ce chapitre, on étudie l'approximation trajectorielle
de la solution d'une équation différentielle stochastique par rapport au
mouvement Brownien. Pour cela, on définit des approximations trajectoriel-
les, continues du mouvement‘ Brownien, auxquelles on associe des é&quations
différentielles ordinaires, on démontre que la suite correspondante
des solutions converge ;at que la limite est solution d'une équation diffé-

rentielle stochastique.

Plus précisément, on consiaere :

- un Brownien (9,?,(@ ) : P, (Bt)

tefo,m])

' t t
- l'équation (1) x =J c(xs,s) st + J m(xs,s) ds ;
o o
- n ' n
((yt(m))t G[O,T])nem une suite d'approximations telles que Y, (w)
soit continGment différéntiable par morceaux et yn(m) converge

vers B (w) simplement (resp. uniformément) ;



- la suite d'équations correspondantes :

t t
n n n n n
(1) xt = Io c(xs,s) dys + Io m(xs,s) ds .

Wong et Zakai [181 ont considéré cette situation dans le cas
unidimensionnel et sous des conditions de régularité des coefficients
(notamment conditions de Lipschitz), 1ls ont montré que xn(w) converge
simplement (resp. uniformément) vers une limite ;:(w) et éue

(;;(m)) est solution de l'équation

tefo,T]

t

t
(2) " =J o(x ,s) dB +J ®(x _,s) ds
t S S <]
(o] Q

avec E(x,s) = m(x,s) + %'DIO o(x,s8)o(x,s).

C'est ce résultat que l'on veut étendre au cas multidimen-
sionnel avec des coefficients qui ne sont pas nécessairement lipschitziens:
mais 4 la différence des hypothéses qui seront faites sur les coefficients
dans le chapitre suivant et qui sont essentiellement des conditions de
dérivabilité et bornitude, assurant l'existence et l'unicité, on introduit
des hypothéses automatiquement vérifiées dans le cas unidimensionnel d'in-

tégrabilité de la forme différentielle associée au champ de matrice 0—1.

Le paragraphe I consiste en rappels sur les définitions, les
conditions d'existence et d'unicité des solutions d'une équation diffé-

rentielle stochastique par rapport au mouvement Brownien.

Le paragraphe II contient un rappel des résultats de Wong

et Zakal, la définition des approximations et les hypothéses générales.



tLe paragraphe III débute par le cas particulier de 1l'équation

(1) x_ = o(xs) dBS qui met en évidence la forme du terme complémen-

o
taire dans le cas multidimensionnel.

On y démontre ensuite essentiellement deux théorémes :

Le théoréme III-3 est l'extension directe des résultats de
Wong et Zakal pour des approximations qui convergent simplement et des

coefficients lipschitziens.

Dans le théoréme III-2 on considére des approximations équi-

continues et on prouve la convergence uniforme de (xn(m)) par trajec-

_ néw
toires vers une limite notée (x (w)) qui est solution d'une équation du

type (2) en un sens qui sera précisé.

Dans ce cas, les coefficients ne sont pas nécessairement
lipschitziens, mais les hypothé&ses assurent l'unicité en trajectoires de
la solution de (2).

Enfin le paragraphe III-4 contient diverses extensions, notam-

ment & un cas ol 0(x,s8) n'est pas strictement elliptique.






RAPPELS DES CONDITIONS D'EXISTENCE ET D'UNICITE DES SOLUTIONS
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES DANS LE CAS MULTIDIMENTIONNEL

Soit l'équation différentielle stochastique d-dimensionnelle.

t t
(1) X, - X = J o(xs,s) d Bs + J m(xs,s) ds
(0] (0]
d
ol o : Rg X R —————4»<15(R ,Rd)
m m@ X mg_-——-——»—m@

m et o boréliennes.

Dans ce paragraphe nous allons préciser ce que nous entendons

par solution d'une telle équation et par unicité de la solution, puis nous

donnerons des conditions d'existence et d'unicité.

Les notions de solution faible ou forte ét d'unicité trajecto-

rielle ou en loi seront celles données par Yamada et Watanabe [21].

conditions d'existence seront celles données par Tto [4]Stroock-Varadhan

D4] et Skorokhod Eq.

Comme nous étudions l'approximation par trajectoire, nous ne

donnerons essentiellement que les conditions suffisantes d'unicité trajec-

torielle pour la solution d'une équation du type (1) telles qu'on peut les

trouver dans les articles de Yamada et Watanabe @1]



I-1 DEFINITION DES SOLUTIONS ET DE L'UNICITE

I-1-1 Définition des solutions

Définition 1 : Solution faible

- Par_solution faible on désigne : un espace de probabilité
@, F,p (F)

:*E ((x

te [O,T]) et un couple de processus

B¢ [o;.r])

» vérifiant
t'te [or]”

1) (x.) et (B ) sont g mesurables
t t t
2) X, est p.s continu en t

3) (Bt)t c EDrT] est un mouvement Brownien et Bo =0

t
4) J |o(x ,S) |2 ds < et !t |m(x ,s)| ds < » p.s
o S 0 S

5) %€ = (x), ¢ [qr], B € [ov1] vérifie p.s

t
Xy = X = fo c(xs,s) dss + FC—; m(xs,s) ds.

Définition 2 : Solution au sens fort :

Etant donné (R, f, (f ), P, (B ) ) un mouvement

te[w]

- — ———— - —

1) X, est @—t mesurable

2) X, est p.s cont en t

3) It |o(x ,s)|2 ds < « et Jt |m(x ,s)| ds < ®» p.s
s s
(o] (o]
4) (xt)t € P,T] vérifie p.s
t t
R L U(xs,s) dBS + Jo m(xs,s) ds



I-1-2 Définitions de l'unicité

- = 1 = v ; = '
méme espace (Q,.(f ’ ft' P) telles que X, N et Bt Bt alors xt xt pP-.s

Définition 4 : Unicité en loi si pour deux solutions 3= ((xt) ’ (Bt))
et X' = ((xé) ’ (Bt':)) telles que X, = x et x(') = x (p.s) alors les lois de

(xt) et (xt':) sur l'espace canonique (W, B(W)) coincident.

I-2 CONDITIONS SUFFISANTES D'EXISTENCE DES SOLUTIONS

I-2-1 Existence d'une solution au sens fort

Dans la théorie classique de Ito, les coefficients sont suppo-

sés continus et vérifient la condition de Lipschitz :

I3k >0: v, ye®, vtelor]

lo(x,t) - o(y,t)] s K|x-y|
Im(x,t) -m(y,t)l € le-yl

il y a dans ce cas existence d'une solution forte, unique en tra-

jectoire, ce qui se démontre par une méthode de point fixe.

Skorokhod, dans [16] donne plusieurs théorémes d'existence pour
des équations comportant des intégrales par rapport & un processus de saut.

On peut en extraire le résultat suivant :

soit @, F, (), p 6

0 et m boréliennes telles que :

te [O,T]) un mouvement Brownien,



1) pour tout C il existe LC tel que

Tlmix,s) - my,s)|+ [ote,8) - oty,8)]% € 1y [xy|?

pour tout x et y de mﬁ : |x| < Cet | y| < C

2) il existe K tel que

TIm(x,8) |2 + |o(x,s) |2 ¢ k(1 + |x|D) wxemd vse [0, 1)

alors l'équation (1) posséde une solution unique continue.

I-2-2 Existence d'une solution au sens faible

- Le cas le plus connu est celui de Stroock-Varadhan [14] ou
l'existence de la solution est liée 4 l'existence d'une solution pour un

probléme de martingales.

Théoréme : Soient o bornée, continue, uniformément elliptique et

m borélienne bornée, alors l'équation (1) poss@de une solution faible

unique en loi.

~ Dans le livre de Skorokhod on trouve également le théoréme

suivant :

Théoréme : Sous les hypothéses 0 et m continues par rapport & l'en-

semble des variables et vérifiant :

Vx € G{i

lox,t) |2 + |m(x,0) | € k(1 + 1x]?)
vt € [0,T]

il y a existence d'une solution au sens faible pour l'équation (1)

I-3 CONDITIONS SUFFISANTES D'UNICITE TRAJECTORIELLE DES SOLUTIONS

Dans le cas lipschitzien, l'unicité trajectorielle se démontre
en méme temps que l'existence de la solution ; dans les théorémes d'exis-

tence de solution faible, il s'agit en fait d'existence en loi et l'unici-

I - 10



té trajectorielle doit é&tre étudiée séparément. C'est ce qu'ont é&tudié

Yamada et Watanabe dans [21]. Nous en donnons les résultats suivants :

nues et croissantes, telles que :

1) p(0) = p(0) =0

2) J 02w ul+p () aus=+w
o+

3) p2(u) u-1 + E}u) est concave
4) |otx,t) - oly,t)]| & p(|x-y))
Im(x,t) - m(y,t)| EYIx—yl)

alors il y a unicité trajectorielle pour 1l'équation

t t
X~ x = I 0 c(xs,s) d Bs + I o m(xs,s) ds.

Ce théoréme est pour 4 2 3 le meilleur possible au sens suivant :
si JO+ g 0_2 () d § < = et si p est sous-additive alors il existe o
telle que |o(x,t) - oly,t)| € p (|x-y])  mais il

t
n'y a pas d'unicité trajectorielle pour l'équation X X, = j c(xs,s) d Bs
(o]

Théoréme 2 : Dans le cas d = 1 ou o(x,t) du type :

oI (x,t) =86 ol(xi,t)

ij

on a le théoréme d'unicité trajectorielle suivant :

Soient p et E'définies sur mw, 4 valeurs dans m+ . continues,

croissantes telles que

1) J p-z(u) du =+ @
o+

I-11



2) E-est concave et J o+ p -l(u) du = + »

3 vi Joltwt -otwe)] £ o (Juv]
| m(u,t) - m v, )| s 5.(|u-v|)

>rs il y a unicité trajectorielle pour 1l'équation

t

o m(xs,s) ds

e
T % T Jo Olxg,s) dB_ + J

ans ce cas on peut avoir p(u) = /;)

Théoréme 3 : Dans le cas @ = 2 et olJ(x,t) = 6ij a(x,t).

Soit p définie sur m+ a valeurs dans m4 croissante telle que

-2 1 4@
1) J0+ P (u) su log a du = +

2 1
3 u 2, u .
2) G(u) =u e p (e ) est concave sur un intervalle (O,uo)

3) Jott,x) - oty s e(]x-y)D

lors il y a unicité trajectorielle pour l'équation X X = Jgo(xs,s) st

I-12



RAPPEL DES RESULTATS DE WONG ET ZAKAI
DEFINITIONS, NOTATIONS ET HYPOTHESES GENERALES

II-1 RAPPELS DES RESULTATS DE WONG ET ZAKAI DANS LE CAS UNIDIMENSIONNEL

On se donne un espace (Q,q‘l ’ ‘F‘t, P) et un mouvement Brownien

(B ainsi qu'une suite d'approximations (y,tl) de (Bt) telles que

t'te [0,1]

1) [o,T] x @
{(t,w) Myn(t,w)

> R

2) ¥n les trajectoires de (y:) sont continument différentiables

par morceaux.

nIn PN =0
n
et Vu € N y_(w) T8, (w) vt e [0,T]

4) v w]no {(w) et k(w) finis tels que

vnzn, (W | vy @ | sk@.

I-13



soient alors les équations :

1)  x -x = Jt olx .s)  aB, + Jg m (x_,5) ds

t e} o
n n t n n t n
- = +
1) X, X o o(xs,s) dys Jo m (xs, s) ds

On a alors le théoréme II-1

Hypothéses : les coefficients 0 et m vérifient les hypothéses :

90 90

i) o(x,t) , m(x,t) , ax (x,t) et Y (x,t) sont continus sur \R x quﬂ

ii) o(x,t), m(x,t), %%(x,t) x o(x,t) vérifient la condition de Lipschitz

Jx:vxyervtelor] | fxt - £yt | & | x-y

iii) J a >0 : ¥ (x,t) o(x,£) 2 a >0
et dJa >0 : ¥ (x,t) | g—: x,8) | £a 0% (x,t)

iiii) x V. A . indépendante de (Bt)t e[o,'r]

alors

1. Les équations ordinaires :

n _ |t n n t n
X x, = Jo o(xs ’8) dys + I° m (xs, s) ds

possédent une solution unique.

2. L'équation :

t

X, - X = Jt G(XS: s) st + Jz m (xs' s) ds + 1 Jo

30
o 2 o(xs, s) 3;-(xs,s) ds

posséde une solution forte.

n
3. ¥ w€N X, (w) s—-> xt(w) V¥t € [O,T]

I - 14



4. 8Si la convergence de yz (W) vers Bt(w) a lieu uniformément en t sur
N, il en est de méme de celle de x:(w) vers xt(w) sur N.
Le théoréme que nous allons démontrer étant plus général, nous ne donnons

pas de démonstration. On peut la trouver dans [ 18] .

II-2 DEFINITION DES APPROXIMATIONS

II-2-1 Soit l'équation d-dimensionnelle :

t t
(1) X, - X = f 0(xs, s) 4 BS + I m(xs, s) ds
o o

oi O : lexR+ —_— Og((Rd, le)

m : [RdxtR+—) th

m et 0 boréliennes.

Dans toute la suite, on supposera que cette équation posséde une solution :

# au sens faible d'ol un espace (Q,KS, (@t) P)
t ¢ [0,1]
et un brownien (B )

¢ te [O,T]
ou # au sens fort pour (Q,L},, f§~’t, P, (B ) fixeé.
$/ ' t € [o,T
et on supposera que la famille ( t) est continue & droite,
t €[o,1]

R

et ?;t compléte pour chaque t.

II-2-2 On définit alors une suite d'approximations de (Bt)

de la facon suivante : t (’-[orT]

1) 2 xR, — R4
(w,t) Ar————y y:(w)

)

2) Vn les trajectoires de (yt

sont continuement
t € [0,1]

différentiables par morceaux et yt. est J.mesurable.

I-15



HAN:P ) =0 et
n
Veen yo (@ —> B, (w VtEEO,T]

4y Vol n_(w) et k(w) finis tels que

V. :n  |pw] <k

II-2-3 On a une approximation de ce type en linéarisant les tra-

jectoires du mouvement Brownien de la fagon suivante :

Soit (An) une suite de subdivisions de [O,TJ dont le

ne¢iN
pas tend vers zéro.

Soit A" = {o = t" < trll <ial.< t: =7}

n
On définit yn par :
n
Yy =8 =0
o] (o] Bn‘Bn
n n tk tk—l n n n
VW =y e em g et el 6]

f-1 B T k-1

une telle approximation vérifie toutes les hypothéses et de plus pour

chaque W {yn(w)} est un ensemble équicontinu et pour chaque t

né€iN
n

dans [tn , t ] yn(.) est q; -mesurable.
k-1 k t R
k

II-3 NOTATIONS

II-3-1

On notera (1)n 1l'équation au sens ordinaire :

t t
n n n n n
xt - xo = Io o(xs,s) dys + Jo m(xs,s) ds .

I -16



II-3-2
da d
Par la suite on considérera des fonctions de R dans R et
leurs différentielles ; soit F une telle fonction.
F le —_ IRd

d
DF th —_— £ ( le , R)
2 d d a d
p’r 1B — S, L, e

D2F(x) peut s'identifier 4 un élément de &( le (%) th ' le)

Soit alors A&o@(md®le ,le) et Be_md@md
on notera (A,B) l'élément A(B) de le.

Cette notation peut se justifier par l'écriture de la formule de Ito
dans le cas d-dimensionnel qul est la suilvante :

t t
pour X =f d(s,w) d Bs + J Y(s,w) ds
o

t
o
o(s,0) €D (rE, &Y, ¥is,w € g
ol ¢(s,w), ¥Y(s,w) adaptées et
T

+T
f E |¢(siw)|2ds<°° I E |¥(s,w)|ds < + =
0 0

et F: R XtR+ ——)le telle que :

D F (x,s) existe et est continue
D01 F (x,s) existe et est continue

t
F(Xt,t) - F(XO,O) = _IO D10 F (Xs,s)0<1>(s,w) d Bs

t
+ f D10 F (xs,s) ¥Y(s,w) ds

t
+ fo 001 F (Xs,s) ds

1 t

+ EJ D20 F (xs,s) d<B>s
o

et d<B>s=Ids

I -17



I1-3-3

) i=1...d;3§=1...4,

pour A € B @&, a = (agy
1

2
et |a| = (] (@, 92

)
ij 3

II-4 HYPOTHESES SUR LES COEFFICIENTS

Pour toute la suite on fera les hypothéses suivantes notées

H1 i) o(x,s) est strictement elliptique, c'est-i-dire il existe o stric-

tement positif tel que :

vy €er, Vx € er, Vs € [O,TJ < o(x%,8)Y, ¥ 2 a <y,y >

D, o(x,s) et D

10 o1 o(x,s) existent et sont continues.

ii) il existe F définie sur le x IR+ 4 valeurs dans IRd telle que
D10 F(x,s) = [c(x,s)]-l, et il existe H définie sur le X IR+ 4 valeurs

dans le telle que F(H(x,s), 8) = x pour tout x dans le et pour tout s
dans [O,T]

D01 F(x,s) existe et est continue

iii) m est borélienne

iv) il existe p F, 6 définies sur lR+ 4 valeurs dans R+, croissantes

continues, telles que :

p(0) = p(0) = 0 = &(0)

p + E + & concave

—du =+ ®
Jo+ (p+p+8) (u) )
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Vx, v € (Rd Vs € [O,T]

et lo(x,s) - aty.s)| s et|x-y])
Im(x,s) - m(y,s)| s  o(]x-y|)
Doy F(xi5) = Dy, Flyes)| & s(|x-y|)

Nous introduisons également les hypothéses notées H2 et H3

H2 : m et 0 sont bornées

H, : m est continue

Il existe une constante K telle que :

vx € &%, vs € [0,T]
o) []2 + |mxs) |2 € k1 + |x|D)
et il existe g(s) telle que :
vx €r? vs € [0,T] | (otx, 81! mix,s) ] +|py, F(x,8)| & gis)

et [T g(s) ds < + »
0

On peut remarquer que :

1) si H1 et H3 sont satisfaites, l'équation (1) posséde une solution

faible car dans ce cas les hypothéses de Skorokhod sont satisfaites.

2) si H1 et H2 sont satisfaites, l'équation (1) posséde une solution
faible car les hypothéses de Stroock-Varadhan sont satisfaites.

3) les équations :

t t
(1)n X' = J o(xn,s) dyn + [ m(xn,s) ds
t o s s o s

possédent pour chaque w une solution unique continue dés que o et m

sont boréliennes et vérifient(H1 iv) et Hz)ou(H )

iv) et H

1 3°

On peut montrer également que xZ(.) est j&:mesurable dés que y:(.) est

j%imesurable ; en particulier si (yz .) est l'approximation linéaire

n¢N

n. est gi;—mesurable.

on obtient directement que lim X,

n
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§ III

THEOREMES DE CONVERGENCE

III-1 Dans ce paragraphe nous allons traiter le cas particulier de 1l'équa-

tion

car il illustre bien l'apparition du terme complémentaire par passage & la

limite.

Théoréme II11-1
Hypothéses :
c~~ n
soit (Q,d?cf;, P, (Bt)) un mouvement Brownien, et (y ) une suite d'appro-
ximation de ftelle qu'en [II-2-2]
Supposons que :
1) o(x) est continument différentiable et que pout tout X
(o (x))-1 existe
, . d d
2) il existe F : R _ 5 R
x > F(x)

telle que DF(x) = (o (x)).1 , F(o) = O et admettant une

fonction réciproque H
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alors pour tout n et pour tout w l'équation

t
" x:(w) = Jo o(xz (0)) dy's‘(m)

admet une solution telle que

a) P p.s x: (m)-;—) ;t(w) ¥t € [O,T]

t t
b) x =J ol(x ) dg +1 I (Do(x ) oo (x ) , I)ds
s s 2 s s

o o
c) si la convergence de yn(m) vers B(w) est uniforme en t

il en est de méme de celle de xn(m) vers x (w)

Démonstration -
n t n n t n n n n
H( yt) = DH (ys) dy < = o(H(y s) ) dy g °©n conséquence X, = H(yt)
o o

est solution de xn

t
n n
N I o(x s) dvy T

(o)

H étant continue, par suite de la définition de (y:) ce [o,1]
?

N : P () =0 et ¥ wgN xnt(w)—-—) H(BuW
t v t€fo,T]

par suite de 1) H est de classe C2 et on peut appliquer la formule de Ito

a4 H et (Bt) te [O,T]

t 1 t 2
(2)' H (Bt) - H (Bo) = J DH(B) st + 7 I DH (Bs) d<g>s
o s o
c'est a dire
t

1
o(H (Bs) ) d Bs + 3 Jo (D o(H(Bs))oc (H(BS) ,I)ds

t
(2)' H (ﬁt) =J
o

soit alors }—{t = H (Bt) ce qui termine la démonstration de a) et b)
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Pour c)

v m3n° (w) et 3k(w) : ¥n>n (0 |y: (W] €k (w

et V w¢N y: (W) — B_(w) unif. en t€ [0,1]

On en déduit que ¥ w € N x: (w) = H (y:(w) )— H (Bt(m) ) uniformément

en t € [o,'r] (H est unif. continu sur chaque compact : Kw={ X : les k(w)} ).

1) x, = H(Bt) entralne que ;t est mesurable par rapport

d la tribu ‘6 (B,) alors qu'en général pour une équation

t t
x=J olx ) daapg +J m (x ) ds
s s o s

onag (B s gt) C_ﬁ(xs s §t)

2) (;t)t € [o,'r] est une solution forte de l'équation (2)
et elle est unique en trajectoire car pour toute autre solution

T’ qY
(x't) té [O,T] relativement & (9,(/“, (c}"t) P, (B't)t [O,T]

! = 4 = = x
F(x t) B £ Bt F (xt)
P p-s
F étant bijective x't = xt.
P p.s
I11-2 APPROXIMATIONS EQUICONTINUES
Nous considérons l'équation :
t t
(1) x, = L o(xs) st + L m(xs, s) ds
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Nous noterons (2) l'équation

X = Jt o(xs) st + Jt m (xs, s) ds
o o

+

1 t
7 Jo (Do(xs) o) c(xs), I) ds

nous allons démontrer le Théoréme III-~2

Théoréme III-2

Sous les hypothéses (H,et H)) ou (H, et H,) et (y") néN :

approximations équicontinues de (B,) . [o,1]
’

on a :
n t n n t n
1) si X, = J o(x s) dy ¢t J m(x o s) ds
o o
lim xz (w) existe uniformément en t. P. p. s.
n
2) soit x. (w) = lim X", ()
e T g\
n
alors(2) x, = I clx)adag + J m(x , s) ds
. t s s s
o o
1 (" - -
+3 [ (D O(xs) 00(xs) ' I) ds P. p. s.
o
Corollaire III-2
Sous les mémes hypothéses que le théoréme 1 1l'équation (2) :
t t 1 t :
= = ©
X, Io o(xs) dBS + Jo m(xs, s) ds + > Jo (D G(xs) c(xs), I) ds

ot o
posséde une solution au sens fort sur 1l'espace (Q,CP,C};, P) et pour le

Brownien (Bt) L€ ED,T] et i1 y a unicité trajectorielle.
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Si 1'on veut une approximation de la solution de l'équation

(1) xt

t t
f 0(xs) dBS + J m(xs,s) ds , il faut alors considérer
o o

* t t
(1) X, Io o(xs) st + Jo m*(xs,s) ds

ou n*(x,s) = m(x,s) - ';' (D o(x)o o{x), I)

et on a le corollaire III-2.bis

Sous les hypothéses (H1 et H2) ou (I-I1 et H3) pour 0 et m*, il existe

* %
(o% 9‘), gt’ P*) et x* = ((x*t) ’ (B:)) solution de (1)%*
tefo,1]
. n ' . P \ . *
Si (yt) est une suite d'approximations équi-continues de : (Bt)te[O,TJ
n t n n t n
= *
et X, = J o(xs) dys +[ m (xs,s) dys
o) o
on a : 1) 1l'équation (1) posséde une solution au sens fort pour

w*, & @F:, P*, g%

n

2) lim sup Ixt

@ - x ] =0 p%. s.
n te[0,T]

ol (xt) solution de (1)

Démonstration du théoréme III-2

1.- {x".w} ¢ est uniformément borné

1

t
On a F(x?_) = y: + Io (c(xg))- m(x:,s) ds

et Vu]j n_(w) et Ix(w) finis : Vn 3 n_(w) | y:_ w| § k(w
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On sait également que 0 est uniformément elliptique alors Vx |o(x) l_l § a!

avec de plus H1 ou H2 il existe K fini tel que

t
-1
Ve ¢ [o0,1] v IJO (c(x:)) m(x:,s) ds | s K

En conséquence Vo Vi ¢ [O,T] | F (x:(w)) | s k'(w) + K

F admettant une fonction réciproque H continue (x::(w)) €N est

également borné. te [O,T]

2.- Vo Ix@ = [xpw - | g kw | P - Fixw | vee[o,r]

On a D H(x) = 0 o H(x)

Si 0 est bornée, H est lipschitzienne ; si 0 et H étant

continues D H est bornée sur tout compact et donc H est lipschitzienne

sur tout compact.

soit ¢, ={x: |x| s k'@ +k}

Jx@ : Vx,y ec, |8 - B sk |x-y]

et Vo Vié[o,r]

Ixt(w) - x’:(m)l = IHo(F(x:(w)) - HoF(x:(w)H < K(w) | F(xZ(m)) - F(x’f,_(w))l

t
3.- Vo EENMEEN M JC VI |y2(w)-yl:(w)|+K2(w)jop+p(lx:(w)—xl:(w)|)ds

On a :

o) ™ mix,9)- (0 niy,s)| ¢ a'p(|x-y]) + a'p(|x-y])| o (¥) mly,s)]|
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. . d
Si m est bornée ou m continue et C compact de R alors

su |y ™! miy,s)| < =
s € OLTl
Yy £€C
d'ou sup sup |(0(xn(m))_1 m(x:(w),s)| < Kl(m) < ®
n SE[O,T] s

soit K2(m) = sup (o', a'Kl(w)) et 3) est démontré.

D'aprés 2 et 3

t
n m n m - n m
lxp @ -x ()| € k@ |yi-y, @] + k@ Jo p+o (| x_ (w)-x_ (w) ‘|) ds
pour toute la suite, on suppose que w € N .

4.- YVwen {xn.(m)}n est équicontinu.

€N

t
n . ¢ n -1 n
On a F(xt(w)) = yt(u)) + L (o(xs(w)) m(xs(w),s) ds

et on sait que Y w € N, {yn.w}n est équicontinu.

enN

t
D'autre part II (o(xz(m))-l m(xg(w),s) dsl g Kl(w) |t—u|
u

donc {F(xn(w)}n est équicontinu.

EN

et comme  |x (W) - x"(w)] £ K(w) |F(x"(w) - F(x"(w)]
S u s u

. n
on a aussi {x.(m)}nﬂN équicontinu.

5.- soit ¥ =C( [0,7] , Clw)

n
et B, = (W)} o

Ew est relativement compact dans Ym (théoréme d'Ascoli)
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En conséquence la suite {xn (Lu)}n N posséde au moins un point adhérent

€

dans Y
w

On va démontrer que ce point adhérent est unique et qu'en conséquence jl1 existe

X.(w) € Y ~tel que lim ||xn.(m) - X. (m)||w =0
n

Pour cela on va démontrer deux lemmes.

Soit Yy =C( [o,'r] , [o,a] ) 6 <

et {x} une suite de fonctions é&qui-continues de Y vérifiant :

t
n
Ve ¢ [0.1] x (£) s e (B) + Jo K (x (s)) ds

ol k concave, continue croissante et J du = +
ot

K (1)

—Vnen. €Y et 1lim sup €n(t) =0
n t

alors lim s

up |x (&)] =0
n te[O,T] n

Démonstration : {xn}nem étant également continu est relativement compact
dans Y posséde donc au moins un point adhérent dans Y soit x.
nx
Soit alors x une sous-suite convergeant vers x.

Alors VYt ¢ [O,T]

Ny t n
x{t) g lim ¢ (t) + lim f k (x s) ds
k k o

Les hypothéses sur K entrafnent que
t
Ve e [0,1]  x(t) g J k(x(s)) ds
o
Il en résulte que x =0

La suite ne posséde qu'un point adhérent en conséquence

lim su |x (t)I =0
n tée O,T] n
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Soit Y = C ( [O,T], K) ol K compact de le contenant zéro

(bn)neIN une suite de Y telle que bn mmb bey
(an)ne N une suite de fonctions également continues de Y vérifiant :
Vte [o,1]

t
|a%(t) - &™) | ¢ B (1) - b™ (v | +I k | (a®(s) - a"(s)]|ds
o

ol ¢ définie sur R + a valeurs dans R + continue croissante concave

du = 4+ @ alors]aéY tel que a —> a
k(u) n
ot I [
Démonstration : La suite (an)n eN posséde au moins un point adhérent
dans Y soit a
t
alors Ja™(t) - a(t)| s [ () - b(B)| + J k (Ja" - a_|) as
o (s) ®
soit  €7(t) = [b®(t) - b(v)]
() = |a"(t) - a(v) |

Les hypothéses du lemme A1 sont satisfaites, en conséquence

1m ||a" - a||_ =0

n
Application : Soit yn(w) = bn
n
w =
x.( ) %
K=p+p K 2 Cu

Les hypothéses sont satisfaites d'ol le résultat et on a
démontré 1) car V6 € N : P(Nc) = 03 x. (w) € Y, tel que

lim ||X?(w) - E.(w)H =0
n (. ]
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6.- Démonstration de 2)

t
n n n,. -1 n
F(xt(w)) = yt(u») + L (G(XS)) m(xs(w),S) ds

F et 0 sont continues

m est continue par rapport & la lére variable

n -1 n
<
et Jolxg () " mx_(w),s)] s K (w)
En conséquence par passage & la limite sur N

t
— _1 —
F(xt(w)) = Bt(m) + Jo (o(xs(w)) m(xs,s) ds P.ps

Avant d'en déduire que (it) est solution, nous allons démontrer l'uni-

cité trajectorielle pour les solutions de l'équation (2).

Soient (g, gJ: g)t' P), X = ((;t) '(st))této,T]

et x' = ((;t.:)'(st':))te[o,T]

tels que X, = —; = o P. p. s. et B-(w) = g'(w) P. p. s.

t
alors F(;;) - F(E;) %:+ J (c(i;))_l m(§;,s) ds

o

t
F(EQ F&é) By + J (c(:T;))'l m(;é,s) ds

(o]

P. p. s. x (w) et x'(w) sont continues, en conséquence
c
da :p@)=0 et Vuea Ik <=

sup _( |x ] Vv I|xlw] ) gk
t.E[O,Tﬂ t t w

0 et m étant bornées sur tout compact, on a :
t

P. p. s. |§t(m) - % W] £ K W) Jop o (% W) - X W) ds
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(par une technique analogue & celle utilisée dans la démonstration du

théoréme 1.)

Les hypothéses sur p et F et la continuité de :

; . (W) - ;'. (0) entrainent que

P. p. 5. x. (W) = x'. (W)

c'est-a-dire 1'unicité trajectorielle.

n,o .
& )n eN sont les approximations

est t-mesurable et

On remarque alors que si (y

linéaires, la limite (;z)

te [0,7]

t
F(;z) - F(;z) = Bt + Io (c:f(;:))"1 m(;:,s) ds P. p. s.

et si (;t) est la limite d'une suite d'approximations qui sont [g'-mesu-

rables

— J— t — - —
F(x,) - F(xo) = Bt + Io (O(xs)) 1 m(xs,s) ds P. p. s.

=x_ =0, l'unicité trajectorielle entraine que

. O .
Sl X
o]

x_=x° P. p. s. et alors x,_  est @ -mesurable car (g' con-
t t t t t
tient tous les ensembles nuls de Cg’ .

On peut alors appliquer la formule de Ito & H et F(;t)

Ce qui donne

t
H(F(x,)) = I D H(F(x_)) aB
t s s
o]
frono Gyt o
+ ] PEEED [ea ™ nx_9] as
1 v 2 —
+ 5 Jo (D H(F(xs), I) ds P. p. s.
- t J’t -
c'est-a-dire xt = J g(xs) st + m(xs,s) ds
(o] (o]
1 t -
+ 5 L (Do(xs)oo(xs), I) ds P. p. s.
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Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Le corollaire en découle directement.

Remarque

n n
Si on prend Qyt)t(,[O,TJ)n EN telle que Y- soit mesurable

pour 6((85) s$T) = @T

Il en résulte que ( est solution forte de 1l'équation (2)

*)t ¢ [o,1]

sur l'espace (1, ®T '(%t)t 3 [O,Tl' k. (Bt)te[o,T])

Proposition 1

n
w)}
Sous les hypothéses (H1 et H2) ou (H1 et H3) et {y.( ) nem

équicontinu, les résultats du théoréme III-2 et du corollaire III-2 restent

valables pour les équations :

rt rt
(1) x, = o(xs,s) dBS + m(xs,s) ds
‘o ‘o
n n (t n n t n
(1) xt = o(xs,s) dys + m(xs,s) ds
‘o ‘o
_ rt _ rt _
(11) xt = o(xs,s) dBS + m(xs,s) ds
‘o ‘o
1 t - -
+ 3 I (D10 c(xs,s) o o(xs,s), I) ds .
o
Démonstration :

On remarque d'abord que

t
(111) F(x:,t) = yz + I (g(xz,s)) 1 m(x:,s) ds
o]

t
n
+ I DO F(xs,s) ds

1
o
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en posant b(x,s) = [o(x,s)]'1 m(x,s) + Dy, F(x,s)
On peut démontrer que :
1. {x"(w} est borné car |b(x,s)| £ g(s) et
. n gN !

T
J g{s) ds < + =
o

2. {xn(w)}ne est équicontinu car

N

sup sup Ib(xz,s)l < 4+ @
n s

- n
3. Pour presque tout w, xt(w) = lim xt(w) existe uniformément en t

n
par application du lemme A2 a
n n -
bn-y.(w) an-x‘(w) K,-p+p+6
. t —
4. F(xt,t) = Bt + Io b(xs,s) ds

car b(x,s) est continue en x et vérifie une condition de domina-

tion.
t t _
5. x, = J o(xs,S) dss + I m(xs,s) ds
o o
T — —
+ 5 Jo (D10 o(xs,s) o c(xs,s), I) ds

en appliquant la formule de Ito & H et F(xt,t) et en remarquant

que :

- D o H(x,s) o(H(x,s), s)

1

-D H(x,s)

20 o(H(x,s), s) o o(H(x,s), s)

= Do

-D OF(H(x,s),s) o D01 H(x,s) + D F(H(x,s),s) =0

1 01
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La démonstration du corollaire

I1I-3 APPROXIMATIONS SIMPLES

{y?(w)}
o (u)

Dans le cas ol

mais en supposant p{u) = au ,’

se transpose sans difficulté.

n'‘est pas nécessairement équicontinu

= bu , c'est-a-dire les conditions de

Lipschitz, on peut obtenir un résultat de convergence simple par la mé-

thode de Wong et Zakal; plus précisément on a le théoréme

Théoréme III-3

Sous les hypothéses H £ avec l-e-(u) = lg-(u) =u (aetb>o0
1 a b
et finis)
et H4 - lo(x)| bornée ou o(x) = [ a (xi)] i=1...d4,3=1...4

- m(x,s) continue et

|m(x,s)|2 +

o,

1) l'équation (2) posséde une solution faible (R, ga' @’t : P},

¥ = ((?;),(Bt)) et l'équation (1) posséde une solution au sens fort sur

Ml,q?, @;t  P) par rapport au Brownien (Bt).

2) (yz) étant une suite d'approximations de (Bt) et

t t
n n n n
X, = fo o(xs) dyS + J m(xs,s) ds

(o]

alors \/(u €N lim xt(m) =

n

xt(w)

Démonstration :

pour chaque tée [0 ,T]

La méthode utilisée est celle de Wong et Zakai.
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et la formule de Ito appliquée & F et ;t donne
F(x)=8 + |5 0@EN 1 n (x,8 as
t t o s s’

Par suite de la continuité de ;s (w) et de mon a :

sup Im(;s(w) ;S)l < =
s

| + k) Jz |x2 -x | as

n - n
Alors |F (xt) -F (xt)| FS |yt - B s

t

oi K(w) = ak') + 0t'2 a sup | m (xs(w), S)|
s

Minoration de IF(XE ) - F (>_<t)|

- Si Io(x)l est bornée comme précédemment HK fini tel que
¥x, Vy& le

Log (1 + |x-y| ) ¢ | xy | sk | F(x)- F(y)]

-Si o(x) = [Gij al hH] i=1...a j=1....a
. . X,

alors F (x,) - Fr (yi) = J * __iu_

] 5 at)

et 31(2 >0 fini tel que aga® (u) < K, (1 + lul )

alors |F (x,) - F (y.)| > =— 1log 1 +
i i K2 1+ | |
b - n
I ix, -y
da R . i i
i i 1 =1
iillmxi)_r*(yi)la-gz log 1 + 3
1+ =y, |
. i
i=1
d d 2 1/2
on a donc si |x| = z |x| et |x| = z (x.)
1 . 1 . i
i=1 i=1
|-y,
log 1 + ———— & K2 |F(x) - F(y) |1
1+ |yl
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et comme = ‘x l Slx |1 £ 4 |XI

d
|x -yl
on a log 1 + — £ K, d | F(x) - F(y) |
\/5(1+d |y| )
= x_(w) x = x0 ()
pour y = x (w ¢ W
on a donc l'inégalité
Ix, @) - x_ ()]
1 t t n t n =
—_ < - + -
- log 1 + . \Iyt Btl K(w Jo |xs x () | as
2 (w)
ou wlw) = su /5(1 +d I;s(w)l )

t € [0,T]

On utilise pour conclure le lemme suivant qui se trouve dans l'article de

Wong et Zakai. [ 18 ]

Soit f(t) une fonction continue définie sur [O,Tq a valeurs

positives

et soient M : 0 < U <= p>0 et €(t) 2 O tel que

T
JO e(s) ds < (p p " T) !
t
f(t)
On suppose de plus que log [1 + —;——-Js log {1 + € (t)) + p o f(s) ds
alors
-puT T
u[k(t) +pou e MY Jo e(t) dt.]
£(t) <
- T
1 - pue P¥ JT e(t) dt
o
Par application du lemme & : fn(t,w) = Ixz (w) - ;t (m)|

En(t,w) = (exp K, |Bt (wy - yz (wﬂ ) -1

p=K,. K(w

2
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£ (t,w Jt
On a log 1 + — < log (1 + € (t,w))+ plo fn (s,w)ds

quand n —>® en(t,w)-—> o pour wé€ N
et |e: {t,w) Is k(w) + sup |B (w)| pour n = n_(w)
t (o}
n t € [0,T]
T
alors J en(t,w) at —> o pour wE€N
o
- T
N _ u[en(t,m) + K2 K (w) Mg Ky K(w)T jo en(t,w) dt]
- <
et lxt () = x, () | < K, K(@
1 - K2 K(w) . e .{0 En(t,w) dt

dés que n 2 Nw

on en déduit que ¥ wé€N xg (w) —> ;tt(m) pour chaque t € [O,T]

. n
et si vy

N (w) -—>Bt(m) unif. en t € [0,T] il en est de méme de la

n = , o .
convergence de X, (w) vers X, (w) , ce qui achéve la démonstration du

théoréme III-3 et on peut également énoncer le corollaire suivant :

Corollaire III-3

si vw€ NP(N°) = o sup |y2 (w) -~ Bt(w)l —> o
té€ [o,T]
alors ¥w € N  sup |x2 (w) - )-ct (W] — o
t € [0,T]
Enfin dans le cas ou L (u)=l _()—-1- §(u) =
a P b plw = c W=

(a, b, c, constantes strictement positives), les résultats du théoréme III-3
s'étendent sans difficultés. Il suffit de remplacer le terme :
-1 -1
[o (x)] m(x,s) par [c (x,s)] m(x,s) + Dol F(x,s) qui satisfait

aux hypothéses voulues.
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III-4 EXTENSIONS

III-4-1 Extension au cas ou il n'y a pas d'hypothése de bornitude

sur les coefficients

Plus précisément, on suppose que ¢ et m sont continues et

satisfont aux hypothéses H,. Supposons que l'équation (2) posséde une

1
solution faible : ( Q,QF/,CFL, p) % = (xt, Bt), on vérifie qu'elle est
unique en trajectoire (corollaire III-2), l'équation (1) posséde également
une solution faible mais on ne peut affirmer qu'elles sont définies sur

le méme espace et pour le méme Brownien.

Nous allons démontrer le théoréme suivant qui étend le

résultat du théoréme III-2

Théoréme III-4-1

On suppose que 0 et m sont continus et vérifient H

1
Soit 1l'équation
t t
(11) X, = Jo o(xg, s) d Bs + Jo m (xs, s) ds
1 t
Y jo (D, 0 (xgs 8)00(xg, 8), I) ds
On suppose que cette équation posséde une solution faible
§ (g - (%
(o, F, 8, », o) B¢ g [o,1]
alors pour {y?h1€ N approximations équicontinues de (B ) définies en [II'2°2]
L]
n n Jt n n Jt n
) H = +
et {X'}rlem telles que X, o o(xs,s)dyS o m(xs,s)ds
on a lim x° () = x._ (w) P
t Xt w «PS.

n

et la convergence est uniforme en t sur chaque trajectoire.
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Démonstration :

~

x, étant solution de (2) par application de la formule de Ito a

xt et F(x,t) on a :

t —
F
(Xs sS) ds

Do1

t
F(;£,t) = Bt + [O[(EXXS,S)J—l m(;;,s) ds + IO

X étant P.ps & trajectoires continues, on définit une suite de temps d'ar-

rét par :

= k
T, = Inf {t: lxt| > 5 }

Soit Qk = {w : Ty (w) > T } alors P(t)ﬂk) =1
P k

On définit m par :

mk : le X ¢R+—-> le

mk est continue et bornée et

mk(x,s) = m(x,s) si lxl < k.

Pour chaque k les hypothéses du théoréme sont satisfaites, en con-
séquence :

en notant xn'k la solution de :

t t
(l)n,k Xn'k - [ c(xn,k’s) dyn + J mk (xn'k,s)ds
S S o S

on a

(1) - il existe ;¥ tel que

lim Su ]xz'k(w) - ;t(m)|= O P.ps
n tGITb,T
— t .o x -1 k= t —
(11) - F(xt(w)) = Bt + Jo [U(XS;S)] m (xs,s) ds + JO DolF(xs,s)ds

mais pour w € Qk' par suite de l'unicité trajectorielle des solutions on a

nécessairement :
_k —_—
X, (w) = x.{(w).
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D'autre part, (1) entraine que

Ve > O, Yw, Vk 3

:Vn 2 n
nk,w,c k,w,€
n,k —*k
==>  Su |xt' (w) - xt(w)| <€
t € [0,1]

Soit w € kx , et € < 1
o 2

k ~
alors  Su |x?**o(w)| <k dds quen 3z n
t w,€
tefo,'r

k K k
et dans ce cas m O(XE' O(w),t) = m(x:' O(w),t) vVt € [b,TJ
par suite de l'unicité pour les équations (1)

o) = x"(w)
On en déduit que :
n _

ve > O, Vw In : V. 2n = Su |x (w) - x (w)l < €

w, € n W, € teTO,T t t

et le théoréme est démontré.

II1-4-2 Extension & un cas ol o(x,s) n'est pas strictement elliptique

Proposition III-4-2 :

On suppose que m est continue et que o vérifie H, sauf 1'hypothése

1
strictement elliptique qui est remplacée par

<o(x,8)y, ¥y > 2o, <y , ¥y> pour |x| < k
avec > 0 quand k > + o«

k

Supposons de plus qu'il existe une suite :

k
g le x IR + >&§(1Rd, le) ok vérifiant Hl
k
et | ° (x,8) = o(x,s) pour |x| < k
k
Do (x,s) = Do(x,s)

I -39



Soit 1l'équation :

t t
£ JO o(xs, s) st + JO m(xs' (s) ds

(11) x

t
L
+ > o (D10 0()&,5) o o(xs,s),I) ds

on suppose que cette équation posséde une solution faible :

e _ -
(K, -y ’ Cgt : P)y, 36.— [(Xt)l (Bt)I

te [0,7]
alors pour {yn(-)} approximations &quicontinues de (B) et {x" (o)}
n€N ne¢ IN
telles que :
jt Jt
n n n n
= +
X, o o(xs, s) dys o ™ (xs, s) ds
. n -
on a lim Su Ixt (w) - X, (w] =o0
n te [0,T]
Démonstration : identique & celle du théoréme III-4-1
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Chapitre II

EXTENSION D'UN RESULTAT DE KUNITA
SUR LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, les processus sont & valeurs dans un espace
de Hilbert fH, le Brownien ayant une covariance nucléaire C . Les approxi-
n
mations du Brownien sont des approximations linéaires notées
PP (lyy) te[0,T] ‘nem
On considére les égquations :

t t
n n _ G (LD n J n
(1) X, f (xs,s) dys + m(xs,s) ds
o o
t t o
(2) X, = I O(x ,s) 48 + m(x ,s) ds
t o s s o s

ol ﬁ(x,s) = m(x,s) + % (D10 o(x,s) o o(x,s), C)

sous des hypothéses de continuité et de bornitude des coefficients et de
leurs différentielles, on démontre la convergence en moyenne quadrati-

que au sens suivant :

lim E (sup |[|x" - 2 . 0
. Sup |[x, x| 1%
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d'ou on déduit la convergence uniforme sur presque toute trajectoire d'une

sous-suite.

Etudes antérieures

- — - = - " o - —

d
Dans le cas ou H=R , C =1 la convergence en loi a été

démontrée par Stroock et Varadhan [15 ]. Ensuite Kunita [ 5] a établi
la convergence en moyenne quadratique pour chaque t et la convergence

uniforme sur presque toute trajectoire d'une sous-suite.

Sous les mémes hypothéses en utilisant des majorations plus
fines, Métivier [ 11 ] a étendu les résultats de Kunita au cas d'un pro-

cessus a valeurs hilbertiennes. C'est cette méthode qui est utilisée ici.

Signalons également un article de Wong et Zakail [20 ] sur la
convergence en moyenne quadratique, dans le cas Rd, d'intégrales de Rieman-

Stieljes vers une intégrale stochastique.

Pour la définition des intégrales stochastiques sur les espaces
de Hilbert, l'existence et l'unicité des solutions, on se référe a Yor [22]
(d'aprés Curtain et Falb).

II - 42



[s 1]

NOTATIONS ET HYPOTHESES GENERALES

I-1 NOTATIONS

-ty
g iH"rR+ —_> |H®2 {H
m : HX lR+ —> H
B est un espace de Hilbert, ¢ et m sont deux fonctions bréliennes.
A L 3
JH @H désigne le produit tensoriel projectif et H ®2 (H le produit

tensoriel complété de H ® H pour la norme préhilbertienne associée au

produit scalaire :

x®y , x'®y") = <x,x'> <y,y'>

oi <.,.> désigne le produit scalaire de H
A

On notera || ||HS la norme dans WH @2 H
et | | Iltr la norme dans [H @lﬁ

c= G« [o.1], w
Cc

t) te [O,T] : tribus canoniques

6’: ={ f:H — R a support compact possédant
des dérivées de tous ordres)
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I-2 HYPOTHESES GENERALES

Pour toute la suite, on supposera que

I-2-1 ¢ " O est deux fois contindment différentiable par
rapport a (x,t) , O et ses dérivées partielles sont bornées dans les
espaces correspondants

Pal

c HXR —> @2 H

A,
p. o xR —> ob@ ®

10 + ) . H)

P
Dyo BXR, —> S Lu B um

8

01 +

H H
D,, 0O Hx R ——) oﬁ(ﬁ@ H, H)
H

11 +
®
D02 0 H x R+ —> [ P
~—A,
de plus D, O(x,s) o O(x,s) € OQ(H ®2 H, H) et
Sup ||D10 o(x,s) o o(x,s)|| < »
X,S
I-2-2 m est continiment différentiable par rapport

a (x,t), m et ses différentielles sont bornées
m JH X m+ —> @
-\,
Do HxR —> H ®2 (3}

D01 m M XIR+ —> [H

-2-3 Q P
1-2-3 @, F, (‘Sft)te[olT] F B¢ e [o,1]" P
est un mouvement Brownlen & valeurs dans |H de matrice de covariance nu-

cléaire C. On notera W la loi du Brownien sur (C, (Ct) . Les tribus

t e [0,T]
sont supposées complétes et continues i droite. On notera K la borne

commune de O, m, de leurs différentielles et de tr. C.

d ;
Si H =R on peut prendre C = I et retrouver le Brownien classi-
que.
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§ II

DEFINITION DES APPROXIMATIONS

II-1 DEFINITION DES APPROXIMATIONS DU MOUVEMENT BROWNIEN

n
Soit (t.) n une subdivision dyadique de [O,T
k k=°’o-. Rn—Tl [ ' ]

2

Pour t ¢ [t; ' t:+1[ on définit [t]n et [t]n+ par :

n
[e]® = & - IZTtl ) [n, -

k+1

soit g%ty = 2" (B n B )
(¢, [t]

n t .
y (v) = [ B (s) ds
o

Remarque : On pourrait prendre n'importe quelle suite de subdivision

dont le pas tend en décroissant vers zéro.

II-2 DEFINITION DES EQUATIONS D'APPROXTMATION

Soient les équations :
t . t
I1-2-1 : (1) x"(v) =J c(x’s‘,s) dy’s‘ +J m(x:,s) ds
o (o]

n n

on notera P la loi de (xt)t e[O,T] sur (C’(Ct)te[o,T])
t t

I1I-2-2 : (2) x(t) = I G(xs,s) dBS + I ?ﬁ(xs,s) ds
o) (o}

~ 1
ol m(x,s)=m(x,s) + E(Dioo(x’s) o 0(x,s), C)

~
on notera P 1la loi de (x,)

e efo,r] 8% €/ (€)

tefo,r])’
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Par suite des hypothéses les coefficients sont lipschitziens
pour l'ensemble des variables, on suppose que tous les coefficients de
Lipschitz sont majorés par K ; de plus les équations (1)n et (2) possé-

Q P
dent une solution fOfte sur (9, (3), @‘t + P, (Bt)t 6[0:T]) , unique en
trajectoire : enfin P est l'unique solution du probléme des martingales

((o,0), AS) ou

A, £(x) = <D £(x), m(x,8)> + 3 (O° £(x), 0(x,8) C o*x,s))

pour toute fonction f de P:
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CALCULS PRELIMINAIRES

ITI-1 Soit g une application de R dans W trois fois continiment
différentiable, alors
I11-1-1

2.1

t+h
g{t+h)-g(t)=hDg(t)+ ‘;‘qu(t) .h+ = J (t+h-u)zD3g (u)du

2
t

. n . . , n
III-2 Soit (xt)t €[O,TI solution de 1'équation @

on peut écrire
n n t n
= X + m(x ,s) ds
Xt t fo ( S’ )
n n .
soit At =g (xt,t)B t

alors par application de

ITI-2-1
n n
Xn _xn =
el %

III-3 Estimation de Az

n
On remarque que B,

‘n n ‘n n
= +
et Xt O(Xt 1) Bt m(xtlt)

. n_ rt n _, -
ou X, = fo o(xs,s)s s ds

III-1-1 a x°

t
n
tet1
tn m (x ,s) ds
k
n n n 'n
(t" - tk) o (x n ' tk)Btn
k+1 t k
k
1 n n.2 *n, n
> (tk+1 tk) A (tk)
tn 1
k+ T
LJ (te,y - W° A" ) du
2 ‘th
k
wn
e_At

. n n
est constant sur tout intervalle [tk, tk+1E

. n n
sur tout intervalle [tk' tk+1[

IT - 47



alors
I11-3-1

A% (¢)

n .n n sn
(Dlo o(xt: t) (e,t )R o(xt.t) By )

n (R 1" n
+ (D10 o(xt, t) (st)) (m(xt,t))

n *n
* Dy oflxg /8 By

n n L3 ¢ ‘'n
= (D, olxg, o alx. ,£) B @® 8] )

n

+ wl (xt

;b)Y

of ¥, : HxMR, -——>$(lﬂrlﬁ)

III-3-2 3 5
*n n N GD n N C)
AT (t) ¢3 (xt r ) (Bt) + @2 (xt ¢ t) (Bt )
n A
to, (x . t) B
c>3
o o (x,t) € pAR: , IH)
2
2, (x,t) € L (1 ®°, I5)
2, x,) €L (H , B
De plus Sup ||W1(x,t)|| et Sup ||¢i x,£)|| i=1,2,3
x’t x'tb
sC. 1is, les normes étant prises'dans les espaces correspondants
L Expression de X:n - in
k+1 k
_ n _ _ 4D _ .n n s n
On a don. xtn X n (tk+1 tk)c(xtn » £ )B o
k+1 k k k
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2
1 n n, 2 n n n.,n ﬂlcj
2l -t o, thootx ntkas A
t t
k k . k
1 tk+1 n 2 3 n °'n 1
+ E-J n (;k+1 = u) .E ¢i (xu ,u)(Bu Ydu
t i=1
k
et compte-tenu du fait que :
ns*n _ ,n _ ny An _
2 Bti_ (teer ~ & Btn Btn Btn
k k+1 k
III-4-1
X =X =0, th) (8 - B.n )
tn tn tn k £n tk
k+1 k k k+1
1 n n
+ §n+1 Wl (xtn ' tk ) (Btn - Btn )
k k+1 k
1 n n n n n
+ = (D, . o(x r t)o o(x ))o(x P 2B -8B )
2 10 N k tn tn k tn tn
n k k k k k
t 3 ®1i
1 k+1 n 2 ni n
+ 7 J n (tk+1 u) ” ( ifl 2 ¢i (xu:u)(Btn -Btn))du
k k+1 "k

III-5  Majorations

Pour la démonstration du théoréme, nous utiliserons les majora-

tions suivantes qui sont suffisantes :

4
1
III-5-1 E (sup||8 -8 _1l)ys x.—
x ot t? 2"
k+1 k
III-5-2 E (Sup||B . T B ||2) £ K. 1—n/2
kot % 2
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32 )
III-5-3 E[(z ||8 - B, ||)]$K.—n
- t

k Yyt X 2
|| t n n |2 1
IIT-5-4 E (Su J o (x_ »u) B dul JS$ K . —
te lfo,'r] ak 4 " 2"/
2, - 1
III-5-5 E (Su I x® - %" Il % s k. —=
telo, 7] ° " 2"/ 2
Démonstration
E (Sup| |8 -8 s r.swp B (8 -8 n||“)
ko & k terr %
1
mais E (||8 n 8 n ] < l(1 . zﬁh
K+l Sk

d'od . III-5-1

Pour I11I1-5-2

E(sup||B -8 1%s E sup |]8 _ -Bnll ) & K =2
oS & ot & 2
Pour III-5-3
3,2
Ecalls, -8 IMY=ecz|ls -8 |l .ll8_ -8
ot % kb)Y 41 %
n n ,3/2 n n, 3/2
K )2 (tyy ~ ) (Eiyy ~ £y
3
<Xy
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Pour III-5-4 0 étant bornée

t "2
[l N LT
t]" k+1 k
et par suite de III-5-2
[ | !
E (Sup J o{x , u) B8_ du ) £ K, . =
¢ [t n u u 4 2n/2

Enfin pour III-5-5

n n 2 t n n 2 HJt n I2
I = gn 1€ 2 dlj[t]n ool by aal |+l mewal |

(]

m étant bornée il existe une constante l(5 telle que

~ 1
E(sup ||x0 - x" 1y s« k. . —
y t [t]n 5 2n/2
on note K = Sy [K K 1/2 K,, K4, K.]
P 1, 1 ’ 2: 47 5
2
n n 2 1
11-5-6 B (: |8 -8 ) -c g, - 1) sk =
k Yerr & 2

n K ® 2 n
ffet t 2t it N = (B - B - -
en effet pour x Soit N ( ¢ n ) Cc (t tk )

t k

- k _ _
d'on Nt—2Jn (B _ Bn)®d8u
S ty

par application de la formule de Ito a Nt et $(x) = (x,x)

k t
EIEEE It K, B, - Btn ® a su) + L“ p? $) (¢ @ O (u-t])au
k k

. 2 . . B
mais D ¢(x) = D¢ d'ou il existe une constante notée K1 telle que

n
2
k k+1 n 1
E||Ntn RS K, Jt" (w-t) du s K1';'2'E
k+1 k
, X 2 n k 2 1
d'autre part E(Z HNn || ) £ 2 T.Sup E (HNn H ) sl(.T.—rl
Kt 1 2
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ETUDE DE LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE
EXISTENCE D'UNE SOUS-SUITE CONVERGEANT UNIFORMEMENT
SUR PRESQUE TOUTE TRAJECTOIRE

IV-1 THEOREME

Sous les hypothéses 1-2, la suite des solutions des
équations@n :
n n t n n e n
= +
C) X, Js o(xs ¢ S) dys Js m (xs, s) ds
converge en moyenne quadratique vers la solution de 1l'équation (:)
t t n

= +
@ X, Js o(xs, s) 4 Bs js m (x, s) ds

au sens suivant :

. 2
lim E( Sup ||xn-x || ) =0
n t T t t

IV-2 COROLLAIRE

Sous les hypothéses X-2, on peut extraire une souns-suite

(x ) de la suite (x") telle que 1lim Sup|]| x (@) =x_ () ||= o

N
k€ n t<T t

nemwN

Wp.p
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Iv-3

DEMONSTRATION DU THEOREME IV-1

D'aprés III-2-1 et III-4-1

t t n
n _ n n
X, = Io m(xs,s) ds + J[,t]n o (xs, s) BS ds
kq n 1 kl n
’ t - -
* io O(th k) (Bt“ Bt’n o ot k)io wl(xt o ¢ Bt Bt :
k k+1 k 8 k k+1 Tk
k 2
! ®
+ 1L 3 (D, o ") o o, t)) (8 -8 )
2 k=0 ° e x ok £" e!
k k k+1 k
t:l"l
) k ktl , 3 o o ® i
+ = (t -u) (I 270, (x., u)(B - B ) ) du
2 g0 ‘gn kM =1 “ o "
k 1= k+1 k
- n
od k, = [27¢] -1
t (t
1 i
d'autre part X, = IO m (xs, s) ds + Jo 0(xs,s) d Bs
. t
+ 5 Jo (D10 o(xs,S) o o(xs. s) (C) ds

alors on peut écrire

t
n _ n _
Iv-3-1 X, T X 0= jo (m (xs, s) m(xs,s)) ds
n t n
+ 2 J olx_, s) (B -B ) ds
I k1Y [E]°
1 n n
+ .kio o(xtn ' tk) (Btn - Btn)- Jo O(xs, s) d Bs
- k k+1 k
-1 k1 n n n n @2
+-5 kEo (Dlo c(xtn ’ tk)o o(xtn 'tk )) (Btn -Btn)
t- k k k+1 "k
- % JO (D10 o(xs,s)o o(xs,s) ) C ds:| + En (t)
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On va démontrer qu'il existe deux constantes a, b telles que

n 2 1 T n 2
E(sup |lx, - x |[D s a. = +bJ E (sup || x - x_|[%) as
t<T 2 ° sgt

Pour cela, nous allons examiner chacun des termes de IV-4-1
Pour le ler terme m étant lipschitzienne, il existe K tel que
IV-3-2

T 2
E ( Sup|| ¢ (m (xz, s) - m(xs, s))ds||2)s K2T J E(Sup||x2 - xsll ) ds
t<T s o sst

Pour le 2éme terme, 4'aprés 1II-5-4

1v-3-3
||2" r x" , s) (B 8 ) as| |2) !
E (Sup g(x_ , s - ds £ K. ——
t<T JEJ“ ° ] []° 22

Soient Kn(t) le 3éme terme,

n n n n
et g (xs ’ S) = 0 (x n ’ tk ) pour s e [t ’ tk+1[
t
k N
alors . € .
K (t) = J (0 (x r8) —0o (x ,s))d B8
s s s

ot

+

J ( 0(x 1 8) ~o(x_, s))d B
S S

t
- J[ ok
ey 2 - e
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Kn'l(t) et Kn'z(t) sont des martingales dont la norme est

de carré intégrable alors :

n,i 2 1 n,i 2
E(szpllx(é) 15 <3 e (K @]9
et la formule de Ito appliquée a Kn'i(T) et £(x) = ||x| |2 = <x,x>
entraine que
n‘l 2 T n n 2
E ||k (|| s K, Jonllo (x’;,s)- o(xs,s)H ds
n,2 2 T 2
B[R ]7 < x, Jo E||o (x: r8) = olx_ sy|| as

conipte-tenu du fait que 0 est lipschit2ienne et que

n n n - n
o] (x:,s)= o(xn,tk) sur [t; 'tk+1[
t
k
K2 || e -l
E (Sup K '® (t) ) £K J E (||x. - x ) ds
t<T 2 Jo S S
Iv-3-4 tn
n,l1 2 k+1 n n 2 n, 2
E swp &7 @]y sx, (2 € ([fxg = %" |19 + (s - £)%as
t<T &0 'tk
k
1
N By

t
IV-3-5 enfin E (SupllJ otx™rn L [e]™ a8 ||Hsk, .
— [t]n Et] [ S 4

T 2n/2
en conséquence il existe une constante K o telle que
n 2 1 T n 2
IV-3-6 E (Sup ||K"(t)]] SK (=7 + JOE (Sup ||xs—xs|| ) at

t<T 2 sgt
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Pour le 4éme terme, notons le Ln(t) ; soit également

d(x,t) = D10 o(x,t) o o(x,t) ¢ est lipschtizienne et bornée
k
1 ® 2
n _1 n n f _ _ n _.n
et L'(t) = 3 Eo <t>(xtn Pty ) [(Bt“ Btn ) c (th,, - t)]
g k k+1 k
ryo * 1
1 n n n n 1 n
+L'2- io ( <b(xtz vty ) ©) (tk+1 tk) > Jo ¢(xs, s) C ds_l
1 t n
t 3 Jo ( ¢’(xs r 8) - ¢(x_,s))C 4ds

n n n n
L(e) =L, (B) + L, (t) + Ly (t) ,
ona ||L3 (&)]] 2 s% nglcp(x‘s‘ r8) - ¢lx, 8) || as

d'ou

2 T 2
v-3-7 E@Swp ||L] ©]] ) s K J E (sup |[x] - x_||) as

t<T 3 o s¢t
n o n n n _n
pour L2 (t) soit ¢ (xs , 8) = ¢(xtn ' tk ) si EL[fk 'tk+1E
k

t
t
_ 1 J n n _ n _ n n
L2 (t) = 5 Jo (¢ (xs, s) q>(xs ; S)) C ds ﬁ}]n ¢(x[t]n ,[tl )C ds
En conséquence, il existe une constante KG telle que

1
6 ° 2n/2

Iv-3-8  E(Sup ||L‘2‘ w13 <k
tgT

~ pour L? (t) , on remarque d'abord que c'est une martingale & valeurs
dans H
k n n 2 n
soit alors M™ = ¢(x ., £, ) (B -8 ) =-Clt , -t

n
. 1 T %))
K K+1

comme de plus ¢ est bornée et la norme provient d'un produit scalaire, on a :

n 2 1 n 2
E (sup ||o; (0|9 <5 E (Jlty M[]) =
t

%’E ( I <l“k ’mj>)
k3
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K .
mais E <M ,mJ>=O sik# 3

a'on E (Sup ||L’1‘ Wl H < -é—E ( ||m’<||2>
t k
K 2 n n 2
sgE ( ]z(ll(stn - Btn ) - clt,,m 5 19
k+#1 k

en utilisant le méme argument de martingale que précédemment, on a

2 ©?2
Ecz e, -8 -C(tz+1-t2)||2)=E(||Z B -8 ) -cr||%
k t t k t t
k+1 Kk k+1 'k
et on sait que :
lm E(||z 8 - 811)692 -er|® =0 [ 11]
n koot &

en conséquence

lin E( Swp ||L} w14 =o
n t<T

en fait, on peut méme démontrer que :

IV-3-9 E (Sup ||LI11 w3 <k . 1—n
t<T 2

en conséquence 11 existe une constante Kc') telle que

1
2n/2

1V-3-10 E (Sup ||L“(t)||2 R SO

JT n 2
+ (E (Sup X - x )) dt)
sup 12 - x| |

0 sct

enfin pour le dernier terme €, (t) , rappelons que

k
1 1 n
b i A TR SR
k k+1 k
n
. 3 ke ©i
ni n 2 n
+ 3 T 2 [z J ((tk+1—u)  (x ,u)(B_-B ) )a
i=1 k=0 /¢ 1 I
3 k k+1 'k
=1 + ¢ iy
i=1
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Examinons In (t) ; ‘1’1 étant bornée

ky
N ® e = e, -8 |l
2 k=0 tk+1 tk
sx.suwllg -8 |
ko Y4 "
d'ou
Iv-3-11 E (Sup ||In(t)||2) < K E (Sup| |8 L - B n||2) s K. —;11—/-2
£t kot & 2

Pour les termes Jr(lé)l i=1,2,3 ; <I>i i=1, 2,3 é&tant bornées
n
HJn,i(t)H< X :1 2ni ||B -8 Hl , tk+1 tn _ 2d
s ’ -0 P P & ( k+1 u)“du)
k+1 k k
, i
S% 2n(13) ZHSn ‘BnH
k t t
k+1 k
2 2 s
et Esup |07 Tw||? s 13< 2R3 cozflg -8 11h2)
t&T k tk+1 tk
d'ou
112w |1 (] ¢ koL 2P e suplls -8 || B2
IvV-3- E(tgg (t) £ K. an" E (S;:P (D n ) & 2—2;
N k+1 k
n,2 2 1 2 4 3
IV-3-13 Esup ||30/5 || )sk, .« = . 2" E(swp||B . -8 _||Hs =
—_— £<T (t) 1 221'1 & n on
N k+1 k
2 2 K
v-3-14  Eswp |73 | s k, BECCz[[8 -8 |13 <2
t<T (t) k tk+1 tk 2
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En conséquence il existe une constante Kc'; telle que :

2 1
IV-3-15 E (Sup )% < K" . =
—_— tsTl | €n l | o 2n/2

Finalement, de IV-3-2, 1IV-3-3, IV-3-6, IV-3-10 et 1IV-3-15,
on déduit qu'il existe deux constantes a et b telles que
n

T

2 1 n 2

E (Sup ||x. - x ||D)s a. +bJ E (sup||x_ -~ x_[|%) at
£<T L 2*/? 0 sst °°

d'ou on déduit, par application du lemme de Gronwal :

bT

2
1
E (Sup ||xn-x||)s a e
teT t t /2
En conséquence 1lim E(Sup ||x: - X Hz

n t<T

€ ) = 0 et le théoréme est démontré

IV-4 DEMONSTRATION DU COROLLAIRE IV-2

Par suite du théoréme IV-1, la suite (xn)r1 converge vers x

€N
2
dans Z (c, (Ct) , W)
c tefo,T]
"k
En conséquence on peut en extraire une sous-suite (x )kGN
telle que
Tk
x.. > x.‘ W p'p

k >

c'est-a-dire telle que

n
lim  Sup || xtk (w) = x, (wW|| =0 W p.p
k t<T
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Chapitre III

APPROXIMATION EN LOI DES SOLUTIONS
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE
PAR RAPPORT AU MOUVEMENT BROWNIEN
PAR DES PROCESSUS DE SAUT

INTRODUCTION

Dans ce chapitre on envisage l'approximation en loi des solu-
tions d'une équation différentielle stochastique par rapport au mouvement

Brownien.

Plus précisément on considére une suite de processus de saut
pur (ou de saut pur recentré) & accroissements indépendants et station-
naires telle que la suite correspondante des lois converge faiblement
vers celle du mouvement Brownien sur l'espace D([O,Tﬂ, ufi) muni de la

topologie de Skorokhod.

Pour de tels processus, on sait définir 1l'intégrale stochasti-
que et étudier l'existence et l'unicité en lol des solutions des équations
différentielles stochastiques correspondantes. [ 2 ] on montrera que la
suite des solutions converge en lol vers une diffusion solution d'une
équation stochastique par rapport au Brownien. Kurtz a démontré un théo-
réme central limite qui, pour une suite convenable de processus de saut
pur, assure la convergence des lols de processus centrés et normalisés

vers la lol d'une diffusion. Bﬂ
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Toutefois, ce théoréme ne permet pas de mettre en évidence
la convergence en loi des solutions des équations vers celle d'une dif-
fusion solution d'une équation différentielle stochastique par rapport
au Brownien. Skorokhod [17 1 a démontré que, si la suite des générateurs
infinitésimaux converge vers le générateur infinitésimal d'une diffusion,

alors il y a convergence des systémes finis de probabilités conjointes.

DEFINITION DES APPROXIMATIONS DU MOUVEMENT BROWNIEN

II-1 DEFINITION DES PROCESSUS DE SAUT

Tous les processus seront définis sur 1l'espace canonique

d . o
© (o,7], R, D, Ry 10,2 ©
(D=D([b,T],IRd) = {f:DD,T]+R§ continues & droites pourvues de limites & gauche}

D est muni de la topologie de Skorokhod.
. n
On se donne une suite ((Yt)te [O,T])nem de processus de

saut pur, a accroissements indépendants et stationnaires. Chacun est en-

: x s < n
tiérement caractérisé par sa mesure de Lévy Vv .

Pour toute la suite, on suppose que vn vérifie les proprié-

tés suivantes

vio} = 0

VnaRd) <+ ol Rd = Rd - V_,V_ voisinage de zéro.
II-1-1 € € el'e

J |x|? av®(x) < + =

Ix@x av?(x) = ¢

soit alors pour chaque n
Nn(. .) une mesure de Poisson telle que

E(N"(Jo,t], &) =w"@). Va:o&r

IIT - 61



soit  Br) =N ([0,e], B - ") vA:of R

(B:(A)) est une martingale centrée de carré intégrable.

t¢ [0,T]
, n
Enfin soit Y tel que

t
11-1-2 Y: = I Ix as" (s,x)
o)

n
(yt)ts [O,T] est une martingale centrée et

E(yt@y:)=t.c.

II-2 DEFINITION DES APPROXIMATIONS

I1-2-1 : Notation

On notera (s «) le produit scalaire sur Rd® Rd tel que
(A, B) = trace A o g*

11-2-2 : Définition

Une suite d'approximation est une suite de processus (yn.)n €N

telle que
n
i I1-1-2
i) (yt)tGEO,T J est définie en

ii) pour toute fonction g définie sur Rd a valeurs réelles deux
fois contintGment différentiable au voisinage de zéro et telle que

g(x) - g(o) - <Dg(o0), x> soit intégrable pour chaque v

lim J (g(x) - g(o) -<Dg(0), x> ) av (x) =% (ng(O), C)
n
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II-2-3 :. Lemme

La suite (yn)n définie en IT-1-2 converge en loi vers le

€N
Brownien de matrice de covariance C

Démonstration
. n . n
n i<uy, >+ i <V, Ye >
i = 1 2 >
Soit ¢t1, N (u,v) E (e ) t2 t1
2
par suite de 1l'indépendance des accroissements
n i<u, y: - y:> i<utv, yz >
b (u,v) = E (e 2 1y E (e 1)
tyr B2
i<u, v > . n
mais E (e t ) = Exp tj(el <X 1 - i<y,x >) dv (x)
soit y(x) = e b
Dy (x) = i ol Ui
D2\p(x) =—el<u'x>u® a

en conséquence

. n
E (el <u'yt>) = exp tJ( wX) - w(O) - <D lb(O), x> dvn (X)

. n
1l <u >
et E (e Y3

> exp-;— t tr [(u@u) Cl

¢ (u,v) — exp - -;- [(tz- tl) tr [(v@v) C ]— t, tr [(u+v@(u+v))cj
(u,v)

soit (B ] un Brownien de matrice de covariance C, alors

t'te o,T

i <, St>+j_<v,3 >

Efe 1 2= 6, v

172
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Il y a donc convergence des systémes finis de probabilité.

d'autre part

n n 2 t2 2 n
E(ly’ -y, |€) = as | |x|a V' = (t,- e

1'indépendance des accroissements, la continuité du processus limite et
l'égalité précédente permettent d'assurer la convergence des lois P" vers

celle du Brownien de matrice de covariance C .

II-3 REMARQUES

II-3-1 : La condition ii) de la définition IT-2-2 est équi-
valente & :
iii) toute fonction f définie sur le 4 valeurs réelles, telle que

J g |£@0] a 3 (x) < + o vérifie
[
€

lim J a [f(x)| avix) =0
n ‘R

Démonstration
ii) == 1iii)
Soit £ telle qu'en 1ii) et g=£ .1 . ;J gdv = J 4 £ W
n ‘RE RE
et d'aprés ii) lim J g(x) dv (x) =0 d'old iii)

n
iii) == ii)
Soit g deux fois continiiment différentiable au voisinage de

zéro et telle que

f(x) = g(x) - g(0) -~ <Dg(o), x > soit intégrable pour chaque

\Y
n

ng étant continue au voisinage de zéro, soit ¢ et Vc tels que

|D29(u) - ng(O) |< e Vu€v
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alors J f(x) 4 \)n(x) = I f(x) 4 vn(x) + J cf(x) d vn (x)
\Y

A
€ €

le 2éme terme tend vers zéro d'aprés iii)

et | Lf(x) a vt(x) -% (D glo), © | J|x|2 d ¥ (x) +etr C
€ Vz
d'od lim J £(x) d@ V' (x) =-;— 025 (o), ©)
n
. ; : s 4
I1-3-2 : Par application de ii) & g(x) = |x| on a

lim J|x| Yavim = o
n

et de l'inégalité (Jlxl 3d\)n(x))2 ES Jlxlz d\)n(x). J|x| 4 d\)n(x)

on déduit que  lim J|x| 3 avi) =0
n

II-3-3 : si j|x| avi(x) <+ et Jx avi(x) = o

t
alors y: = Jo xd N° (s,x)

I1-4 EXEMPLE

Soit Qo une probabilité sur th telle que

Q° {o} =0
(e} d
Supp Q = S compact de R

xda’x) =0 , Jx@x'on(x)=I

soit ) une suite de nombres réels tendant en croissant vers l'infini,lo =1
n

Définissons une suite de mesure de Poisson Nn(..))n telle que

€N
E (Nn([o,t] X A)) = )‘n t Qn(A) = t\)n(A) ol Qn(A) = Qo(/k_n.A)

t
soit alors yz = jo Jx d Nn(s,x)
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Vérifions que pour toute fonction g définie sur le, a valeurs
réelles, deux fois contintment différentiable au voisinage de zéro et telle

que g({x) - g(o) - <Dg(o) s X)>soit intégrable pour chaque\)n, on a :

lim Jlg(x) - g(o) - < ﬂg(o)' x> d\)n(x)
n

0% g(o), 1)

o=

trace D2g(o)

rofr

par suite de la définition de '&(x) on a pour toute fonction £ intégrable

n
pour Vv

Jf(x) d Nt (x) = Xn Jf(an x)E on(x) en notant = q

1
/Tn n
alors

(g(x) - g(o) - <Dg(o) ,x> dv" (x)

= An IS g(anx) - glo) - <Dg(o), a x > on(x)
soit ¢x(u) = g(ux) - g(o) -~ <Dg(o), ux> , u € R
¢x(0) =0

¢x(u) est 2 fois continiliment différentiable dans un voisinage de zéro

indépendant de x et ¢x(u) = ; D2g (gu. x) (x @ x)

alors

o
An JS g(an x) - g(o) - <Dg(°) P oy X> d Q (x)

]
N

J 0? g (8, a_- %) - p%go) (x @ x) & Qo(x)+% (0%g (o) ,1)
S

ng étant continue dans un voisinage de zéro pour (n 3 ne)

2 2
Sup |Dg( By @n° x) = Dglo)| s ¢
x€ S
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En conséquence

lim J[g(x) - g(o) - <Dg(o), x>] avP(x) = %-trace ng(o)
n

o
En particularisant Q

d
(o] 1
i = == oue, = (§,))
soit Q 24 iil Etan i U8y ( ij j=1...d
n . . ;
(yt)telN est une marche aléatoire symétrique poissonnisée
HYPOTHESES GENERALES ET EQUATIONS D'APPROXIMATION
ITI~-1 Notations
o+ ROx m+ > Sed, &Y i@ el
‘m 3 R@ x R+ > |Rd
m et ¢ sont deux fonctions Boréliennes
I11-2 On_introduit les équations d'approximation
£ t
(10 xt=x°+,[o o(xs. s) dBS+Lm (xs. 8) ds

n n t n n t n
(1) X, = X * Jo olx,s s) dy_ + Jo m (x_, s) ds

ol (Bt) est en Brownien tel que <B>t= C.t

n L
(yt)te [O,T] défini en 2.2.2

III-3 Hypothéses générales sur les coefficients
Pour toute la suite, on supposera que :

- g et m sont bornées

- g et m localement lipschitziennes en ce sens que
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¥V R>0 BCR>0:

lo(x,8) - o(y.s)]| s Cr |x - yl

m(x,8) - m (y,s)]| ¢ Cr B

¥x,y: |x|] <R et |y|] <R VseEO,T]

sous ces hypothéses il y a existence et unicité en loi des solutions

simultanément pour les équations @ et @n [ 2 ]
n€MN

ITII-4 Formule de Ite généralisée

Soit (Bt) un mouvement Brownien de matrice de covariance C

te€ [o,'r]

Y
(B ¢ ¢ [o',r]une mesure de Poisson recentrée de mesure de Lévy V

t
b: [0,T] x R -%(md, &%)
a @ [O,T] x Q—>Rd
£: [0,1] x ®% a— w4

g: [o,7] x ®° > g3

x

2 (T
{:E|b (s)l ds < = 'JO E| a (s)| ds <m,J: JElf (s,x) |2 ds AV (x)< ™
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g deux fois continiment différentiable en x

t .
Jo J'|9(s,ns + f(s,x)) - g (s,ns)l Tds dv (x) < +

i=1,2

rt t t E
ol ne = Jo o(s) ds + Jo b (s) 4 Bs + Jo J f(s, x) 4 (s,x)
alors

rt t
g(t, nt) = Jo L(g) (s) ds + IO < Doi g(s, ns) s b(s) a Bs>

t n

+ Jo J [g('sr ng + £ (s,x)) - g (s, ns)l d B (s,x)

oll L est un opérateur intégro~différentiel L(g) = Lo(g) + Ll(g) +L, (9)

avec Log (t) D10 gt , nt) + Do1 g (t, nt) ( a(t))

=1 Y
L9 (t) = , (D02 g(t, nt) r b(t) C b*(t))
L9 (t) = J [g(t, n, * £f (t,x)) - g(t ’nt) - (22 (t.nt) f (t,x))]d\Kx)
oy s n . n
ITI-S Propriétés de (xt)te. [O,T] solution de @

n
III-5- .
i II 1 Le processus (xt) te [O,Tl est un processus de Markov
Soit A" son générateur infinitésimal, toute fonction f continlment diffé-

rentiable et telle que f' soit borné est dans le domaine de A" et

A‘; £(x) = <D £(x) , m (x,8)>

+ |ECx+0 @) - £ =< D £x), I(x,8)w] dv o,

ITI-5-2 Pogr la suite il est nécessaire d'estimer les moments
n

_ n n
d'ordre 2 et 4 de z, = Jo o(xs, s)dys

La formule de Ito permet de le faire.

Ecrivons z, = Jt

N OJ o(xg,s) ag’ (x,s)
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- soit g(x) = |x| 2 <x, x>

D g(x) = 2x

t t
alors g(zz) = Jo L, g(s) ds + Jo (9(erl + c(x";)x) - g(zz)) ag® (x,s)

t
n —
E(g(zt)) = Jo E (Lvng (s)) ds

avec L v, g(s) = [< c(xz) X, o(xZ) x> dav? (x)

o étant bornée IL\) g(s) |s KZ-J Ix| 24V 0 = K%tr. ©
n

en conséquence

2[25 K. trc. t

E |z

4 2
<X ,X>

- soit g(x) = |x|

Dg(x) = 4 <x, x> . x

n
v (s) J(| s

[
[Te}
It
+

°(x2)|x| 4 lz:| 4 |22| 2-< 22 ’ c(XZ)X> ) dv

{x)

J <o(x:)x, o(xr;) x> 2 dvn (x)

+

4 f(< zz, cr(xtsl )x>)2 dvn(x)

<+

4 J(< zrsl , c(xI;) x>| o (xrsl) x| %3a v "(x)

+

2
2 lersll < o(xZ) X, o(xz) x> dv (x)

. 2% trec t

o étant bornée par K et E |z
On en déduit que
n 4 4 4 n 4 2
el € K.t[|x] dv (x) +3 K (tro)“ ¢t
2 3/2
/2 3/2 Jlxl 3

E|z 2

1
+ 4 x}er 0 ay x)
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II1I-5-3 Lemme

I1 existe une constante K et une suite (Gn)n telles que

em

E |zp - z0] £ K (t -s) (5 + (t-s))
S n

vs, te[0,T] sz t

Le lemme résulte de la majoration précédente appliquée &

v _(t) = jto(xn) dyn t > s 8 fixé
S S u u

(Sn = J‘x’ 4 dav® (x) +J]x|3 avt (x)

I1II-6 Générateur infinitésimal de (x.) [o.7]

Soit A le générateur infinitésimal de (xt) ¢ toute

tefo,T
fonction f deux fois continiment différentiable, telle que Df et D f

soient bornées, est dans le domaine de A et

Asf(x) = < Df (x), m(x,s) >

+ 2 07Em), ox,8) € o¥x,8)

I1r - 71



§ IV

ETUDE DE LA CONVERGENCE EN LOI

IV - 1 THEOREME

Soient - 0 et m vérifiant les hypothéses III-3
- n ' n n
(xt)te [0,'1‘] solution denl équation (1) et P
la loi de (xt)tt[O,T]

a,
[ ]
(xt)t e[O,T] solution de l'équation (1) et P

la loi de (xt)te [O,T]

Alors la suite (Pn)n en converge faiblement vers B, sur

D([O,T] . Rd) muni de la topologie de Skorokhod.

La démonstration se fait par étapes suivant un schéma clas-
sique :

IV-2 LEMME

{Pn}nelN est relativement compact gur D([O,T]; Rd) et si
® est la limite d'une sous-suite ?(&’([0,'}] ' |Rd)) = 1.
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IV-3 LEMME
o .4
Pour toute fonction £ de Cm (R)
A’S‘. £(x) —> A_ £(x)

uniformément en (x,s)

IV-4 LEMME

Soit % la limite d'une sous-suite (P_ ) alors pour
a "k xeN
toute fonction f de c© R)
o
t 0"
f(x) - £(x) - ( A f(x ) ds est une P-martingale
t o s s
o
da d e s s P, . s
(£ R)Y) = {£: R — R indéfiniment différentiables & support }
compact.

IV-5 DEMONSTRATION DU LEMME IV-2

x_ ¢ p([0,1], &Y

soit  w (8) = Sup Ix - X
t-s[sé
s,t £[0,T]
P (x. =x) =1 alors
o o

Pour démontrer le lemme IV-2, il suffit de véri fier que :
IV-5-1 VeVn 3 ) eta no

P {x:w (8 2¢€) €n ¥Yn=2no
n X
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D'autre part, on a :

IV-5-2 P {x :w (6 3> 3¢}
n x
r
£ £ P - {x: sup lx(s) - x (t )I > e}
n i-1
i=1 t, &8s <t,
i-1 i

ot {ti} i = 1.. r est une subdivision de [0,T] telle que

t, - t >6 2¢igr-1

i i-1
- €
X . sy - £
Examinons P {x : sup |x(S) x(tir14> : }
ti-l £ s < ti
n t n n
Soit z = I o(xs,s)dys
o
n n n n n t n
z, est une martingale et Xy =X =z, z + fs m (xu,u) du
alors
n n
Sup X - x < Sup zt -z l + (ti— ti-l) Sup Im(x,S)
i-1 i-1 X,sS
Fiop S8 °Y By S5 5%
n
é
et(zt)t € EO,T] tant une martingale on a
P( Sup Iz: - z:l > €) ¢ lﬁ; E(lz: - 2, )
tig S8ty i-1 i i=g
mais d'aprés III.5.3 E( Izn -z | ) ¢ R(e,-t, ) (5_+ (£, - t
t t i i-1 n i
i i-1
soient § et une subdivision (ti) {i=1..T
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tels que

- 28
Sup (t; - & ) <

1

1=2, o r=1

alors
P {x . Sup
i-1 & s
s pP{ Sup
< <
ti-l < s t
4 n n 4
< & E( |zt' - zt.| )
4 i-1 i
€
et P {x : w (8 > €}
n x
r
s 1 6% x (¢, - t, .)
.=1 4 i i'l
1 €
64
< ?IK T. [Sl:'lp (ti_ti'—l)] + (Sn)
i
mais Szp (ti-ti_l) £ 26
et lim Gn =0

n-»co

choisissons Stel que 6 € =

1
2

e/3 }

1
£
~12. Sup Im{x, s)|
X S
- >
*s xt._1|
< t, 1
i
n n
z, - zsl > €/6}
i-1
i
4
&
N -
e4 i 1
- +
((ti ti-1) 5n)

€ n 54
12 sup [m(x,s)| KR
x's 3 .
4
n ¢ .
n 4. k. T

1
etnotel que vV n3no §_ ¢ 3

lors P X
alors P {

:w, (8 >e}gn
b

dés que n 2 n_-
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n
Il en résulte que{P } est tendu et donc relativement compact.

n €N
De plus si B est la limite d'une SOUS suite on a B {C) =1 on

¢ = ([o,T] , th) (Billingsley [ 1 |)

Iv-6 DEMONSTRATION DU LEMME IV.3

(o]
soit £ € Cm( &Y

A: £ (x) =<DEf (x) , m(x,8) >

+ I[f(x + o(x,s)u) - £(x) - <b £(x), o(x,s)u> ]dv ™ (u)

Al £(x) + <D £(x) , m(x,s)>
Soit ¢x s (u) = £(x + o(x,s)y)
d
¢x,s : R"— R

d d : a
X,S: lR-—.)ﬁ(er'R)'\'lR

D’ ¢ _ md__)ﬁ[md,oﬁ(md.m)]m%(md® rY, ®)
et D ¢ s(u) = D f(x + o(x,s)u) o ol(x,s)

D2 ¢x’s(n) (h@ k) = 02 f(x + o(x,s)u) (o(x.s)o(h@k)oc*(x,S))

de plus 9y S(o) = f(x)

r

D¢x s(o) =D f(x) o0 (x,s)

4

d'ol ¢x,s(u) - ¢x,s(°) - < D¢x'(g) , u >
= f(x + g(x,s)u) - £(x) - < DE(x), o (X,s)u)>

-n 1 2 *
et As f(x) » 7 D f(x) (( o{x,8) o C o ¢ (x,s))

pour chaque = (x,s).
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Il y a donc convergence simple . Montrons que la convergence est

uniforme.

Par suite des hypothéses :
(sz(x), o (x,s)ocoo¥®(x,s)) = I(sz(x), o(x,s)o(u@u)oo*(x,s))dvn(u)

D'autre part f est indéfiniment différentiable & support compact et O est

bornée ; en conséquence

| £ (x+0 (x, s)u) -£ (x) =<Df (x) , 0 (x,S)u>- %%sz(x),o(x,S)o(uau)oo*(x,s))|sK|u]3

et [Al £(x) - Af(x)| = [Af(x)-A £(x)] <K flul3dv“(u)

D'aprés II-3-2 lim J|u|3 av'(u) =0
n

On en déduit que

lim Sup IAZ £x) - A, £x)| =0
n X, S

c'est-a-dire la convergence uniforme.

v - 7 DEMONSTRATION DU LEMME IV-4

soit £€c2 (RrY
Une application directe de la formule de Ito a f et xz donne :

t t
n n n n n n n
£lx) - £(x) - L A_f (xs) ds =L I[f(xs + o(xs,S)x)- f(xs)J dB(S,x)

En conséquence :
t
f(x:) - f(xo0) - I A: f(x:) ds est une martingale et pour toute fonction
o

o
F .ch . mesurable , continue et bornée

Pn EPn t n
E (F . (f(xt) - f(x ))) = (F . A f (x) dn)
s s u u
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. . . n o
soit une sous suite extraite de (P )n et convergeant vers P, on la note

e N
égaleﬂ]ellt (P .

A"
alorsg " (F. (£(x,) - £lxg))) > B (F.(£(x) - £lxg))

La convergence uniforme en (s,x) de A: f(x) vers Asf(x) et la

bornitude de F entraine que

Pn t P t
E (F. J A" f(x ) au) > E (F J A f(x ) du)
£/ s u u g u u

B I n
d'od E (F. - wF -
s Au f(xu) du) = E (F. f(xt) f(xs))

en conséquence

f(xt) - f(x ) - Jt A f (x) dQu est ype 3 . martingale.
o o U u

IV-8 DEMONSTRATION DU THEOREME

L-équation@ possédant une solution ((xt)te [o,‘r]x(o) = xo)
unique en loi on sait que le probléme des martingales ((O,xo), A,) posséde

n
une solution unique P ([ 14 )

n
Plus précisément il existe une probabilité unique P sur

(¢}
C(0,T) , ®) telle que P (x(o) =x) =1

(o]
w-s-1 ({ve €(2
t
£lxy.) - £(x)) —I Af(x) du
o]

n
est une P martingale.

D'aprés les lemmes IV-2 et IV-4 pour toutes sous suite conver-

gente extraite de (P“)n e la limite vérifie 1v-8-1

v
L'unicité de la solution P du probléme des martingales

((°'xo) ' A“) entraine que la suitev{Pn} converge faiblement vers ¥,

n€EMN

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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