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I N T R O D U C T I O N 

Le but de ce travail est d'étudier quelques types d'approxima­
tion de la solution d'une équation différentielle stochastique (par rap­
port au mouvement Brownien), ceci en construisant des approximations du 
mouvement Brownien auxquelles on associe des équations différentielles 
et en montrant que la suite des solutions de ces équations converge vers 
la solution de l'équation différentielle stochastique. Les notions de 
solution, d'approximation et de convergence sont précisées dans chaque 
chapitre. 

Dans le chapitre I, on considère des approximations par tra­
jectoires. Les approximations du mouvement Brownien sont des processus 
à trajectoires continûment différentiables par morceaux, la convergence 
a lieu simplement ou uniformément par trajectoires. Il s'agit d'une ex-

un idimen s ionnel que pour des approximations ( (y11) ) n^nj e t ^ e s équations 
tension d'un résultat de Wong et ZakaI : ceux-ci ont démontré dans le cas 
unidimens ionne1 
correspondantes 

0 l ) n x^ = a(x*\ s) dy" + m ( x 2 , s) ds 
t J S S J s o 

lim x 1 1 existe presque sûrement mais cette limite notée x 
n 

est solution de 

(2) x t 

ft _ ft _ 
cr(x , s) dp + m(x , s) ds 

J S S J s 
1° ft _ _ 

+ 2 J ttioa(xs's)a(xs'S) d S 
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On généralise ce résultat au cas multidimensionnel avec une 
hypothèse essentielle : a(x,s) est strictement elliptique (a(x,s)£ a > 0 
dans le cas unidimensionnel) et la forme différentielle associée au champ 
de matrice a *est integrable. 

Au chapitre II, les approximations sont linéaires, mais on 
admet que a puisse être dégénérée. On démontre alors en généralisant un 
résultat de Kunita [ 5 ] la convergence en moyenne quadratique de la 
suite des solutions des équations (l) n vers la solution de l'équation (2) 
en étendant ce résultat au cadre d'équations sur des espaces de Hilbert. 
On impose cependant à a et ses dérivées d'ordre 1 et 2 des conditions de 
Lipschitz et de bornitude. 

Au chapitre III, les approximations du mouvement Brownien sont 
des processus de saut (purs ou recentrés) à accroissements indépendants 
et stationnaires et la convergence en lieu en loi (c'est-à-dire que les 
lois correspondantes convergent sur l'espace D ) • 

Dans ce cas, sous des hypothèses de Lipschitz et de bornitude, 
pour les coefficients on démontre que la suite des solutions de 

(l) n x? = f a(x n, s) dy" + f m(xn, s) ds 
t J 0

 S 8 Jo S 

converge en loi vers la solution de 

(1) x^ - f a(x , s) d6 + ( m(x , s) ds t J s s i s 

on utilise le fait que les équations (l) n sont également des équations 

stochastiques et que ^ x ^ t ^ [ o e s t 1 1 1 1 P r o c e s s u s d e Markov. 
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Chapitre I 

UNE EXTENSION MULTIDIMENSIONNELLE D'UN THEOREME 

DE WONG ET ZAKAI SUR L'APPROXIMATION TRAJECTORIELLE 

DE LA SOLUTION D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE 

Dans ce chapitre, on étudie 1" approximation trajectorielle 
de la solution d'une équation différentielle stochastique par rapport au 
mouvement Brownien. Pour cela, on définit des approximations trajectoriel-
les, continues du mouvement Brownien, auxquelles on associe des équations 
différentielles ordinaires, on démontre que la suite correspondante 
des solutions converge et que la limite est solution d'une équation diffé­
rentielle stochastique. 

Plus précisément, on considère : 

- un Brownien (0f Ö . C J P t ) t f t t o # T p ^ «t>t fe[ofT]} ? 

rt rt 
- l'équation (1) x = cr(x ,s) dß + m(x ,s) ds ; 

- ^Y^(w)) t£^Q T j ) n £ N
 u n e s u i t e d'approximations telles que y^(o>) 

soit continûment différèntiable par morceaux et yn(o)) converge 
vers 3 (<D) simplement (resp. uniformément) ; 
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- la suite d'équations correspondantes 

(D J 

rt rt 
ic = a(x g,s) dy g + m(x g,s) ds 

Wong et Zakai [ 18 \ ont considéré cette situation dans le cas 
unidimensionnel et sous des conditions de régularité des coefficients 
(notamment conditions de Lipschitz), ils ont montré que x n(w) converge 
simplement (resp. uniformément) vers une limite x (o>) et que 
(xfc(a)) ) ^ ^ |-Q T«j est solution de l'équation 

(2) x" - [ a(x ,s) dB + ( m(x ,s) ds t J s s i s 
J o J o 

^ 1 
avec m(x,s) = m(x,s) + — D n a(x,s)cr(x,s) . 

C'est ce résultat que l'on veut étendre au cas multidimen-
sionnel avec des coefficients qui ne sont pas nécessairement lipschitziens; 
mais à la différence des hypothèses qui seront faites sur les coefficients 
dans le chapitre suivant et qui sont essentiellement des conditions de 
dérivabilité et bornitude, assurant l'existence et l'unicité, on introduit 
des hypothèses automatiquement vérifiées dans le cas unidimensionnel d'in-
tégrabilité de la forme différentielle associée au champ de matrice a"**. 

Le paragraphe I consiste en rappels sur les définitions, les 
conditions d'existence et d'unicité des solutions d'une équation diffé­
rentielle stochastique par rapport au mouvement Brownien. 

Le paragraphe II contient un rappel des résultats de Wong 
et Zakai, la définition des approximations et les hypothèses générales. 
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(1) x t = 

^Le paragraphe III débute par le cas particulier de l'équation 
a(x ) d3 qui met en évidence la forme du terme complémen-s s 

taire dans le cas multidimensionnel. 

On y démontre ensuite essentiellement deux théorèmes : 

Le théorème III-3 est l'extension directe des résultats de 
Wong et Zakai pour des approximations qui convergent simplement et des 
coefficients lipschitziens. 

Dans le théorème II1-2 on considère des approximations équi-
continues et on prouve la convergence uniforme de f * * * ^ ) ^ ^ P a r trajec­
toires vers une limite notée (x (u>) ) qui est solution d'une équation du 
type (2) en un sens qui sera précisé. 

Dans ce cas, les coefficients ne sont pas nécessairement 
lipschitziens, mais les hypothèses assurent l'unicité en trajectoires de 
la solution de (2). 

Enfin le paragraphe III-4 contient diverses extensions, notam­
ment à un cas où cr(x,s) n'est pas strictement elliptique. 
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CO 
RAPPELS DES CONDITIONS D'EXISTENCE ET D'UNICITE DES SOLUTIONS 

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES DANS LE CAS MULTIDIMENTIONNEL 

Soit l'équation différentielle stochastique d-dimensionnelle. 

(1) x t - x o - a(x,s) d 8 + 
O S O 

m(x , s) ds 
s 

où o : R d x R. *• oê (R d,R d) + 
d d m : (R x (R+ JR 

m et a boréliennes. 

Dans ce paragraphe nous allons préciser ce que nous entendons 
par solution d'une telle équation et par unicité de la solution, puis nous 
donnerons des conditions d'existence et d'unicité. 

Les notions de solution faible ou forte èt d'unicité trajecto-
rielle ou en loi seront celles données par Yamada et Watanabe [2l]. Les 
conditions d'existence seront celles données par Tto [4]Stroock-Varadhan 
[14] et Skorokhod (Î6| . 

Comme nous étudions l'approximation par trajectoire, nous ne 
donnerons essentiellement que les conditions suffisantes d'unicité trajec-
torielle pour la solution d'une équation du type (1) telles qu'on peut les 
trouver dans les articles de Yamada et Watanabe ¡21 J. 
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1-1 DEFINITION DES SOLUTIONS ET DE L'UNICITE 

1-1-1 Définition des solutions 

Définition 1 : Solution faible 

- Par_solution_faible on désigne : un espace de probabilité 

№ i *f, P, (^-^t e [ O , T ] J E T ^ c o u P l e d e Processus 

1) (xt) et (ßt) sont ^ t mesurables 

2) est p.s continu en t 

(p)^ p t est un mouvement Brownien et p = O t t 6 |p,Tj o 

^ |o(x S ) | 2 ds < «, et |m(x ,s)| ds < » p.s 
O S Jq s 

5>JÉ- ( ( x t ) t € ( B t ) t € vérifie p.B 

X t * x o = |o C ( X s ' s ) d ß s + |o m ( X s ' S ) d S " 

Définition 2 : Solution au sens fort 

Etant donné ( $ J , P, (BJ. ^ IL J ) u n mouvement 
t t t 6 |p,T] 

Brownien on désigne par J^iution^forte un processus ( x
t ) t € jÔTJ vérifiant 

1) x t est (F^ mesurable 

2) x̂ _ est p.s cont en t 

3) T |a(x , s ) | 2 ds < « et r |m(x ,s) | 
Jo S J 0 s 

4 ) ( xt>t € ^ T ] v é r i f i e p- s 

X t " X o Ä £ Q ( X s , S ) + \l m(x
s's) ds 

ds < °° p.s 
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1-1-2 Définitions de lfunicité 

Définition 3 : Unicité tra^ectorielle si pour 2 solutions 

( ( V ' «V t 6 [ O , T ] ' e t ^ = ( ( x ^ ' ( ^ ) t « [ o F T ] ) D É F I N I E S S U R 1 6 

même espace (Çl,^ , ^~J_, P) telles que x = x 1 et 3. = 3' alors x^ = x 1 p.s 
t o o t t t t 

Définition 4 : U niçité_en_loi si pour deux solutions 3C= ((x.), (3.)) 

e t X ' = l ( x ' ) , (3M) telles que x_ = x et x' = x (p.s) alors les lois de t t o o 
(x ) et (x') sur l'espace canonique (W, B(W)) coïncident. 

1-2 CONDITIONS SUFFISANTES D'EXISTENCE DES SOLUTIONS 

1-2-1 Existence d'une solution au sens fort 

Dans la théorie classique de Ito, les coefficients sont suppo­
sés continus et vérifient la condition de Lipschitz : 

3 K > O : Vx, y T «Rd , Vt € [O,T] 

|a(x,t) - o(y,t)| * K|x-y| 
|m(x,t) - m(y.t) | S K|x-y| 

il y a dans ce cas existence d'une solution forte, unique en tra­
jectoire, ce qui se démontre par une méthode de point fixe. 

Skorokhod, dans [l6] donne plusieurs théorèmes d'existence pour 
des équations comportant des intégrales par rapport à un processus de saut. 
On peut en extraire le résultat suivant : 

Théorème : 

Soit ( , P ($ t) t ̂  [o T] ̂  U n m o u v e m e n t Brownien, 

a et m boréliennes telles que : 

1 - 9 



1) pour tout C il existe L tel que 
2 2 2 T|m( x,s) - m(y,s ) | + | a ( x # s ) - a(y,s)| $ L^ |x-y| 

pour tout x et y de fRd : |x| £ C et | y| < C 

2) il existe K tel que 

T|m(x,s)| 2 + | a ( x # s ) | 2 S K(l + |x| 2) Vx € (Rd Vs € [O,T] 

alors l'équation (1) possède une solution unique continue. 

1-2-2 Existence d'une solution au sens faible 

- Le cas le plus connu est celui de Stroock-Varadhan [l4] où 
l'existence de la solution est liée à l'existence d'une solution pour un 
problème de martingales. 

Théorème : Soient a bornée, continue, uniformément elliptique et 
m borélienne bornée, alors l'équation (1) possède une solution faible 
unique en loi. 

- Dans le livre de Skorokhod on trouve également le théorème 
suivant : 

Théorème : Sous les hypothèses a et m continues par rapport à l'en­
semble des variables et vérifiant : 

! V X € * |a(x,t)| 2 + |m(x,t)| 2 S K(l + |x| 2) 
( V t € [0,T] 

il y a existence d'une solution au sens faible pour l'équation (1) 

1-3 CONDITIONS SUFFISANTES D'UNICITE TRAJECTORIELLE DES SOLUTIONS 

Dans le cas lipschitzien, l'unicité trajectorielle se démontre 
en même temps que l'existence de la solution ; dans les théorèmes d'exis­
tence de solution faible, il s'agit en fait d'existence en loi et l'unici-
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té trajectorielle doit être étudiée séparément. C'est ce qu'ont étudié 
Yamada et Watanabe dans [ 2 1] . Nous en donnons les résultats suivants : 

Théorème 1 : Soient p et p définies sur <R+ à valeurs dans JR+, conti­

nues et croissantes, telles que : 

1) P(0) = p(0) = O 

( p 2(u) u" 1 + p (u))" 1 du = + 
0+ 
2 -1 — 

3) p (u) u + p(u) est concave 
4) |a(x,t) - o(y,t) | t< p(|x-y|) 

|m(x,t) -m(y,t)| * F(|x-y|) 

alors il y a unicité trajectorielle pour l'équation 

x t " X o = | O 0 ( X S ' S ) d 6 s + { O m ( x s « s ) d s -

Remarque : 

Ce théorème est pour d * 3 le meilleur possible au sens suivant 

f -2 

si I Ç p (£) d Ç < 0 0 et si p est sous-additive alors il existe 

telle que |a(x,t) - a(y,t) | * p (|x-y|) mais il 
n'y a pas d'unicité trajectorielle pour l'équation x -x = I a(x ,s) d 

ct' xo • j 0
a ( xs' s 

ïî}®2ï§5??_.? : Dans le cas d = 1 ou a (x, t) du type : 

a 1^ (x,t) = S a 1(x i,t) 

on a le théorème d'unicité trajectorielle suivant : 

Soient p et p définies sur (R+, à valeurs dans IR+ , continues, 
croissantes telles que 

1) p~ 2(u) du = + °° 
J0+ 



2) p est concave et 0+ 
1, x „ 

p (u) du = + 

3) Vi |a1(u,t) -o^(v,t)\ S p (|u-v|) 
| m(u,t) - m (v,t) | * p" (|u-v| ) 

ars il y a unicité trajectorielle pour l'équation 

< - x = P; a(x ,s) dB + T m(x,s) ds t o J O s s J O s 

ans ce cas on peut avoir p (u) = v̂û") 

rhéorème 3 Dans le cas d = 2 et a 1 ; 3(x,t) - ôij a(x,t) 

Soit p définie sur IR+ à valeurs dans 1R+ croissante telle que 

D -2 1 
n , P (u) .u log ~ du = + 0 0 

U T U 

2) G(u) = u 3 eU p 2 (e U ) est concave sur un intervalle (0,u ) 
o 

3) |a(t,x) - a(t,y) | S P(|x-y|) 

Lors il y a unicité trajectorielle pour l'équation x -x = 
t o 0 ° ( x s ' s ) d p s 
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RAPPEL DES RESULTATS DE WONG ET ZAKAI 

DEFINITIONS, NOTATIONS ET HYPOTHESES GENERALES 

II-1 RAPPELS DES RESULTATS DE WONG ET ZAKAI DANS IE CAS UNIDIMENSIONNEL 

On se donne un espace , * 5 ^ t ' p ) et un mouvement Brownien 
(3.). - r n -i ainsi qu'une suite d'approximations (y^) de (3 ) telles que 

1) [0,T] X « > R 
(t,a) ) ̂ t^yn(t,(x)) 

2) Vn les trajectoires de (y^) sont continûment différentiables 
par morceaux. 

,c 3) ] N P(N ) - O 

et Vu) € N V*(<D) —>3. (u>) V t € [O,T] 

4) V 0 1 1 3 n
0 ^ e t t̂<*)) finis tels que 

Vn * n (u) | y n (u>) | « k(w) . o t 
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soient alors les équations : 

1) x <. - x = ] a(x , t o Jo s s) d ß s + m (x ,s) ds o s 

\ n n 

V> x t " X o = 

t / n x j n . a(x ,s) dy + o s J s 
m (x , s) ds o s 

On a alors le théorème II-l 

Hypothèses : les coefficients a et m vérifient les hypothèses : 

i) a(x,t) , m(x,t) , (x,t) et ^ (x,t) sont continus sur \R x [O,T] 3t 

3a, ii) a(x,t), m(x,t) , -^-(Xft) x a(x,t) vérifient la condition de Lipschitz 

] K : V x , y f ( R V t É Z0,t] I f(x,t) - f(y,t) | *K | x - y | 

1 1 1 ) 3 a > O : V (x,t) o(x,t) * a > O 

et 3a > O : V (x,t) | |£ (x,t) | * a (x,t) at 

iiii) x V . A . indépendante de (ß^L ^ ml o ^ t t € LO# TJ 

alors 

1. Les équations ordinaires : 

x, - x = t o 
t / n x _ n , a(x ,s dy + o s s m (x , s) ds o s 

possèdent une solution unique. 

2. L 1 équation : 
t x. - x = t o a(x , s) dß + o s s jo m ( x s ' s) ds + - o a ( x s ' s ) 3^ ( x s ' s ) 

possède une solution forte. 

3. V o)ÉN x£ (ü)) — > xt(o>) Vt € [O,T] 

1 - 1 4 



4. Si la convergence de Y t( a )) vers 3^(0)) a lieu uniformément en t sur 
N, il en est de même de celle de x£l>) vers x

t ( a ) ) s u r N-
Le théorème que nous allons démontrer étant plus général, nous ne donnons 
pas de démonstration. On peut la trouver dans [ 18] • 

II-2 DEFINITION DES APPROXIMATIONS 

II-2-1 Soit l'équation d-dimensionnelle : 

(1) x - x - [ o(x , s)' d 8 + ( m(x , s) ds t o J s s J s •'o ; o 

d P d d où O : /R x (R+ > oG 8R , JR ) 
d d m : p x p + > (R 

m et o boréliennes. 
Dans toute la suite, on supposera que cette équation possède une solution : 

* au sens faible d'où un espace ( ,P) 
te [O,T] 

et un brownien (3 ) 
te[o/r] 

ou * au sens fort pour (Œ, (6 ) _ ) fixé. 

et on supposera que la famille ( <5""t) est continue à droite, 
et complète pour chaque t. té,[o,Tj 

II-2-2 On définit alors une suite d'approximations de (3 ) 
* ^ * , t e[o,T] de la façon suivante : L J 

1) Q x p + * CRd 

(0),t) ̂  » y£(co) 

2) V les trajectoires de (y^) sont continuement n 
aux et y . est o-î différentiables par morceaux et y^. est C?-mesurable. 
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3) 3 N : P (№) » 0 et 
V a i 6 N y£(u>) > 0t((D) V t e [ 0 , T ] 

4) Vdil n M et k(a>) finis tels que 
o 

V * n (u) I (y"(u>) I < k(a>) n o 1 t 

II-2-3 On a une approximation de ce type en linéarisant les tra­
jectoires du mouvement Brownien de la façon suivante : 

Soit ^ n ^ n £ I N U n e s u i t e d e s u b d i v i s i o n s de [o,t] dont le 
pas tend vers zéro. 

Soit A n = {o = t" < t" < < t? = t) 
o 1 X 

On définit y n par : 

y 1 1 s (3 = o 
*o o e - 6 

t? t n 

n. . n ^ k k-1 .n . . r n ni (w) = y + (t - t. 4 ) si t £ It, , t. J J t \ri n n k-1 ^ u k-1 k J 

une telle approximation vérifie toutes les hypothèses et de plus pour 
chaque u> ̂ y I 1( a ))^ n£j N

 e s t 1 1 1 1 ensemble équicontinu et pour chaque t 

dans [t? « , tf] y**(.) est <y _ -mesurable. u k-1 k/ t . n 

II-3 NOTATIONS 

II-3-1 

On notera (l) n l'équation au sens ordinaire : 

- x n = f a(x n,s) dy 1 1 + [ m(x n,s) ds t o I s s J s 
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II-3-2 

F rR 

DF <R 

|R 

•4 d?(IR d , R d ) 

D 2F |Rd > <4 < J& d , c£ ( P d , JRC )) 

D 2F(x) peut s'identifier à un élément de o £ ( IRd 0 (Rd , /Rd) 
. jD d ^ d d d ^ d Soit alors A t O 0 ( ( R Ê)fR , |R ) et B £ (R <*) |R 

d 
on notera (A,B) l'élément A(B) de IR . 

Cette notation peut se justifier par l'écriture de la formule de Ito 
dans le cas d-dimensionnel qui est la suivante : 

pour x
t
 = 

rt 
$(s,o>) d B + s Y(s,u>) ds 

r «(8,(0) £ o£( |Rd,.JRd) , Y(s,u>) 6 (Rd 

ou $(s,u)), f(s,o)) adaptées et 
rT 

E $ (s,u)) ds < <» E h?(s,a>) ds < + «> 

et F : (R x jR |R telle que 

t 
D 2 0 F * x' s* existe et est continue 

D01 F (x's) existe et est continue 

rt 
F(X ,t) - F(X ,0) = t o 10 s s 

+ f D10 F ( V 

+ f D 0 1 F < V 'o 

1 f °20 F ( X s ' S ) d < e 

s) y(sfo)) ds 

s) ds 

et d < 6 > = I ds s 
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Par la suite on considérera des fonctions de |R dans JR et 

leurs différentielles ; soit F une telle fonction. 



II-3-3 

(p+p+6)(u) ) 
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Pour A € £ (tRd,fcd), A » (a ) i - l...d j - l...d # 

et |a| = ( l (a V ) 7 
ij 1 3 

II-4 HYPOTHESES SUR LES COEFFICIENTS 

Pour toute la suite on fera les hypothèses suivantes notées 
H r 

H^ i) a ( x , s ) est strictement elliptique, c'est-à-dire il existe a stric­
tement positif tel que : 

Vy € m , Vxé m , Vs€ [o,Tj < o(x,s)y, y> a < y,y > 

D10 a ^ x ' s ^ e t Doi a ( x ' s ) existent et sont continues. 

d d 
ii) il existe F définie sur (R x JR+ à valeurs dans IR telle que 
D10 F ^ x ' s ) = [ a( x' s)] *i e t il existe H définie s u r f i t x IR+ à valeurs 

d d dans (R telle que F(H(x,s) , s) = x pour tout x dans (R et pour tout s 
dans [O,T] 

D0l F ^ x ' s ) existe et est continue 

iii) m est borélienne 

iv) il existe p p, 6 définies sur <R+ à valeurs dans R + / croissantes 
continues, telles que : 

p (O) = p*(0) = 0 = 6 (O) 
p + p + ô concave 



et 
Vx, y e (Rd Vs € [O,T] 

|a(x,s) - o(y,s) I * P(|x-y|) 
|m(x,s) -m(y,s)| ^ P(|x-y|) 
| D q 1 F(x,s) - D Q 1 F(y,s)| * 6(|x-y|) 

Nous introduisons également les hypothèses notées et 

: m et o sont bornées 

m est continue 
Il existe une constante K telle que : 

Vx € (Rd, Vs € [0,T] 
2 2 2 I |a(x,s) I I + |m(x,s) | * K(1 + |x| ) 

et il existe g(s) telle que : 

V x 6 l R d Vs € [O,T ] I (atxrs))" 1 m(x,s) | + |D F( x,s)| * g(s) 

et g (s) ds < + 0 0 

On peut remarquer que : 
1) si et sont satisfaites, l'équation (1) possède une solution 

faible car dans ce cas les hypothèses de Skorokhod sont satisfaites. 

2) si et H 2 sont satisfaites, l'équation (1) possède une solution 

faible car les hypothèses de Stroock-Varadhan sont satisfaites. 

3) les équations : 

/ 4 v n n 

(1) x t = 
ft 

o(xJ,s) dy£ + 
ft 

m(x ,s) ds s 

à -

possèdent pour chaque ü) une solution unique continue dès que a et m 
sont boréliennes et vérifient(H^ iv) et H^ouiH^ iv) et H^.) 

On peut montrer également que x£(.) est ̂ -mesurable dès que y£(0 est 

mesurable ; en particulier si (y11 .) ^ T est l'approximation linéaire 
s n£fN 

on obtient directement que lim x^. est ^C/-mesurable. 
n 
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I § iîT 

THEOREMES DE CONVERGENCE 

IIï-1 Dans ce paragraphe nous allons traiter le cas particulier de l'équa­
tion : 

(1) x t - x o -
rt 

a(x ) dg x = o s s o o 

car il illustre bien l'apparition du terme complémentaire par passage à la 
limite. 

Hypothèses : 

soit (ft,<£c^, P , (Bt)) un mouvement Brownien, et (y ) une suite d'appro­
ximation de Btelle qu'en [lI-2-2] 

Supposons que 

1) a(x) est continûment différentiable et que pout tout x 

(a (x)) * existe 

d d 
2) il existe F : R ^ R 

x AJ > F(x) 

telle que DF(x) = (a (x)) * , F(o) = 0 et admettant une 
fonction réciproque H 
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alors pour tout n et pour tout o) l'équation 
ft 

(l) n x"(œ) = a(x n (od)) d y n U ) 
t J n S S 

admet une solution telle que 

a) P p.s x£ (a)) > xt(o)) V t f [°' T] 

ft 
b) x t - a(x ) dg + T s s ^ (Da(x ) oa (x ) , l)ds 

c) si la convergence de y (o>) vers g(o)) est uniforme en t 
il en est de même de celle de xn(oj) vers x (o>) 

Démonstration 

j-t rt 
[( y ) = D H (y ) dy = a (H(y ) ) dy en conséquence x = H (y ) t S S I s s t ^ 

Jo Jo 

n . r c - a(x 
J n 

est solution de x n x , n ) d y • s 2 s 

H étant continue, par suite de la définition de (y,_) ^ r -i 
t t€ LP'TJ 

] N : P (N ) = O et V a ) £ N x t(a)) h ( m > 
t v t e [O,T] 

par suite de 1) H est de classe et on peut appliquer la formule de Ito 

À h et ( E T ) T E [0FT-| 

(2) ' H (R.) - H (g ) = t o D H (B ) d6 + \ s z o s 

rt 
D H (B ) d<B>S 

S 

c'est à dire 

(2)' H (Bt) = a(H (Bg) ) d B s + j (D a(H(g ))oc (H(B ) ,Dds s s 

soit alors x t = H (Bt) ce qui termine la démonstration de a) et b) 
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I - 22 

Pour c) 

V a ) 3 n (u>) et 3k (o>) : V n ^ n (w) |y* (o>) I k (w) 
o o • t ' 

et V 0)6 N y£ (u>) — > B t (o)) unif. en t € [ O , T ] 

On en déduit que V o) £ N x£ (a>) « H (y£(o>) )—) H (B t(o>) ) uniformément 

en t £ [°'T] (R e s t unif. continu sur chaque compact : x 2 l xU M u ) ) } ) . 

Remarques -

1) x

t " H ^ t ^ entraîne que x^ est mesurable par rapport 

à la tribu (g ) alors qu'en général pour une équation 

t f t ( * 
= a(x ) d B + m (x ) ds 

t s s s 
«'o •'o 

on a ^ ( 3 s ̂  t) C (x s ̂  t) 
s — s 

2) ( x

t ) t 6 C°' T] e s t u n e solution forte de l'équation (2) 

et elle est unique en trajectoire car pour toute autre solution 

(x't) £ [ O , T] relativement à (<£^) P, ( 8 ' t ) t [ O , T ] 

F(x't) « B ' t = 6 t » F (xt) 

P p.s 

F étant bijectiv* x'fc = x t. 

P p.s 

III-2 APPROXIMATIONS EQUICONTINUES 

Nous considérons l'équation : 

(1) x - ( a(x ) d& + f m(x , s) ds 
t Jo s 8 Jo S 



Nous noterons (2) l'équation 

« a(x ) dB + m (x , t I s s f s Jo Jo 
s) ds 

+ 1_ 
2 (Da(x ) o a(x ) , I) d s s s 

nous allons démontrer le Théorème III-2 

Sous les hypothèses (H^t H 2) ou (Hj et H 3) et (y11) nfN 

approximations équicontinues de (Bfc) t € [p T ] 

on a 

1) si 
rt 

n , n 
X - 0 ( X 

rt 
) d y" + m(x , s) ds s 

lim x^ (o)) existe uniformément en t. P. p. s. 
n 

2) soit x
t ^ ) = H-m xn

t(u>) 
n 

alors(2) = a(x ) d B + m(x , t I s s s 

J O 

s) ds 

0 . cr(x ) Oa(x ) , I) ds P. p. s. Z I s s 'o 

Corollaire III-2 

Sous les mêmes hypothèses que le théorème 1 l'équation (2) 

a(x ) dB + s s 
1 f 

m(x , s) ds + r (D a(x ) Oa(x ) , I) ds S z s s o •'o 
V rr' possède une solution au sens fort sur l'espace (Q, ci"4, ci^, P) et pour le 

Brownien (&t> t g j-0#T"j et il y a unicité trajectorielle. 
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Si l'on veut une approximation de la solution de l'équation 

(1) 

(D x f c = 

x = ( o(x ) d3 + [ 
t J ~ s s Jo 

J n 

) d3 + m(x ,s) ds , il faut alors considérer s s s o * o 

a ( x ) dg + s s o J o 
s) ds 

„ 1 ou nr(x,s) = m(x,s) - — (D a(x) a (x) , I) 
z o 

et on a le corollaire III-2.bis 

Sous les hypothèses (H^ et H^) ou (H^ et H^) pour a et m , il existe 

(Q*, 3 ^ 3 ^ * , P*) et X* = ((x*) , (B*)) solution de (1)* 
* * ' té[o,T] 

n * Si (y ) est une suite d'approximations équi-continues de : R N „1 t t 1 1 lu /Tj 
rfc rt 

et x = a (xg) dy g + m w(x s,s) dys 

on a : 1) l'équation (1) possède une solution au sens fort pour 

W», P*, 3*) 

2) lim sup |x^((o) - x (OJ) | 
n t€[0,T] 

où (xfc) solution de (1) 

= 0 P*p. s. 

Démonstration du théorème III-2 

1,- {xn.o)} X T est uniformément borné 
n £ N — — — 

On a F I '(x") = y* + f ( a f x 1 1 ) ) " 1 m ( x " , s ) ds t t J Q s s 

e t Vdil n M e t 3k(u0 f i n i s : V * n (a)) | y* a>| $ k(a>) 
^ O n O U 
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On sait également que a est uniformément elliptique alors V x |a(x)| 1 £ a 
avec de plus ou il existe K fini tel que 

Vt e [0,T] V |f (oix1))'1 m(x n,s) ds | * K J n I s s 'o 

En conséquence Vn Vt £ [0,T] | F (x£(a))) | $ k'(u)) + K 

F admettant une fonction réciproque H continue (x**(œ)) , %_ est 
t n c N 

également borné. t g [ o , T ] 

2.- Va) ^K(u) : |(x"(ci>) - x™(oi) | * K(oi) | F(x£(u)) - F(x*(a>) | Vt*[b,T] 

On a D H(x) = a o H(x) 

Si a est bornée, H est lipschitzienne ; si a et H étant 
continues D H est bornée sur tout compact et donc H est lipschitzienne 
sur tout compact. 

Soit C = (x : Ixl $ k'(u)) + K} 
(a) 

3K(0)) : Vx,y Ê C ^ |H(X) - H(y)| $ |x-y| 

e t Vn Vt £[0,T] 

|x"(o») - x"(u>)| - |Ho(F(x"(a))) - HoF ( x™(u»)| $ K (w) | F(x"(o>)) - F(x*(u»)| 

3.- V u 3K 2(«) : |F(x"(o)))-F(x"(o)))| $ |y"(o))-y"(a)) |+K2(ui) [ p+M |x"(a))-x™(u)) | ) d s 

On a : 

| ( a ( x ) ) - 1 m(x,s)-(o(y))'1 m(y , s )| $ a ' p ( |x-y|) +o'p(|x-y|)| o " 1(y) m(y , s ) | 
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d 
Si m est bornée ou m continue et C compact de |R alors 

sup I ( a(y))" 1 m(y,s)| < • 
s t|p f.Tl 
y £ C 

d'où sup sup |(a(xn(o))) 1 m(xn(ù)) ,s) | * K (co) < 0 0 

n s e [ 0 , T ] S S 1 

soit K2(a>) - sup (a 1, a'K^ (a)) ) et 3) est démontré. 

D'après 2 et 3 

|X"(ûO-X"(w) I $ K(co) |y"-yj(w)| +K 3 ( a ) ) [ p+p" (IxJ(w)-xJ(ai) |) 
'o S 

pour toute la suite, on suppose que co 6 N . 

4.- V a) € N (xn.(o))} est équicontinu. 
n£|N 

On a F(x*(a>)) = y"(ci)) + I (a(xn(a)))"1 m(xn(a>),s) ds t t J o s s 

et on sait que V io £ N, {y n.a>) n ^ est équicontinu. 

D'autre part | f (a(xn(a)))"1 m(xn(o)),s) ds| $ K (u>) |t-u| I s s 1 
» Il 

donc {F(xn(a))> _ ̂ , est équicontinu. n£IN 

et comme |x̂ (a)) - x^(a>) | $ K(u>) |F(X^(U>) - F(x^(u>)| 

on a aussi {xn(a))} , _T équicontinu. 
n t-|N 

5.- Soit Y = C ( [ o , t] # C(u>)) 

et B „ - { U > » > n 6 ^ 

E est relativement compact dans Y (théorème d'Ascoli) 
0) 0) 
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En conséquence la suite {xn(u))} r M possède au moins un point adhérent 
dans Y 

On va démontrer que ce point adhérent est unique et qu'en conséquence n existe 

x. (oj) £ Y tel que lim I Ix 1 1. (oj) - x. (oj) I I = 0 
n 

Pour cela on va démontrer deux lemmes. 

Lemme A^ 

Soit Y = C ( [0,T] , [0,6] ) 6 < 

et {x } une suite de fonctions équi-continues de Y vérifiant : n n fc/N 

— Vt C [ 0 , t ] x (t) * en(t) + K (x (s)) ds 
n j o n 

! où k concave, continue croissante et I — - — du = + » 
' O + K (U) 

— V n e 1 1. e Y et lim sup e n(t) » 0 
n t 

alors lim sup Ix (t)I = 0 
n t e [ o , T ] ' n 

Démonstration : ^ x
n ^ n £ | N ® t a n t également continu est relativement compact 

dans Y possède donc au moins un point adhérent dans Y soit x. 
n k 

Soit alors x une sous-suite convergeant vers x. 
Alors Vt e [o,t] 

n K çt n k 

k (x s) ds x(t) $ lim e (t) + lim 
k k o 

Les hypothèses sur k entraînent que 
çt 

V t € [0,T] x(t) < K(x(s)) ds 
J o 

Il en résulte que x = 0 

La suite ne possède qu'un point adhérent en conséquence 

lim sup |x (t)| = 0 
Lim sup |x < 
n tfc[0,T] n 
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Lemme A^ 

Soit Y = C ( [b,!1}, K) où K compact de |Rd contenant zéro 

(b ) r -, une suite de Y telle que b n * b b £ Y 

(a ) „ une suite de fonctions également continues de Y vérifiant n n£ N 
V t 6 [O,T] 

|an(t) - a m(t)| $ |bn(t) - b m(t)| + f* K |(a*(.) - am(s> |.ds 
•'o 

où K définie sur fR+ à valeurs dans (R+ continue croissante concave 

du 
o+ * u ) 

= + 00 alors 3 a ^ Y t e l 3 u e a * a 

Démonstration : La suite (a ) „ m Y possède au moins un point adhérent n n €,JN 
dans Y soit a 

alors |an(t) - a(t)| $ |bn(t) - b(t) | + J K ( I a
(g } ~ a

(£)l ) ds 

soit e n(t) = |bn(t) - b(t) | 

x n(t) = |an(t) - a(t) | 

Les hypothèses du lemme A^ sont satisfaites» en conséquence 

lim I la 1 1 - al I = 0 

Application : Soit yn(o)) = b n 

xn(o>) = a 
n 

K = p + p" K ? C W 

Les hypothèses sont satisfaites d'où le résultat et on a 
démontré 1) car Vtô £ N : P ( № ) = o3 x. (u>) £ Y^ tel que 

lim | |xn(o)) - x. (CD) | | = 0 
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6.- Démonstration de 2) 

F(xJ(u>)) = y"(u>) + (a(xn)) 1 m(xn(a>),s) ds s s 

F et a sont continues 

m est continue par rapport à la 1ère variable 

et |a(xn(o)))"1 m(xn(a>),s)| $ K. (eu) 
S S 1 

En conséquence par passage à la limite sur N 

F(x t ( o » ) = 0 t(o>) + (a(x (a)) ) 1 m(x ,s) ds P.ps s s 

Avant d'en déduire que (x^) est solution, nous allons démontrer l'uni­
cité trajectorielle pour les solutions de l'équation (2). 

Soient ta, 5 , 9 L # p> ' x - ( ( V ' ^ t é ^ T ] 

et x- - ( ( x ; ) , ( B ; ) ) t e [ 0 f T ] 

tels que X q = x^ = o P. p. s. et g. (o>) = 3'(a)) P- P-

alors F(xJ - F(x ) = B + t o t 

F(x') - F(x') = + t o t 

(a(xg)) 1 m(x g,s) ds 

(cr(x'))"" 1 m ( x \ s ) ds s s 

P. p. s. x (a)) et x ' M sont continues, en conséquence 

3 û : P (ftC) = 0 et V a) £ SI 1 K 

sup ( |x (ai) | V |x'(u))| ) $ K 
t£[0,T] C z u 

a et m étant bornées sur tout compact, on a : 

P. p. s. |xt(aj) - x^(o))| $ K^ca) p + p (|xg((i)) - X^Cq))!) ds 
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(par une technique analogue à celle utilisée dans la démonstration du 
théorème 1.) 

Les hypothèses sur p et P et la continuité de : 

x . (o)) - x 1. (to) entraînent que 

P. p. s. x. (0)) = x 1. (co) 

c'est-à-dire l'unicité trajectorielle. 

On remarque alors que si ^t'°^n€(N s o n t ^ e s approximations 
linéaires, la limite ^ x ^ t C [û TJ G S t S ^ t " m e s u r a b l e e t 

F(x°) - F(x°) = b + t o t 
t _^ _^ 

(a(x )) m(x ,s) ds P. p. s. s s o 

et si (x^) est la limite d'une suite d'approximations qui sont ^ - m e s u ­
rables 

- -1 -
F(x.) - F(x ) = 6 + (a(x )) m(x ,s) ds P. p. s. t O t J s s 'o 

si x° = x = 0 , l'unicité trajectorielle entraîne que 
o o 

x f c = x^ P. p. s. et alors x f c est S^-mesurable car ^ con­

tient tous les ensembles nuls de . 

On peut alors appliquer la formule de Ito à H et F(x t) 

Ce qui donne 

(F(x. )) = [ D H(F(x )) d3 t J s s o 

+ f D H(F(x )) [ ( < J ( X m(x ,s)l ds 
JQ s * s s •* 

\ } (D 2 H(F (x ), I) ds P. p. s. s o 

c'est-à-dire x = 
t ft _ 

m(x ,s) ds 

1 
+ 2 

a(x ) dp + s s o o t _ _ 
(Da(x )oa(x ) , I) ds P. p. s. s s o 
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Ce qui achève la démonstration du théorème. 

Le corollaire en découle directement. 

Remarque 

prend ( ( y ; > t t [ 0 f T j ) n t l , Si on prend f(y")^^ ml^_ r mt telle que y£. soit mesurable 

pour £ ((Bg) s £ T) = 

sur 

Il en résulte que (x ) r i est solution forte de l'équation (2) 
t t t[0 ,TJ 

l'espace (G, <BT , ® t > fc fc ^ j , P, (B t> t £ [ 0 , t ] ) 

Proposition 1 : 

Sous les hypothèses (H et H ) ou (H. et H.) et {y n(w)} 
1 2 1 • J • nciN 

équicontinu, les résultats du théorème III-2 et du corollaire III-2 restent 
valables pour les équations : 

(I) x^ = f a(x ,s) dg + [ m(x ,s) ds t I s s i s J o J o 

rt ft 
(l) n x! = a(x n,s) dy11 + m(x n,s) ds 

t J S s J s 

J o j o 

(II) x = [ a(x"s/s) dg g + f m(x g /s) ds 
Jo 'o 

! f* 
-i- - (D i n a(x ,s) o a(x ,s) , I) ds 2 I 10 s s ; o 

Démonstration : 

On remarque d'abord que 

(111) F(x",t) = y" + [ (afx^s))" 1 m(xJJ,s) ds 
Jo 

f 
D n i F(x n,s) ds 
Ul S o 
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en posant b(x,s) = [a(x,s)] * m(x,s) + F(x,s) 

On peut démontrer que : 

1. (x n (a))} est borné car |b(x,s) I $ g (s) et n £fN 

g (s) ds < + 0 0 

2. (x n (a))} est équicontinu car n£|N 

sup sup b(x ,s) I < + 0 0 

s n s 

3. Pour presque tout u>, xt(cû) ~ lim x^f^) existe uniformément en t 

par application du lemme A^ à 

b = yn(o)) a = xn(a)) n n it- p + p + ô 

4. F(x t,t) = B + b(x ,s) ds s 

car b(x,s) est continue en x et vérifie une condition de domina­
tion. 

5. x t = cr(x ,s) dR + m(x ,s) ds s s s o J o 

î ffc 

2 ( D10 o ( X s ' s ) ° ° ( x
s ' S ) ' 

J O 
I) ds . 

en appliquant la formule de Ito à H et F(x t,t) et en remarquant 
que : 

- D 1 0 H(x,s) = a(H(x,s) , s) 

- D 2 0 H(x,s) = D 1 0 a(H(x,s) , s) o a(H(x,s), s) 

- D i rF(H(x,s) ,s) o D H(x,s) + D n i F (H (x,s) ,s) = 0 
10 01 01 
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La démonstration du corollaire se transpose sans difficulté. 

III-3 APPROXIMATIONS SIMPLES 

Dans le cas où {y^(^)} n'est pas nécessairement équicontinu 
mais en supposant p(u) = au , P(u) = bu , c'est-à-dire les conditions de 
Lipschitz, on peut obtenir un résultat de convergence simple par la mé­
thode de Wong et ZakaI; plus précisément on a le théorème 

Théorème III-3 

lp ip" 
Sous les hypothèses H avec — (u) = — (u) = u (a et b > o 

et finis) 

î t H 4 J 
- |a(x)| bornée ou a(x) = [ô 1 3a "(x^] i = 1...d, j = 1•..d 

- m(x,s) continue et |m(x,s)| 2 + |D l Qa(x,s) o a(x,s)|2£ K(l+|x 

1) l'équation (2) possède une solution faible (Œ, 
5fc £ ((x t),(& t)) et l'équation (1) possède une solution au sens fort sur 

(fi, P) par rapport au Brownien (6^). 

2) (y^) étant une suite d'approximations de (3 ) et 
t t 

x^ = cj(xn) dy 1 1 + m(x n,s) ds t J s s I s 'o J o 

alors V o) 6 N lim x^(o)) = x
t ^ a ) ) pour chaque tt [b,T] 

Démons tration 

F(x£) = yj + 

La méthode utilisée est celle de Wong et Zakaî. 
. , n*.-1 . n x _ (a(x )) m(x ,s) ds s s 
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et la formule de Ito appliquée à F et x f c donne 

F (xt) = B + t (a (x ) ) * m (x ,s) ds o s s 

Par suite de la continuité de x (u)) et de m on a 
s 

sup |m(xg (ou) ,s) I < 0 0 

s 
Alors | F (xj) - F (x t)| * |yj - Bfc| + K(o>) fc |x n - x | ds o s s 

où K(u>) = a' + a 1 a sup | m (x (OJ) , s) | 
1 3 s s 

Minoration de i F ( x

t ) " F (x

t^ 

- S i |a( x)| est bornée comme précédemment 3 K fini tel que 
V x, V y £ IRd 

Log (1 + |x-y| ) S | x-y | * K | F(x)- F(y)| 

- S i a(x) = [ô.. a 1 (x1)] i = l...d j = 1 d 
f x 

alors F i(x.) - F 1 (y.) = 1 , d u 

et > 0 f i n i t e l ^ a ^ a l ( u ) ^ K 2 ( 1 + L U ' > 

l i i i 1 ' Xi " y i ' alors |Fx(x.) - F i(y.)| * -±- log 1 + — * ^-
d 1 + k l 

d . . E k " ^ 1 

Z | F 1(x.) - F X(yJ | * i log 1 + 1 1
 d  

1 + s |yj i=l 
i=l 

On a donc si x 

|x-y| 

= l |x | et 
1 i=l 

1/2 

log 1 + * K |F(x) - F(y) | 
i+ |y|j 1 
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et comme — — | x | £ | x | ^ £ d |x| 

x - y| 
on a log 1 + 

/d(l+d |y| ) 

pour y = x
t(oj) x = x^ (co) 

< L d | F(x) - F(y) | 

on a donc l'inégalité 

1 |X (<D) - X (W) I 
log 1 + ±— S *|y* 

(03) 

où y (oj) = sup /d(l + d |x (o)) | ) 

B J + K(aJ fc |x n - x (o)) |ds o ' s s 1 

sup 
t€ [0,T] 

On utilise pour conclure le lemme suivant qui se trouve dans l'article de 
Wong et Zakai. [ 18 ] 

Lemme 

Soit f(t) une fonction continue définie sur [O,T] à valeurs 
positives 

et soient y : o < y < Œ p>o et c(t) ^ o tel que 

/ x ^ / yp T -1 e(s) ds < (p y e ) 

On suppose de plus que log [l + log (1 + e (t) ) + p f(s) ds 

alors 
u[e(t) + p y e " P M T . T e(t) dt.] 

f(t) * 
1 - p y e 

- p y T e(t) dt 

Par application du lenme à : f (t,o)) = Ix*1 (co) - x^ (OJ) I 
n t t 

e (t,u>) = (exp K |B (OJ) - y* (u>)| ) - 1 
n c, "C t 
p = K 2- K(o)) 
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f (t,u>) 
o n v 9 ' 

quand n —>°° e (t,oj)—> o pour w é N n 

et e (t,iù) \ $ k(ü>) + sup B^ (o)) pour n £ n (u>) 
t € [o,Tj 

alors e (t, a)) dt — > o pour o) € N n 

et |xn ((D) - x f c (a)) |¿ 
y[e (t,w) + K 0 K(o)) y " K 2 K ( ü ) ) T f T e (t,w) dt] w n ¿ e o n ^ 

1 - K 2 K(o)) . e 
- K 2 K(ü)) 

e (t, a)) dt n 

dès que n > N 

on en déduit que V o)ÇN x n (ca) — > x (a)) pour chaque t 6 [°/T] 

et si (u>) —>B t(ü)) unif. en t C [O,T] il en est de même de la 

convergence de x^ (co) vers x f c (o>) , ce qui achève la démonstration du 

théorème III-3 et on peut également énoncer le corollaire suivant 

Corollaire III-3 

Si Vd>e N P ( № ) = o sup |y" (a)) - fi (o>) I — > o 
t c [ o F T ] T T 

alors Va) € N sup \x* (a)) - x^ (o)) I — > o 
t e [ o , T ] fc fc 

Enfin dans le cas où — p (u) = — p (u) = — 6 (u) = u 
a b c 

(a, b, c, constantes strictement positives), les résultats du théorème Ul-3 
s'étendent sans difficultés. Il suffit de remplacer le terme : 
[a (x)] 1 m(x,s) par [o (x,s)] 1 m(X/S) + D Q 1 F(X,S) qui satisfait 

aux hypothèses voulues. 
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II1-4 EXTENSIONS 

satisfont aux hypothèses H . Supposons que l'équation (2) possède une 

unique en trajectoire (corollaire III-2), l'équation (1) possède également 
une solution faible mais on ne peut affirmer qu'elles sont définies sur 
le même espace et pour le même Brownien. 

Nous allons démontrer le théorème suivant qui étend le 
résultat du théorème III-2 : 

Théorème_II1-4-1 

On suppose que o et m sont continus et vérifient 

Soit l'équation : 

Plus précisément, on suppose que o et m sont continues et 

so lution faible : ( Sl,Çf , P) 3fc = (x^ B ) , on vérifie qu'elle est 

•t RT 
o(x s, S) d B + m (x , s) ds (11) x t s o 

+ s) , I) ds 

On suppose que cette équation possède une solution faible 

alors pour 

on a lim P#ps. 
n 

et la convergence est uniforme en t sur chaque trajectoire. 
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Démonstration : 

x^ étant solution de (2) par application de la formule de Ito à 
x et F(x,t) on a 

F(x t,t) = B t + [(a(x ,s)l * m(x ,s) ds + u s -J s 
rt 

01 s 

x étant P.ps à trajectoires continues, on définit une suite de temps d'ar­
rêt par : 

x k = lnf { t : | x j > f } 

Soit = {a) : t (a)) > T } alors P ( U î î ) 
k 

= 1 

On définit m par : 
k d ^ ^ d m : fR x <R +—> flR 

m est continue et bornée et 
k ! t m (x,s) = m(x,s) si |x| S k. 

Pour chaque k les hypothèses du théorème sont satisfaites, en con­
séquence : 

n,k en notant x la solution de 

( l ) n ' k x j ' k , n,k x , n , a(x , s) dy + s s 
k , n,k x _ m (x ,s)ds s 

on a 
(1) - il existe x. tel que 

lim Sup |x^'k(a)) - x^fo))^ O P.ps 
n tç[0,T] t 

rt 
(11) - F(x t(u))) = B t + o (x /S) m (x ,s) ds + 

S -* s 
r-l k,--k 

V D 0 1 F ( V S 

mais pour e Çl^, par suite de l'unicité trajectorielle des solutions on 
nécessairement : —k — 

x. (0)) = x. (U)) . 
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D'autre part, (1) entraine que : 

VL > O, Va), Vk 3 n, : Vn n, 

-> Sup |x (OJ) - x (OJ) I s e 
t € [0,TJ 

Soit OJ € &k , et e < ~ 
o * 

alors 1-Sup |x ' °(o)) I < k d è s que n ^ n f i t 1 co.e 

et d a n s ce cas m ko (x£' k° (OJ) ,t) = m(x£'k°(OJ) ,t) Vt € JjO,T] 

par suite de l'unicité pour les équations (1) 

n, , x n . v x o(oj) = x (03) 

On en déduit que 

Vc > O, Vo) 9 n : V * n = > Sup IX^(OJ) - x (OJ) I < e 
n w ' e t« I o fT] fc fc 

et le théorème est démontré. 

III-4-2 Extension à un cas où o(x,s) n'est pas strictement elliptique 

Proposition III-4-2 : 

On suppose que m est continue et que a vérifie sauf l'hypothèse 
strictement elliptique qui est remplacée par : 

<o(x,s)y, y > <y , y> pour |x| < k 

avec -y O quand k -> + 

Supposons de plus qu'il existe une suite : 

k d *i d d k o IR x |R + >o(j( IR , IR ) o vérifiant H 1 

[DO 

. . J (x,s) = a(x,s) 1 1 ^ 1 et l ^ pour |x| < k 
(x,s) = Da(x,s) 
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Soit 1 1 équation 

(11) x t = O ° ( X
S' S ) D 6 S + 

m(x ,s) ds 

J Q ( D 1 0 a(x , s) o a(x^ s), I) ds 

on suppose que cette équation possède une solution faible 

( « ', , P ) , 3 d - [(x ), 

alors pour (y n(»)} approximations équicontinues de (3) et (xn(#)} 
telles que : n€N 

t 

n€ IN 

n 
x t = 

, n v n 
0 o ( V S ) d y s + J 

_ m (x , s) ds u s 

on a lim Sui im Sup |x£ (co) - x (o)) I = 0 
n tç[0,T] 

Démonstration : identique à celle du théorème III-4-1 
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Chapitre II 

EXTENSION D'UN RESULTAT DE KUNITA 

SUR LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE 

INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, les processus sont à valeurs dans un espace 
de Hilbert (H, le Brownien ayant une covariance nucléaire C . Les approxi­
mations du Brownien sont des approximations linéaires notées ((y11) RV I ) 

t t^LOfTj n€(N 
On considère les équations : 

(l) n x? = f a(x n,s) dy n + f m(x n,s) ds t J s s J s o 

f ï ( v 

o 
ft 

(2) x = 0(x ,s) dB + m(x ,s) ds s s J o o 

1 
où m(x,s) = m(x,s) + — (D 1 0 o(x,s) o a(x,s), C) 

sous des hypothèses de continuité et de bornitude des coefficients et de 
leurs différentielles, on démontre la convergence en moyenne quadrati­
que au sens suivant : 

lim E (Sup ||x" - x M 2 ) - 0 
n t*T z z 
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d'où on déduit la convergence uniforme sur presque toute trajectoire d'une 
sous-suite. 

Etudes antérieures 

d 
Dans le cas où ftî = (R , C = I la convergence en loi a été 

démontrée par Stroock et Varadhan [ 1 5 ] . Ensuite Kunita [ 5} a établi 
la convergence en moyenne quadratique pour chaque t et la convergence 
uniforme sur presque toute trajectoire d'une sous-suite. 

Sous les mêmes hypothèses en utilisant des majorations plus 
fines, Métivier [ 11 ] a étendu les résultats de Kunita au cas d'un pro­
cessus à valeurs hilbertiennes. C'est cette méthode qui est utilisée ici. 

Signalons également un article de Wong et Zakai [20 ] sur la 
d 

convergence en moyenne quadratique, dans le cas R , d'intégrales de Rieman-
Stieljes vers une intégrale stochastique. 

Pour la définition des intégrales stochastiques sur les espaces 
de Hilbert, l'existence et l'unicité des solutions, on se réfère à Yor [22] 
(d'après Curtain et Falb). 
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CED 
NOTATIONS ET HYPOTHESES GENERALES 

I-l NOTATIONS 

O : |H x (R+ » |H g>2 m 

m : (H x |R+ (H 

IH est un espace de Hilbert, a et m sont deux fonctions bréliennes. 
|H ©fti désigne le produit tensoriel projectif et |H ® 2 IH le produit 
tensoriel complété de (H g) IH pour l*a norme préhilbertienne associée au 
produit scalaire : 

( x © y , x' ® y 1) = <x,x'> <y,y*> 

où <.,.> désigne le produit scalaire de |H 

On notera | | | | la norme dans IH © 1H HS z 

et II II la norme dans |H €>|H ii i i t r 

c » ( ? ( [ o , t] , IH) 

C C ^ ) ^ ^ ^ Q t j : tribus canoniques t t 

(5*° = { f : IH — » JR à support compact possédant 
des dérivées de tous ordres.^ 
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1-2 HYPOTHESES GENERALES 

Pour toute la suite, on supposera que : 

1-2-1 : o est deux fois continûment différentiable par 
rapport à (x,t) , cr et ses dérivées partielles sont bornées dans les 
espaces correspondants : 

O (H x (R+ * |H © 2 IH 

D 1 Q O |H x IR+ > 06 OH © 2 IH, W) 

» 06 (fi, c6 ÛH (?> K, IH) 20 w ~ + ^ v ' ̂  ^ 2 

D a fi x R + y |H © 2 IH 

D a I H x R + y du (IH ^ |H, fi) 

—V 
D Q 2 a H x R + » |H © 2 «H 

de plus D 1 Q a( x,s) o <J(x,s) € o&(P ® 2 «H, |H) et 

Sup I l D
1 0 CJ(X,S) o a(x,s)|| < » 

x,s 

1-2-2 : m e s t continûment différentiable par rapport 
à (x,t), m et ses différentielles sont bornées 

m IH x jr+ y p 

D 1 Q m |H x |R+ v IH IH 

D Q 1 m IH x / r + > (H 

1=2=3 : (a, 3 \ ( * t ) t € [ 0 f T ] ' ( Bt>te[o,Tj' p ) 

est un mouvement Brownien à valeurs dans IH de matrice de covariance nu­
cléaire C. On notera W la loi du Brownien sur (C, (C ) r n -i. Les tribus 

t t c I OfTJ 
sont supposées complètes et continues à droite. On notera K la borne 
commune de cr, m, de leurs différentielles et de tr. C. 

Si |H = IR̂  on peut prendre C = I et retrouver le Brownien classi­
que. 
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§ II1 

DEFINITION DES APPROXIMATIONS 

II-l DEFINITION DES APPROXIMATIONS DU MOUVEMENT BROWNIEN 

Soit (t") 
k ) r2

n
 T ] u n e subdivision dyadique de [o,T] 

k=o,... L >* 

Pour t e [t n , t £ + 1 [ on définit [t] n et [ t ] n
+ par : 

k+1 

soit è n(t) = 2 n (6 - 0 ) 

y n(t) = 

w ; [ t j n 

ên(s) ds 

Remarque : On pourrait prendre n'importe quelle suite de subdivision 
dont le pas tend en décroissant vers zéro. 

II-2 DEFINITION DES EQUATIONS D'APPROXIMATION 

Soient les équations : 

II-2-1 : (l) n x n(t) = 
t n 

o(x ,s) dy + m(x ,s) ds s s J s 

on notera P n la loi de (x£) t ̂ £ Q Tj sur ( c ' ( c
t ) t < 

rt 
II-2-2 : (2) x(t) = a(x ,s) d3 + s s o * o I S ( v s) ds 

où m(x,s)=ra(x,s) + 2"(D l 0
a( x' s) ° a ( x ' s ) ' c ) 

on notera P la loi de (xt> t £ sur (C, (Ctï t £ 
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Par suite des hypothèses les coefficients sont lipschitziens 
pour l'ensemble des variables, on suppose que tous les coefficients de 
Lipschitz sont majorés par K ; de plus les équations (l) n et (2) possè­
dent une solution forte sur (Œ, ^ , ^ t , P, t £ [o TJ^' unique en 
trajectoire : enfin P est l'unique solution du problème des martingales 
((0,0), A s) où 

A g f(x) = <D f(x), m(x,s)> + j (D 2 f(x), a(x,s) Ca #x,s)) 

pour toute fonction f de 
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CALCULS PRELIMINAIRES 

I I I-l Soit g une application de IR dans IH trois fois continûment 
différentiable, alors 

g(t+h)-g(t)=hDg(t) + Y D 2g(t) .h 2+ J ̂  
t+h 

(t+h-u)2D3g(u)du 

I I I-2 Soit ( xt't6[b t ] solution de l'équation ( p D 

on peut écrire 

. n 
= X? + / m(x n,s) ds où = / ^(x n,s)B ds t t o s t ' o s s 

soit a £ = a (x£,t)3 t 

alors par application de à X, 

III-2-1 

- x m (x ,s) ds s 
"k+1 

+ (tn - t?) a < x n , t?)£n 
k +l k t n k fck k 

+ 2 ( t k + l " V ( t k ) 

1 
+ 2 ' 

t n 

k+l , n .2 '«n, x „ (t, 1 - u) A (u) du 
tn K 1 

k 

I H-3 Estimation de et a £ 

On remarque que est constant sur tout intervalle £t£, £ 
et x£ = a(x£ ,t) ê£ + m(x£,t) sur tout intervalle £t£, t£ +^[ 
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alors 

III-3-1 

à V ) = ( D 1 0 o<xJ, t) (êj )) ( 0<xJ,t). ) 

+ ( D 1 Q a(x", t) (b£)) (m(xj,t)) 

+ D01 °{\ '« ê î 

- (D 1 Q a(x£, t)o a(xj ,t)) (B J?(g) b£ ) 

+ »! («J , t) ej 

où ^ : (H x IR+ — > ( |fl , IH) 

III-3-2 

Kn(t) = $ 3 <xj , t) (SJ>© + $ 2 (XJ f t) (SJ • n ) 

2 

n 

OÙ $ 3 (X#t> e J £ ( I H ® , JH) 

$ 2 (X,t> e ( IH © F IH) 

<î>1 (x,t) € ( IH , IH) 

Déplus Sup | | Hf (x,t) | | et Sup ||*. (x,t)|| i = 1,2,3 
x,t 1 x,t 1 

se. -lis, les normes étant prises dans les espaces correspondants 

±- Expression de X^n ~ X % 
tk+l Te 

^ j , , n xrn /̂ .n ^n v . n n x • n On a don. X - X = ( t k + 1 - t k)a(x , ^ )B 
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+ 2 ( t k+l " t k ) V ^ j i ' V e tg 

1 ,.N . n,2 , n . riv , n N̂JÎLN 
+ 2 ( t k + l - V ( D 1 0 ° ( X n ' \ ) o a t \ n \ l \ n 

k \ ^ . k 
1 

+ 2 
'k+1 n 
n v k+1 - u ) 2 Z * T (xn , u) ( B n ^ )d u  

i = 1 i u u 

et compte-tenu du fait que : 

2 " &tf = <t n
k + 1 - t j) ê» - B - 3 

k \ fck+l fck 

III-4-1 

\n - X n = ° ( X n ' *k } " 6t" > 
V i fck S V i k 

+ 4 + 1 f1 ^ " n ' fcî } ( g n " 1 3 n } 

2 1 n k n n 
k k+1 Te 

+ 2 <°10 ° < \ n ' V ° ° < * > ° < X " n ' <)] ( B n - * n ^ 2 

Te fck k fck fck 

III-5 Majorations 

Pour la démonstration du théorème, nous utiliserons les majora­
tions suivantes qui sont suffisantes : 

UL±± E (sup||B - 6 M ) .< K . — 
k V l fck 2 

III-5-2 E (Sup||6 - g ||2) * K . ~ . 
K *k+l \ 2 

II - 49 



3 2 
IH-5-3 B [( E ||B - B M ) ] « K . — 

k fck+l \ 2 

1t #n 2 

a (x n , u ) 3 du I| )s K . -
t ] n U U 2 

III-5-5 E (Sup || x" - x n | | 2 ) * K 1 

t€[0,T] fc [t] n 2: n/2 

Démonstration 

4 
E(Sup||B ^ - 6 „ | | ) * 2 D . T . Sup E (||6 - 3 | 

k t n t n k i-n * n 
K V L fck k fck+l fck 

IL N 4 1 mais E ( g - B ) ^ K _ _ 
n n 1 2n 
k+1 c k ^ 

d'où III-5-1 

Pour III-5-2 

m ..2 | I 1 | 4 1/2 E(Sup||B - B I | ) * E (Sup ||B - B ) £ K. 

Pour III-5-3 

3 
E ( a H e _ - B | | 3 ) 2 ) = E ( E ||B - B n || .||a n 

III - 50 



Pour III-5-4 o étant bornée 

t # ' 2 
o (xn,u) 3 n du | | * K q 

U U J 
TT] N 

' B n ^ n II t n t n 

et par suite de I I I - 5 - 2 

't 
E (Sup 

t 
a (x n , u) B du | | ) * . 

[tj n U 2 

Enfin pour III-5-5 

2 n n 
l x t - x [ t ] n $ 2 

t .n 2 
o(x n,u) 3 du|| +| 

[t] n u U 

m étant bornée il existe une constante telle que 

2 
E(Sup | |xfc - x > * K S ' ¡ 77/2 

t 2 
m(x*\u)du| I ) 

on 1/2 
note K = Sup [K 1,K 1 , K 2, K 4, K 5 ] 

HI-5-6 E ( S | | (B n - 3 ) " - C (t" - t n ) | | 2 ) ^ K . — 1 1 n n k+1 k n 
K \ + l fck 2 

en effet pour t * t? soit N K = (3 - 3 ) © - C (t - t n ) k t t n k 
RT k 

d'où N T = 2 (3 - 3 ) (x) d 3 n u n u 

par application de la formule de Ito à et <f>(x) = (x,x) 

ki i 2 = 2 1* (N|\ 3 - 3 ® d S ) + f D 2 * ( N K ) (C (x) C)(u-TP)du J tn u u fcn ^ u J tn u ^ k 

1 V 

n 
k+1 

mais D <|>(x) = D<fr d'où il existe une constante notée telle que 

E I | N K M 

d'autre part 

( u - t k ) d u * K i • ; k 

E( l IN | 2) S 2" TVSup E (I|N k 

"k+1 
n
 2 ) * K . T . — 

t n n 
k+1 
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IV 

ETUDE DE LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE 

EXISTENCE D'UNE SOUS-SUITE CONVERGEANT UNIFORMEMENT 

SUR PRESQUE TOUTE TRAJECTOIRE 

IV-1 THEOREME 

Sous les hypothèses ï-2, la suite des solutions des 
équations (l) n : 

rt 
© n x" - a ( x

n , s) dy n + m (x" s) ds 
-̂̂  t ] s s s j s s 

converge en moyenne quadratique vers la solution de l'équation @ 

t j 
rt 

a(x . s) d 6 + m (x s, s) ds 

au sens suivant : 

lim E( Sup | |xj - x | | 2) = O 
n t $T Z Z 

IV-2 COROLLAIRE 

Sous les hypothèses T-2, on peut extraire une sous-suite 
(x JfcgjN d e l a suite ( x l l ) n g w telle que lim Sup| | x (eu) -x t (u>) | |= O 

n t£T t 
W p.p 
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IV-3 DEMONSTRATION DU THEOREME IV-1 

D faprès III-2-1 et III-4-1 

n 
x t " m(x ,s) ds + s r~ -i ~ a (x , s) B ds 

[ t ] n 

1̂ 
+ E a (x n , t? ) (g - o ) + JL_ s ¥ ( x

n
 t n } ( g _ g j 

k=° k C i t n
k * n + 1 « 1 *; k t k + 1 ^ 

+ I l (D 0 ( x n ,t n ) o 0 ( x n
n , t n)) ( g 

2 k=0 1 0 t" k t? k t n 

k k ''k+l 

î î 
k:0 

n 
3 

~ u) ( ï 2 n l «. (x n, u) (g x wk+l i=l î u 
k+1 

) ) du 

où kj - [2 n t] - 1 

d'autre part x t " 
ft 

m (x , s) ds + 
0 s O a ( V S ) d ^ 

2 ( D10 o ( x s , s ) ° a ( x s ' S ) ( C ) d s 

alors on peut écrire 

IV-3-1 x^ - x t = 
J o s 
_ ft 

s) - m(x ,s) ) ds 

+ 2* o(x , s) (g „ -6 ) ds 

- *1 
E a(x n , t?) (B - 0 ) -

-k=° < C l * î 

^ o ( x , s) d 6 o s s 

i I lD 1 r t a(x" , t")o a(x n_ ,t n ))(B -6 )© 10 " %".n ' "k 
k 

n ' k t1" ^ 
ck+l Te 

k=0 
t 
Q (D 1 Q a(x g,s)o o(xg,s) ) C ds|. + e (t) 
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On va démontrer qu'il existe deux constantes a, b telles que 

T 
E (Sup I|x t - x t|I ) * a • - n / 2 + b 

t*T 2 

E (Sup || x n - x ||2) ds s s 
S£t 

Pour cela, nous allons examiner chacun des termes de IV-4-1 

Pour le 1er terme m étant lipschitzienne, il existe K tel que 

E ( Supl 
t£T 

IV-3-2 

(m (x g, s) 
s 

- m(x g, s))ds| | 2 ) £ K 2 T | E(Sup| |x" - x | | ) 
O s<t 

Pour le 2ème terme, d'après III-5-4 

IV-3-3 

E (Sup 1 1 2 ° a(x" , s) (6 - B ) ds|| ) $ K . . 
t*T J|t]n s [t]^ [t] n - n / 2 

Soient K (t) le 3ème terme, 
n , n x , n . n N _ R . n . n R-et a (x g , s) = a (x n , t f c ) pour s € [ fc

k ' L 

alors 
K V ) = 

( t 

- s 

(a (x , s) s - a (x n , s ) ) d s 

rt 

s 
( a(x n , s) s - a(x , s ) ) d s 

't 

r t ] n 
/ n 

a(x ^ , H n ) d B S 

K 1 1 ' 1 (t) + K N ' 2 (t) - K n ' 3 ( t ) 
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K n , 1 ( t ) et K n' 2(t) sont des martingales dont la norme est 
de carré integrable alors 

E(SU P | | K ^ H 2 ) * i E (MK»' 1 (T)||2) 

et la formule de Ito appliquée à K n'*(T) et f(x) = | |x| | 2 = <x,x> 
entraîne que 

r E t |K n , 1(T) M 2 é K, E||o (x", , s ) - o(x^ , s) 

E ||K n' 2(T) M 2 S K 2 f EI I a (x , s) - a(x g , s) 

ds 

ds 

compte-tenu du fait que a est lipschit2ienne et que 

N T N . /H X R N ^N r 
a (x s , s) = a(x n , t k ) sur [t k . 

IV-3-4 

E (Sup I|K n' 2 (t) I I ) S 
t£T 

_ E ( x - x ) ds O 1 1 s s 1 1 

S E (Sup I | K n > 1 (t) I I ) S K ( ï. 

t<T 

t" 
k + 1 „ , 

(E D|x" - x n J | 2 ) + (s 
s . n t n t k t k K 

t j V j d s 

* K 3 ' 2n/2 

ft 7 1 

^-3-5 enfin E <Sup||J^ N a(x ^ n , [t]") * B j I >* K
 4 • J 7 2 

en conséquence il existe une constante K Q telle que 

1 
IV-3-6 E (Sup I |Kn(t) I I ¿ K ( — T T - + 

tv<T ° 2 n / 2 J 

n E (Sup I|x - x I I ) dt 
s*t 
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Pour le 4ème terme, notons le L (t) ; soit également 
<t>(x,t) = D^ 0 a(x,t) o a(x,t) c|> est lipschtizienne et bornée 

et L n(t) = |-
1 

Z 
k=0 k+1 \ 

T i l 1 

1 

k=0 
+ 1 * s ( • , tj ) o ( t n

+ 1 - t: 
k 

k' 2 Jo (x , s) C ds s 

1 
+ 2 ^ ( 4> (x , s) - $ (x ,s)\ C ds o s s ' 

L n(t) = (t) + (t) + (t) 

on a (t)|| 2 - K 

d'où 
RT 

IV-3-7 E(Sup ||L (t) I I ) S K 
t<T J 

n E (Sup ||x - x || ) ds 
O s£t 

11 
pour L 2 (t) soit <J) (x g , s) = <|>(x n , t£ ) si 6*[t£ # t k + i f 

rt t 

'2 ( t ) = 1 JO ( < T > N ( V S L " * ( V S ) ) C D S " } [ t ] n ^ ^ [ t ] 1 1 ' W n ) c d s 

En conséquence, il existe une constante K telle que 
6 

IV-3-8 E(Sup (t)||2) $ K 6 . 

pour (t), on remarque d'abord que c'est une martingale à valeurs 
dans IH 

soit alors (Tl = <k(x , t n ) ( (6 
t n k t n t ^k k+1 c k 

(x) 2 

comme de plus 4> est bornée et la norme provient d'un produit scalaire, on a 
2 

E (Sup | |L* (t) | | 2) <: j E ( | |L" (T) | | ) = i E ( Z < ti\* J j » 
t kj 
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m a i s E < T» K , ff\3 > = O si k t j 

d'où E (sup (t)|| 2 ) »< | b ( z ||<nk||2) 

* f B ( E| I (B - 3 ) 
k V i *k 

© 2 
c<t k + 1- « I I 2 ) 

en utilisant le même argument de martingale que précédemment, on a 

© 2 n n % 1 | 2 . © 2 „,,2. E ( Z | | ( B n - B n ) - C (t£ + 1- tj)|R) = E(||Z (B „ "B J -CT|R> 
k V l \ k t n t n 

* fck+l Te 

et on sait que : 

lira E ( | |Z (B 
n k 

en conséquence 
"k+1 

6 ) ® 2 - c t | | 2 , = o 

lim E ( Sup I |L^ (t) I | 2 ) = 0 
n t<T 

en fait, on peut même démontrer que : 

IV-3-9 E(Sup I |L n (t) I I 2) < K 1 . — 1 n 

en conséquence 11 existe une constante telle que 

IV-3-10 E(Sup ||L n(t)|| 2 ) < K ' (^777+ L (E (Sup | | x n - x J | 2 ) ) dt) 
t<T ° 2 n / Z 1'° s<t S S 

enfin pour le dernier terme (t) , rappelons que 

î 
1 (x" - t" ) (R - B ) 

k = 0 t" k t" . < k k+1 k 

+ * t i , 

,ni P 1 k + 1 n 2 n ® i I 
2 n ( ( T V + 1 _ U ) ( Xn' U ) „ "P „> ) d U 

U = o Jt,n k + 1 1 u t n . t? -J k+1 k 
= I n(t) + Z J n , i ( t ) 

i=l 
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Examinons I (t) ; 4^ étant bornée 

| i n ( t ) | U < — E 1 

2 n k=0 \+l k 

$ K . SupI 

k+1 

d'où 

IV-3-11 E (Sup ||i n(t)|| 2) £ K 2 E (Sup||B - B I | 2) ^ K 2 . -iy 
k fck+l fck ^ 

Pour les termes J*!'?" i = 1,2,3 ; $. i = 1, 2,3 étant bornées \ t ) i 

i 
| j n , 1 ( t ) | | * K . I 2 n i ||B - B II 1 ( 

n 
k+1 
n ( t k + l " U ) d u ) 

K „n(i-3) 
* 3 T. I |B 

k t k+1 

et E(Sup M j ^ V H I 2 * f 2 2 n ( i - 3 ) E ( ( Z||B 
t*T k t: k+1 

B lll»2> 

d'où 

IV-3-12 E(Sup ||J^J || ^ K x . - 4 n . 2 2 n E (Sup | | B n - B n | | 2 ) * 
t£T 

k V i *k 

2_ 
2n 

IV-3-13 E(Sup | | j " ; 2 | | >* K1 . . 2 2 n E(Sup| |B n - B n l | 4 ) ^ - ^ 
t£T Sfl fck 

IV-3-14 E(Sup | | j n ' 3 

tST (t) 
S K« E ( ( E 3 

k t n 

') ) ^ 
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En conséquence il existe une constante telle que : 

I V - 3 ' 1 5 E(Sup|| e n(t)|| 2) * . 
t^T 2 

Finalement, de IV-3-2, IV-3-3, IV-3-6, IV-3-10 et IV-3-15, 
on déduit qu'il existe deux constantes a et b telles que : 

RT 
E (Sup ||xj - x t| | 2 ) * a . - ^ y + b 

t<T 
E <Sup||x* - x s|| 2) dt 

O s<t 

d'où on déduit, par application du lemme de Gronwal : 

2 
E(Sup I |xj - x t| I ) * a -^7ï e bT /2 t<T 2 

n 2 
En conséquence lim E (Sup | |x - x | | ) = O et le théorème est démontré 

n t*T 
IV-4 DEMONSTRATION DU COROLLAIRE IV-2 

Par suite du théorème IV-1, la suite (x11) converge vers x 
s/>2

 n € r N 

dans Z (C, (C ) , W) 
C t^[o,T] 

n, 

telle que 
En conséquence on peut en extraire une sous-suite (x ). „ 

kfc «N 

n k 
x . > x. W p.p 

k > oo 

c'est-à-dire telle que 

lim Sup I I x (a)) - x (OJ) | | = 0 W p.p 
k U T * Z 
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Chapitre III 

APPROXIMATION EN LOI DES SOLUTIONS 

D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE 

PAR RAPPORT AU MOUVEMENT BROWNIEN 

PAR DES PROCESSUS DE SAUT 

n o : 
INTRODUCTION 

Dans ce chapitre on envisage l'approximation en loi des solu­
tions d'une équation différentielle stochastique par rapport au mouvement 
Brownien. 

Plus précisément on considère une suite de processus de saut 
pur (ou de saut pur recentré) à accroissements indépendants et station-
naires telle que la suite correspondante des lois converge faiblement 
vers celle du mouvement Brownien sur l'espace D([0,T], (R^) muni de la 
topologie de Skorokhod. 

Pour de tels processus, on sait définir l'intégrale stochasti­
que et étudier l'existence et l'unicité en loi des solutions des équations 
différentielles stochastiques correspondantes. [ 2 ] on montrera que la 
suite des solutions converge en loi vers une diffusion solution d'une 
équation stochastique par rapport au Brownien. Kurtz a démontré un théo­
rème central limite qui, pour une suite convenable de processus de saut 
pur, assure la convergence des lois de processus centrés et normalisés 
vers la loi d'une diffusion. [f>] 
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Toutefois, ce théorème ne permet pas de mettre en évidence 
la convergence en loi des solutions des équations vers celle d'une dif­
fusion solution d'une équation différentielle stochastique par rapport 
au Brownien. Skorokhod [17 \ & démontré que, si la suite des générateurs 
infinitésimaux converge vers le générateur infinitésimal d'une diffusion, 
alors il y a convergence des systèmes finis de probabilités conjointes. 

§ II 
DEFINITION DES APPROXIMATIONS DU MOUVEMENT BROWNIEN 

II-1 DEFINITION DES PROCESSUS DE SAUT 

Tous les processus seront définis sur l'espace canonique 
(D ( [ O , T ] , p d ) . S), ( £ > T ) T E [ 0 F T ] ) O Ù 

( D = D ( [ O , T ] # lRd) = {f : [o,T]-HRd continues à droites pourvues de limites à gauche} 

D est muni de la topologie de Skorokhod. 

On se donne une suite ( (y^) r n -1 ) de processus de 

saut pur, à accroissements indépendants et stationnaires. Chacun est en­
tièrement caractérisé par sa mesure de Lévy v11 . 

Pour toute la suite, on suppose que v n vérifie les proprié­
tés suivantes 

II-l-l 

v n{o> = 0 
n d d d v flR^) < + 0 0 où IR = tR^ - V £|V £ voisinage de zéro. 

) < + « J |x| 4 dv n(x 

J x © x dv n(x) = C 

soit alors pour chaque n 

N n ( . .) une mesure de Poisson telle que 

E( N n(]0,t], A) = tv N(A). V A : o ^ A 
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soit S"(A) = N n ([0,t], A) - tv n(A) V A : A 

(3^(A)) t^ £ Q T-j est une martingale centrée de carré integrable. 

Enfin soit tel que 

Uzlzl y

n

t = p J x ae n (s,x) 

(yt> t ^ TJ e s t u n e martingale centrée et 

E ( Y* © y " ) = t. C. 

II-2 DEFINITION DES APPROXIMATIONS 

II-2-1 ; Notation 

d d 
On notera (* •) le produit scalaire sur R © R tel que 

(A, B) = trace A o B* 

H-2-2 ; Définition 

Une suite d'approximation est une suite de processus (y11.) , 
ne N 

telle que 

i ) (y^K^Tn m 1 e s t d é f i n i e en II-1-2 t te I U / 1 J 

ii) pour toute fonction g définie sur R d à valeurs réelles deux 
fois continûment différentiable au voisinage de zéro et telle que 
g(x) - g(o) - <Dg(o), x> soit integrable pour chaque v 

lim 1 o 
(g(x) - g(o) -< Dg(0), x> ) d\»n (x) = j (D g(0) , C) 
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I I - 2 - 3 : Lemme 

La suite (y11) M définie en I I - 1 - 2 converge en loi vers le • n £iN 

Brownien de matrice de covariance C 

Démonstration 
i <u,y£ >+ i <V, y" > 

Soit . (u,v) = E (e 1 2 ) T > T 

t l ' T 2 

par suite de l'indépendance des accroissements 
n n . . n ^ i<u, y - y > Ku+v, y > 

4>n (u,v) = E (e t 2 tl) E (e t l ) 
V FC2 

i<u, y£ > f i <u x> n 

mais E (e ) = Exp t ((e1 < U ' - 1 - i<u,x >) dv (x) 

/ v i <u,x> soit \p (x) = e 
« Ê » i <u,x> Diji (x) = i e u 
2 . . i <u,x > D i(j (x) = - e u (x) u 

en conséquence 

F 
( ijix) - • (0) - <D * (0) , x> dv 1 1 (x) E (e 1 < u ' y t > ) = exp t 

n 
et E (e 1 < U / Y t ^ > exp - 7 - t tr [ ( u ® u ) c ] 

d'où 

(u,v) -> exp - j [(t 2- tx) tr [(v©v) c ] - t x tr [(u+v)®(u+v))( 

= <t> 4. (ufv) 
t l # fc2 

soit ^ r -1 un Brownien de matrice de covariance C, alors t t€ LP/TJ 
i <u, 8 > + i< v, S > 

E (e 1 2 j « A ( U # V ) 
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Il y a donc convergence des systèmes finis de probabilité. 

d'autre part 
ft. 

E(|y n " y" | 2) - f 2 ds [ |x| 
t 2 *1 J t l 

2 d v n(x) = (t 2- t t) C 

l'indépendance des accroissements, la continuité du processus limite et 
l'égalité précédente permettent d'assurer la convergence des lois P n vers 
celle du Brownien de matrice de covariance C . 

II-3 REMARQUES 

II-3-1 : La condition iij de la définition II-2-2 est équi­
valente à : 

iii) toute fonction f définie sur fRd à valeurs réelles, telle que 

. If (x) I d v (x) < + 0 0 vérifie d 1 • JR e 

lim 
n 

d |f (x) I d v n(x) = O 
IR 

Démonstration 

ii) — > iii) 

Soit f telle qu'en iii) et g » f . i d if g d v n = 

et d'après ii) lim g(x) d v n ( x ) = 0 d'où iii) 
n J 

iii) =*̂ > ii) 

Soit g deux fois continûment différentiable au voisinage de 
zéro et telle que 

f(x) = g(x) - g(o) - <Dg(o), x > soit integrable pour chaque 

2 
D g étant continue au voisinage de zéro, soit e et V tels que 

2 2 |D glu) - D g(o) L< e V u t v 
1 e 
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alors f (x) d v n( x) = j f (x) d v n(x) + f(x) d v (x) 
e e 

le 2ème terme tend vers zéro d'après iii) 

et f (x) d v n(x) - | (D 2 g(o), C) |* \x\Z d v (x) + e tr C 

d'où lim I f(x) d vn(x) = -j (D 2g(o), C) 
n 

II-3-2 : Par application de ii) à g (x) = x on a 

lim 
n 

|x| 4 d v n(x) = 0 

et de l'inégalité ( |x| 3 d v n ( x ) ) 2 ^ | x | 2 d v (x). | x | 4 d v n ( x ) 

on déduit que lim 
n 

:| 3 d v n(x) = 0 

II-3-3 : si |x| dv n(x) < + oo et jx dv n(x) = O 

alors y = xd N A (s,x) 

II-4 EXEMPLE 

o d Soit Q une probabilité sur (R telle qie 

Q u {o} = O 
o d Supp Q = S compact de ff* 

x d Q (x) = 0 x 0 x d Q°(x) = I 

soit x suite de nombres réels tendant en croissant vers l'infini,^ = 1 

Définissons une suite de mesure de Poisson 
(• •) ) ^ IXT telle que 

n^ (N 
E (Nn([o,t] x A) ) = X t Q n (A) = t v n ( A ) où Q° (A) = Q°(»/X .A) 

f 

t 
soit alors y t = x d N (s,x) 
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Vérifions que pour toute fonction g définie sur fR , à valeurs 
réelles, deux fois continûment différentiable au voisinage de zéro et telle 
que g(x) - g(o) - < D g ( o ) ' x ^ > s o i t integrable pour chaque v n , on a : 

lim 
n 

g(x) - g(o) - < Bg , x> d v (x) (o) 

= y (D 2 g(o) , I) 

1 2 = y trace D g(o) 

par suite de la définition de v (x) on a pour toute fonction f integrable 
n 

pour v 
f (x) d v (x) = X f(o x)E dQ (x) n en notant — = a 

n 
alors 

j(g(x) - n, g(o) - <Dg(o),x> dv (x) 

- * n J s 9 ( < V ° " g ( o ) " < D g ( o ) ' ° n X > d Q ( x ) 

soit <J>x(u) » g(ux) - g(o) - <Dg(o) , ux> , u 6 IR 

• x(o) - O 

<f>x(u) est 2 fois continûment dif férentiable dans un voisinage de zéro 
indépendant de x et <J> (u) » — D%g (eu. x) (x $ x) 

X £, X 
alors 

g (a x) - g(o) - <Dg, . , a x> d Q (x) 
S n (O; n 

(D 2 g (6 X a n- x) - D 2g(o) (x ® x) d Q°(x)+ y (D2g(o) ,1) 

D g étant continue dans un voisinage de zéro pour tn * n ) 

2 2 Sup |D g( 0 a • x) - D g(o) | ¿ e 
x£ S n 
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En conséquence 

1 2 
[g(x) - g(o) - <Dg(o), x>] dv n(x) = j trace D g(o) lim 

n 

o 
En particularisant Q 

d 
soit Q° = 4T Z A ou e, = (5 , , ) , . 

2d ±a n e i 1 1 3 j=l...d 

( y ^ ) ^ ^ ^ est une marche aléatoire symétrique poissonnisée 

HYPOTHESES GENERALES ET EQUATIONS D'APPROXIMATION 

III-1 Notations 

IRd x (R + -> ( <Rd, (Rd) ^ lRd ® fRd 

m : JRd x (R + > (Rd 

m et a sont deux fonctions Boréliennes 

III-2 On introduit les équations d'approximation 

(1) X T = X Q + t a ( x . s) dg m + 
rt 

m (x , s) ds 
o s 

(i; x = x + a(x * s) dy + m (x , s) ds t o s s i s «'O «'o 

où (ê ) est en Brownien tel que < 3 >
t

= c-t 

(y;>t«[o,T] d é f i n i e n 2 - 2 - 2 

III-3 Hypothèses générales sur les coefficients 

Pour toute la suite, on supposera que : 

- a et m sont bornées 

- a et m localement lipschitziennes en ce sens que 
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' ° 3cR> o : 

|o (x,s) - a(y,s) | * C R 

|m(x,s) - m (y,s) | « C R 

V x,y : |x| < R 

I x - y | 

I* - y| 
et |y| < R V sé[p,T] 

sous ces hypothèses il y a existence et unicité en loi des solutions 
simultanément pour les équations ( J ) et ® n [ 2 ] 

n€IN 

III-4 Formule de Ite généralisée 

Soit (g ) t' t € [0,T] un mouvement Brownien de matrice de covariance C 

t ) t ^ [ o , T ] U N E m e s u r e d e poisson recentrée de mesure de Lévy v 

b : [O,T] x « -^£(IRd, (Rd) 
a : [o,T] X tt -> R d 

f : [0,T] X (Rdx ft —> fRd 

g : [0,T] X fkd > fRd 

QE|b (s) | ds < «,j o E|a (s)| ds <»,! M F (s,x) | ds d v (x) < 

III - 68 



g deux fois continûment différentiable en x 

rt 
|g(s,n + f(s,x)) - g (s,n )| ds d v (x) < + 

S S i=l,2 

où n. = a(s) ds + 
rt 

b (s) d 6 + o s 
rt 

f(s, x) d 6 (s,x) 

alors 

g(t, nt> 
t 
o 
t 

1° i 

< D j g(s, n ) , b(s) d 6 > o o x s s L(g) (s) ds + 

[g(s, n + f (s,x)) - g (s, n )] d è (s,x) 
W S S 

où L est un opérateur intégro-différentiel L(g) = L
0 ^ ) + 1»̂  (g) + L v (g) 

avec L^g (t) 

L vg (t) 

D 1 0 g ( t ' V + Dol g ( t ' n t ) ( Œ ( t ) ) 

L x g (t) = - ( D q 2 g(t, nt) f b(t) C b*(t)) 
[g(t, n t + f (t,x)) - g(t ,nt) - (Dg (t,nt) f (t,x))]dv(x) 

III-5 Propriétés de (x£) t ̂  £ 0 TJ solution de n 

III- 5-1 Le processus ( x ^ ) ^ ̂  T j est un processus de Markov. 
Soit A n son générateur infinitésimal, toute fonction f continûment diffé­
rentiable et telle que f 1 soit borné est dans le domaine de A n et 

A f(x) = <D f(x) , m (x,s)> s 
[f( x + a (x,s)u ) - f(x) -< D f(x), a(x,s)u>] dv (* } 

III-5-2 Pour la suite il est nécessaire d'estimer les moments 
d'ordre 2 et 4 de z

t
 = / n x-, n 

o <r(xs,s)dys 

La formule de Ito permet de le faire 

Ecrivons n 
Z t = 

a(x^fs) d$ n(x,s) 
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- soit g(x) = |x| = <x, x> 
D g (x) = 2x 

alors g(z. ) = L. g (s) ds + 
T J O V n 
ft 

E(g(z£>) = 

o (g(zJJ + o ( # ) x ) - g ^ 1 ) ) dg n (x,s) 

E (L g (s))ds o v n 

avec L g (s) = < a ( x n ) x, a ( x n ) x > dv 1 1 (x) s s 

a étant bornée II g (S) 1$ K • 2 n 2 
Ixl dv (x) = K tr. C 

en consequence 

E |z£| 2 £ K 2. tr C. t 

. . 4 2 

- soit g(x) = |x| = <x,x> 

Dg(x) = 4 <x, x> . x 

(| zn + a(x n>|x| 4 - | z
n | 4 - 4 |z n| 2.< z

n , a(xn)x> ) d v" ' s s 1 1 ' s ' ' s 1 s s (x) 

/ n x . n x 2 , n <o(x g)x, a ^ x
s ^ x > d v M 

+ 4 (< z , a(x )x>) d v (x) 

+ 4 (< , a(x^) x > | a (x 1 1) x | 2}d v n(x) 
s s s 

+ 2 f | z n | 2 < a(x n) x, a(x") x > d v "(x) 
J 1 S 1 s s 

n 2 2 
a étant bornée par K et E |z I ^ K tr C. t 

On en déduit que 
4 

E |zj| ^ K . t |x| 4 d v
n ( x ) +3 K 4(tr C ) 2 t 2 

+ 4 K 4 ( t r C ) 1 / 2 t 3 / 2 3 _ n, x d v (x) 
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Ili-5-3 Lemme 

Il existe une constante K et une suite (Ô ) ^ ̂  telles que 
n nfc/N ^ 

lim ô = 0 
n -H-°° 

E iz* - z n | ^ K (t - s) (ô + (t-s)) 
1 t S 1 v N 

V s, t é [oj] s £ t 

v s(t) 
Le lemme résulte de la majoration précédente appliquée à 

t :> s s fixé t . n » _ n a (x ) dy s u u 
Ô = n 

i i 4 n x dv (x) + Ixl d v n (x) 

III-6 Générateur infinitésimal de (xt) t e £ 0 T J 

Soit A le générateur infinitésimal de ( x
t^ t^Jp t ] ' t o u t e 

fonction f deux fois continûment différentiable, telle que Df et D 2f 
soient bornées, est dans le domaine de A et 

A f (x) = < Df (x) , m(x,s) > s 
+ y (D 2f(x), a(x,s) C o*(x,s)) 
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1 § iv 

ETUDE DE LA CONVERGENCE EN LOI 

IV - 1 T H E O R E M E 

Soient - a et m vérifiant les hypothèses III-3 
" ( X ! X * Tn ml solution de l'équation (l) n et P n 

t te [U,TJ N 

la loi de ( * t ) t t [ 0 f T 2 

" ' V t t [ 0 T] s o l u t i o n d e l'équation (1) e t P 
la loi de < x t ) t f e L o / r l 

Alors la suite (P ) X i k T converge faiblement vers P, sur 
^ n n t W 

D( [ O , T ] , (R ) muni de la topologie de Skorokhod. 

La démonstration se fait par étapes suivant un schéma clas­
sique : 

IV-2 LEMME 

{P } A. est relativement compact *ur D(ro,T|, V* ) et si 
n ntIN ' ^ -1 

£ est la limite d'une sous-suite £ ( |f ( [p/*] , p )) = 1. 
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IV-3 LEMME 

Pour toute fonction f de C ° (R ) 

A n. f(x) > A f(x) 
s s 

uniformément en (X,S) 

IV-4 LEMME 

Soit P la limite d'une sous-suite (P^ ) alors pour 
toute fonction f de C ° (*d) k k £(N 

f(x ) - f(x ) -t o A f(x ) ds est une P-martingale 
o 

d d 
ç£ (R ) = {f : IR * IR indéfiniment différentiables à support } 

compact. 

IV-5 DEMONSTRATION DU LEMME IV-2 

\ 6 D ( [ ° ' T ] ' ^ 

soit A) (Ô) = Sup |X - X I 
IT-S|$Ô 

s,t l[0,t] 

P (X11 = X ) = 1 alors o o 

Pour démontrer le lemme IV-2, il suffit de vérifier que 

IV-5-1 V e V ri J 6 e t ] no : 

P { x : A) (Ô) £ e) $ n V n > no n x 
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D'autre part, on a : 

IV-5-2 P {x : w (6) £ 3C } 

où 

><: Z P n {x : Sup | x(») - x (t {) | ̂  e } 
1 = 1 n V i $ s < t i 

(ti) i = 1.. r est une subdivision de [O,T] telle que 

t ± - t t > 6 2 $ i « r- i 

Examinons P n {x : Sup |x(s) - «(t^jj» | } 

- - r 
•'o 

est une martingale et - x n = - z n + m (x11 ,u) du t t s t s I u 
J C 

Soit z" = I o(x n,s)dy n 

s s 'o 

alors 
n ni ^ „ i n n Sup |x - x I ^ Sup |z - z I + (t.- t ) Sup |m(x,s) 
:L-1 S :L-1 S 1 1 - 1 x,s I 

t ^ s < t t . £s < t i-1 s i i-1 v i 

et(z*V ^ r n étant une martingale on a t t € [p,Tj 

P( Sup |z" - zn\ > c) « i- B(|z" - ,» j4) 

4 
mais d'après III.5.3 E( |z - z | ) « K(t - t ) (ô + (t - t 

t^ ^ i i— x n j . i 

soient 6 «t une subdivision (t.) . 4 y . 
i 1 = 1..* 
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tels que 
6 < t. - t, « i = 2, ... r-1 

1 i-1 1 

e Sup (t. - t. J « 2 6 
x 1-1 12. 

alors 

- - - --- Sup |m(x, s)| 
x s 

P {x : Sup x - x̂ . > e/3 } 
n t S V l V l ^ s < t± 

* P { Sup |zj - z n| > e/6) 

V i ^ s < t i 1 _ 

« i l E ( l < - «J I 4) < (t. - V l ) ( ( V V l ) + 6 n) 
4 1-1 i & 

e 

et P {x : w (6) > n x 
r 

« ^ 6 4 K (t. - t. ) ((t.-t J + 6 ) 
. « A 1 I" 1 1 1 - 1 11 1=1 e 4 

s< ^ 4 K T , [sup ( t . - t , ^ ) ] + 6 n) 

mais Sup ^ ti~ ti-i^ ^ 2 6 
i 

et lim <5 = O n 

I e À n e 4 

choisissons ôtel que <$ ̂  -r-2 12 Sup |m(x,s)| 2 . 6^ K . T 
x,s 

4 
et no tel que V n ^ no <$ ^ T* 

n 2 6 4. K . T 

alors P {x : w (6) > e } ^ n n x 

dès que n £ n Q. 
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Il en résulte que{p n} ^ ^ ^ est tendu et donc relativement compact. 

De plus si P est la limite d'une sous suite on a P (C) = 1 où 

C = ([o,T] , <R ) (Billingsley [ 1 ]) 

IV-6 DEMONSTRATION DU LEMME IV.3 

Soit f t (, ( R ) 

A n f (x) = < D f (x) , m(x,s) > 
s 

j[f(x + a(x,s)u) - f(x) - <D f(x), a(x,s)u> ]dv n(u) 

Âg f(x) + <D f(x) , m(x,s)> 

Soit <f> (u) = f(x + a(x,s) u) 
X i s 
*x,s S "* > * 

d ^ d d D <(>x g : IR > <£> ( (R r R) ^ IR 

D 2 * x : (Rd [«Rd#<^( IRd, IR))} ̂  i6( © d ® (Rd# R) 

et D $ (u) = D f(x + a(x,s)u) o a(x,s) 
X t s 

2 2 D <f) (n) (h(x)k) = D f (x + a(x,s)u) (a(x,s)o(h (x) k)oa*(x,s) ) x » s 

de plus 4> (o) = f (x) X / s 

D<|> (o) = D f (x) oa (x,s) ^x,s 

d'où à (u) - 6 (o) - < D6(o) , u > 

= f(x + a(x,s)u) - f( x) - < Df(x), a (x,s)u)> 

et Â n f (x) -* \ D 2f (x) (( a(x,s) o C o a*(x,s)) s z 

pour chaque (x,s). 
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Il y a donc convergence simple . Montrons que la convergence est 
uniforme. 

Par suite des hypothèses 

2 M, (D f (x) , a (x,s)oCocr(x,s) ) = (D2f (x) , a(x,s)o(uOu)oa*(x,s) )dv n(u) 

D'autre part f est indéfiniment différentiable à support compact et o est 
bornée ; en conséquence 

1 2 ^ |f (x+a(x,s)u)-f (x)-<Df (x) ,a(x,s)u>- j(D f (x) ,o (x,s) o (uau) oa*(x,s) ) |*K|U| 

et | A * f(x) ~ A f(x)| = |5jf(x)- A f(x)| $ K |u| 3dv n(u) 

D'après II-3-2 lim 
n 

On en déduit que 

|u|3 dv n(u) = O 

lim Sup |An f(x) - A f(x)| = O s s n X, s 
c'est-à-dire la convergence uniforme. 

IV - 7 DEMONSTRATION DU LEMME IV-4 

soit f € • C° ( |Rd) 

Une application directe de la formule de Ito à f et x£ donne : 

f<*;> - f ( x o > - f A " f ( < ] d s -f l [ f ( x s + « o j d f 5( S,x) 

En conséquence 
n. 

f ( 
n n n x^) - f (xo) - A f (x ) ds est une martingale et pour toute fonction t J s s 

F . oD g • mesurable t continue et bornée 

n n 
E P (F . (f (x.) - f (x ) ) ) - E (F • 

L. S 

t 
A n f (x ) du) 

s u 
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soit une sous suite extraite de (P ) n ^ ^ e t convergeant vers P, on la note 
également (P ) , . 

Pn P alorse (F.(f(xt) - f(xs))) + E (F-(f(xt) - f(x s)) 

La convergence uniforme en (s,x) de A n f(x) vers A f(x) et la 
s s 

bornitude de F entraîne que 
Pn . E (F. 

rt g rt 

A n f(x ) du) -> E (F . A f(x ) du) 
rtJs « u Js u u 

( F - J S \ f(x u) 
d'où E (F. , x . N ^P . . . % ) du) = E (F. f(x.) - f(x )) 1 L. S 

en conséquence 

f(x.) - f(x ) - A f (x ) du est une P • martingale. 
t o J u u 

IV-8 DEMONSTRATION DU THEOREME 

L'équation(l) possédant une solution ((x ) - r ix(o) = x ) 
t t £ [o,TJ o 

unique en loi on sait que le problème des martingales ((0,X q), A^) possède 

une solution unique p ([ 14 ]) 

Plus précisément il existe une probabilité unique P sur 

C(CO,T] , CRd) telle que / ̂  P (x(o) = x ) = 1 o 
IV-8-1 I V f ££l 

> f ( x t < ) - tlx) - J A ü f ( X U ) du 

est une P martingale. 

D'après les lemmes IV-2 et IV-4 pour toutes sous suite conver­

gente extraite de (Pn) - la limite vérifie IV-8-1 
n t IN 

L'unicité de la solution P du problème des martingales 

((o,xQ) ' A
u ) entraine que la suite { p

n } n ^ ^ converge faiblement vers ï, 

ce qui achève la démonstration du théorème. 
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