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SUR QUELQUES PROBLEMES FONDAMENTAUX

DE LA THEORIE DU FILTRAGE

par

J. MEMIN






AVANT - PROPOS

Le but de ce travail est d'essayer de dégager en théorie
du filtrage certains outils qui sont maintenant largement utilisés,
et d'étudier systématiquement leurs propriétés. Les résultats
généraux donnés sont dus principalement aux travaux de Kalman et
Bucy, Kailath, Shyriaev et Liptzer, Ershov, Clark, Kalliampur,
Kunita et Fujisaki.

Deux motivations essentielles nous ont guidé

- D'une part il a semblé intéressant d'exposer ce qui était dispersé
dans de nombreuses revues. Nous nous sommes limités au cadre d'un
processus d'observation continu, obtenu par la superposition d'une
fonction du signal que l'on veut estimer et d'un bruit que 1l'on
suppose &tre un mouvement brownien, ou une martingale intégrale
stochastique par rapport au mouvement brownien. Ce cadre a suscité
de multiples travaux, et la bibliographie donnée ici est loin d'é@tre

exhaustive.

- D'autre part nous avons abordé certaines questions ouvertes. La
principale est celle de 1'égalité conjecturée de la tpribu des
observations et de la tribu des innovations. Cette question abondam-
ment étudiée ces derniéres années a déja donné lieu 3 plusieurs
démonstrations erronnées. Utilisant une idée exposée dans un poly-
copié de Liptzer et Shyriaev, j'ai cru trouver un argument détermi-
nant avant d'y voir une faille. Cependant 1l'exploitation de cette idée

cutre la résolution du probléme dans un cadre plus large que celui



traité par Kailath, a permis de dégager de nouvelles directions

de recherche qui pourraient se révéler fructueuses.

Deux axes d'étude préférentiels constituent les deux
parties du travail

La seconde partie traite du processus d'innovation
ses propriétés fondamentales, l'utilisation qu'en fait la théorie
du filtrage.

La premiére partie moins classique développe 3 partir
des travaux de Ershov, Liptzer et Shyriaev les propriétés de 1la
représentation liant les processus d'observation et d'innovation.
Le détail de présentation des paragraphes est donné en introduction

d chaque partie.

Ce travail m'a été suggéré par Monsieur le Professeur
Métivier, 3 partir de la lecture de plusieurs articles de Shyriaev
et Liptzer. Tant sur le plan des idées que sur celui de la rédaction,
ses conseils ont joué un réle déterminant.Je lui exprime ici ma
sincére gratitude.

Monsieur Keane a accepté de présider le jury auquel
cette thése est présentée. Je le remercie de cette marque d'intérét.

Monsieur J. Pellaumail m'a beaucoup encouragé, son
attention et sa disponibilité 3 mon égard, en particulier pendant
le premier trimestre 1973-1974% m'ont grandement aidé. Qu'il soit
remercié vivement.

Enfin, je remercie Mademoiselle Mouézy pour le soin
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1ERE PARTIE :

SUR CERTAINES EQUATIONS STOCHASTIQUES






1.- Introduction et rappels

L'objet de cette premidre partie est d'étudier 1l'exis-
tence, 1'unicité (dans un sens 3 préciser), et les propriétés des
processus solutions de 1'équation stochastique de type

t
(1) YJC = s a(s,Y) ds + wt

Cette étude est motivée par le fait qu'en théorie du filtrage la
représentation obtenue pour certaines classes de processus d'obser-
vation Y , 3 partir du processus d'innovation est justement du

type (1) 3 a(s,Y(w)) est une version de l'espérance conditionnelle
E [H(s,w)|j‘§] ou 312 désigne la tribu définie par les observa-

[

tions jusqu'd l'instant s et H wune fonction du signal 3 estimer.
Le coefficient o dépendant du passé, 1l'équation (1) n'est pas une
équation stochastique de type "Ito" et les résultats donnés ne
peuvent donc &tre considérés comme classiques. La plupart sont dus

a Ershév (2] et 2 Liptzer-Shyriaev [3] et {u]  qui ont, sem-

~

ble-t-il été les premiers 3 étudier intensivement cette équation (1)

Désirant faire une exposition aussi systématique que
possible, il nous est apparu nécessaire de les redémontrer complé-
tement, en y apportant quelquefois des précisions d'écriture indis-
pensables & la compréhension ou a la rigueur. En effet, un des as-
pects déroutants de cette étude est le fait qu'une base de processus
n'est pas donnée une fois pour toutes. On change souvent d'espace
probabilisé, ce qui introduit des problémes de factorisation, on
change aussi de famille de tribus ou encore de probabilité. Enfin
les distinctions faites entre la tribu engendrée par une famille
de variables aléatoires, la tribu complétée et la tribu engendrée

par cette méme famille de variables aléatoires et la famille des



ensembles de mesure nulle sont indispensables 3 certains endroits.

Dans les paragraphes 1, 2, 3, sont contenus les rappels
et des résultats que l'on peut trouver dans [2] , [3] . On démontre
des réciproques 3 partir d'arguments connus [3] , [12] s [?Q]
et [Sdl . Le paragraphe 4 étudie un probléme d'égalité de tribus
en utilisant une idée exprimée dans le polycopié [Q] au cours
d'une démonstration incompléte. La faille apparue suscite des ques-
tions apparemment non triviales. Comme direction de recherche, nous
indiquons une étude intéressante de Ershov [ii] . Le paragraphe
5 donne des résultats établis d'apreés [d] et indique clairement
le rapport entre les propriétés d'égalité des tribus et 1l'existence
de solutions fortes de (1) . Le paragraphe 6 aborde quelques géné-

ralisations des paragraphes 2 et 3

1.1.- Données et notations

¢ est 1l'espace des applications continues nulles en o,
de Ea,i] dans RY ; Q)i est la tribu engendrée sur c par les

applications x-5x(s) , pour sgt 3 ° =§3§

g est la loi du mouvement brownien canonique sur

(c,(@i) o<t<1) . Une base de processus est un triplet (Q,($¥),P)

ou (?%) te1 est une famille croissante de tribus définiles sur

og
2 ¥ o= T& , et P est une probabilité définie sur (,%) ; on
supposera que la tribu F  est P-compléte , et que les tribus 3}
contiennent les ensembles de P-mesure nulle de F

Dans ce chapitre, Y et W désignent des processus a

valeurs dans RY , & trajectoires continues, mesurables, définis sur

une



base que 1l'on précisera a chaque fois ;FI (resp :?'z) désigne la

tribu définie sur @ , engendrée par les variables aléatoires Yo

(resp : W,) pour s g t

)
W désigne un mouvement brownien avec le sens suivant
a) W est une martingale de carré intégrable
3 KN s e . .
b) Le processus W-, W > d variation bornée associé au

k

produit wlow de deux processus coordonnés de W est

3 k -
tel que pour tout t)<w s W > + = 8 t

k-
Rappelons que, utilisant un théoréme de Paul Levy repris par Doob, les

propriétés données sont équivalentes aux suivantes

a') W est un processus défini sur la base (Q’C}R%P)ostsl
d acroissements indépendants, normalement distribués de paramétres
(0, I(t-s)) , I étant la matrice identité dans Sf((Rq,Rq)
b') W, - W, est indépendant de :fs pour tout wu, s, t,
avec ogsgt<ugl
(voir par exemple : Doob "Stochastic processes", pages 384, thi11-9
et aussi [6] chapitre 4, th 9 p. 56 )
Py est la loi définie sur (C,GEF) par le processus Y

@% désigne le processus canonique correspondant &8 Y , défini sur la

c
base (c,(GSt))PY)

i (resp :Cﬁi ,fﬁg) désignent les tribus complétées de fbi

X (resp

‘}E ,:Ff) relativement 3 des mesures de probabilités que l'on précisera.

Ns’,L ~ w—

AL

/It (resp :sz) est la tribu engendrée par g:t (resp . F z) et la
famille des ensembles de mesure PY—nulle (resp : P-nulle) de G3i

(resp : de 5’¥)



° . P désigne la probabilité de densité ar rapport a P . .
¥ D P PP
et {.,.) désigne la norme habituelle et le produit scalaire associé

dans Rq

Note : "Z est un processus sur la base (Q,(?%),P)" implique en

particulier l'adaptation de Z 3a la famille (ft)

1.2.- Remarque : l'intégrale stochastique

Nous utilisons l'outiqmaintenant standard de 1l'intégrale
stochastique (cf. pour une présentation générale ([5 ; pour les
rédactions récentes de 1l'intégrale stochastique par rapport 3 une
martingale continue [6] , [7] , (8] , pour une présentation dans le
cadre des mesures vectorielles [ﬁﬂ ) .

Le plus généralement nous considérons 1l'intégrale stochas-

tique par rapport 3 un mouvement brownien.

1.3.- Le théoréme de Girsanov

On rappelle le théoréme suivant, maintenant classique

1. 31. Théoréme

Scit (Q,(G{),P) une base de processus, Y et W

ostsl
deux processus mesurables définis sur cette base, a valeurs dans Rq,
satisfaisant les propriétés suivantes

(A) W est un mouvement brownien g-dimensionnel

(B) Y (w) = /. A(s,u) ds + W_(u) Rp.s.

(C) A est une application de [O,i] x Q@ dans Rq, mesura-



ble, adaptée 3 la famille (3%) et telle que
P[fg |1ACs,0)] ]2 ds < eﬂ: 1

™ E [y]=1 ot
) = exp [- 7 (ats,w,a 0 ) - 3 sljac,w]]? g

alors le processus Y est un mouvement brownien défini sur la base de

processus (Q,(gt),\P.P)

Ce théoréme a été énoncé et démontré par Girsanov en 1960
(voir : [fl, Eﬂ s Dq ). Des généralisations ont été obtenues : cas

de processus a valeurs dans un espace de Hilbert, cas ol le mouvement

brownien est remplacé par une martingale continue de carré intégrable.

1.32.- Remarque

Avec les hypothéses (A) et (C) du théoréme, le processus

(%%)Ostsl défini sur la base (Q,(gk),P) par

t 1 t 2
\Pt(m) = exp [— fo (A(s,w), d ws) -5 IOIIA(s,m)II d%]

est une martingale locale (voir Eﬂ , [e] , [71 ) ; c'est également
une surmartingale (cf. [3) , [ , @ ) ; avec en plus 1l'hypothdse

(D) c'est une martingale (non nécessairement de carré intégrable).

1.33.- Remarque

L'hypothése (C) n'implique pas (D) : on peut trouver un
contrexemple dans Eﬂ - remarque p. 864.

Il est alors importént de connaitre des conditions pour
lesquelles (D) est réalisé. Deux cas importants démontrés dans Cﬁ , ]

repris dans [i] nous permettent d'avoir (D)



I1 existe 6§ > o avec E [exp((%h&) .l'cl)llA(s,m)H2 ds)]< o .
Remarquons, ce qui sera utile pour la suite, que cette

condition est remplie en particulier & chaque fois que

fi]lA(s,w)]I2 ds est borné.

Le processus A est indépendant du mouvement brownien W

2.- Théorémesd'équivalence et d'absolue continuité des lois P

y eth

2.1.- Proposition [ (2) , théoréme 1)

Avec les hypothéses (A), (B), (C) et (D) du théoréme de
Girsanov, énoncées au paragraphe précédent, la loi PY du processus
Y est équivalente 3 la loi {d du mouvement brownien canonique, et

dans l'espace (c, Qf) les densités sont données par les relations

Q.
™

2.11.- ar, (x) = E[\?IY = x:|

dp ~
2.12.- i N N AR
~

E [;.lf] désignant l'espérance conditionnelle obtenue en prenant la

~nJ
loi de probabilité P = ¥ P sur (Q,?)

Démonstration.

Y définit une application de (9,F) dans (c, &%) ; soit

PY (resp : EY) la probabilité image de P (resp : ?) par cette appli-

a4

cation ; le théoréme de Girsanov montre que Py = 8



% <¢ P implique B (P et dg_ (x) = E [ (w) | Y = x] P, . p-S.
Y Py ¢ Y
D'autre part, on peut définir 1'intégrale stochastique
'y = fg A(s,w) d W, » W étant une quasi martingale relativement a la
base (Q,(S}),E) avec : W, = Yt - IE A(s,w) ds . D'aprés le lemme 2.6.
. ~ < ot ) )
ona 2', = Z, P.p.s. ol 2y = 1 A(s,w) d W, , W étant cette fois
mouvement brownien sur la base (Q,(Tt),P) . On obtient en conséquence

~

¥ (w) > 0 P.p.s. et P.p.s. et
P ¢( P implique P, << B avec EE— (x) E {W ()] Y = X] B.p.s.

1]

2.2.- Corollaire
Avec les hypothéses (A), (B) et (C) la loi Py est absolu-
ment continue par rapport d la loi g du mouvement brownien.

Démonstration.

On peut obtenir une P-modification A de A ayant les
mémes propriétés de mesurabilité et telle que t 4/7f§ llg(s,w)][2 ds
soit continue (voir démonstration du théoréme 2.8.).

Soit alors T (w) = sup {t : f§|lz(s,w)||2 ds<n} , T est

un temps d'arrét de la famille (Té). Le processus A" défini par

AM(t,0) = 1 (w) A(t,m) est adapté 3 la famille (?;)
Tt
mf

Définissons alors le processus " sur (Q,(32),P) tel que

t
Yilw) = o AM(s,0) ds + W (w)
Comme d'aprds (C) , A" A P.p.s. on a Yn-——a Y P.p.s.
D'aprés la remarque 1.33(1) et la proposition précédente,

P est équivalente & g . Soit F e &

Po(E] = P[w & Y(w)eF] = p[knj [0 w: Y()eF} N (T - 1}]] :



Mais sur 1l'ensemble {T_ = 1}, Y =Y et donc

P [F] = P[g [€ w: ¥MweF}r 0 qT_ =1£D :

Si F est de mesure B-nulle, alors P n (F) = 0 et
Y
d'aprés 1'égalité précédente PY(F) = 0, D'ou 1l'absolue continuité

PY << B

2.3.~- Nous nous intéressons maintenant au cas ol les hypothéses (B) et

(C) sont remplacées par les suivantes

(B') Y, (w) = /T a(s,Y(w)) ds + W.(a) P.p.s.

(C') o est une application de [0,£Ix c dans RY progressi-
vement mesurable, adaptée 3 la famille (@i) et telle
1 2
que P[ /s [ la(s,Y(w))|]|© ds < é] =1 .
Note-
Les résultats qui figurent dans la suite avec la référence
[ﬂ sont en fait un peu plus généraux que ceux de Ershov puisqu'ils
2 - . Y c Y c
sont énoncés avec les tribus 5t et Q)t et non 9‘t+ et %t+ .

Les lemmes suivants justifient les opérations que nous

ferons avec ces nouvelles conditions.

2.4.- Lemme
Soit (@, (Tt),P) une base de processus, Y et W deux
processus définis sur cette base, W é&tant un mouvement brownien , Y

-~

un processus 3 trajectoires continues.

@ Si pour chaque t , W,c est CF: -mesurable, alors il

. . c
existe un processus 45*, mouvement brownien sur la base (c,(ﬁk),P ) avec



2:31.- Wt(w)

2.32.- T~

u%'o Y(w) P.p.s.
= Y-1 [S\’;‘tu}l .

C) Avec les hypothéses (B') et (C'), on peut définir W

+ =

tel que l'on ait en plus de ces propriétés la relation

2.33.,- '%t(X) = fg a(s,x) ds +'ui(x)

Démonstration.

A

() On peut trouver une modification wt de Wt qui soit

fﬁz—mesurable. Ayant ﬂfi z Y_1[§5§], et appliquant un lemme classigue

de factorisation pour chaque t (Q,TE) Y )(c,@5i)

illustrée par le diagramme suivant

(voir par exemple [id], prop. 3, p. 243) W, u}%
on obtient

ﬁt(m) 4§;o Y(u) d'ol

q A
(R ,GﬁRq)

W, (w) 4Cio Y(w) P.p.s. , et 2.33 en découle.

La vérification de ce que w est un mouvement brownien sur la

base (c,(@i),PY) est immédiate.

@ On définit directement W par

M%(x) = yt(x) - f; al(s,x) ds d'ol

A{z”o Y(w)
W o Y(w)

t

Y (w) - ST als,Y(w)) ds et
t e}

wt(w) P.p.s.

bO'est alors un mouvement brownien sur la base (c,(%i),P ) et la
relation 2.33. tient.
Le lemme 2.5. nous montre que la factorisation précédente

préserve l'intégrale stochastique.
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2.5.- Lemme
Supposons les conditions (A) et (B'), (C') remplies. Soit
le processus Z défini sur la base (9,§¥,P) par
Zt

On peut alors définir un processus 3 trajectoires P.p.s. continues 3;

rtals,Yw)) d W

sur la base (c,(@i),PY) tel que

gt = f; a(S,X) d’u); avec }to Y(w) = Zt(w) P.p.s.

Démonstration

a) Supposons d'abord que E [fé]]a(s,Y(m))Il2 dé] <

alors EPY E fél[a(s,x)||2 ds-] < o ., De plus les espaces
L [a x[0,1],% @ %’ﬂ » P@) | noté L2[9 x @,1]] et
LZ ECx[O,ﬂ s & ® QFQ,Q s PY®)] noté lI_.2 E [0,1:]] sont

isomorphes par l'application Y , X désignant la mesure de Lebesgue

sur (RQ,QE ) .
Rq

En raison des propriétés de l'intégrale stochastique, il

suffit de montrer le résultat pour les processus Z , du type

- - ~ Y . 3 C _1 -

Z, = 1H(wntws,?t ol H€fs . Soit Keﬁis , tel que Y[K-_]' H . Alors
= - ol = .P.s.

Zt 1Y_[11<—.| [W;A:Y M?;StY]. D'ou Zt(w) }1:.0 Y(w) P.p.s. en posant
= oMb

Yo ® I W - ). -

Z 4 . 1 2
b) Cas général. Puisque P, [ s llals,x) ][ ds < 41= 1,

1'intégrale stochastique }'t = fg als,x) d &U; est bien définie. Le

. c
processus (%%t)ostgl est une martingale locale pour la base (C’(Q%)’PY)'
On va alors se ramener au cas a).

Soit une suite {Tn} nely de temps d'arréts de la famille
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(Qi) tendant vers 1 lorsque n tend vers « et tel que le processus

t T
Pd L > A n -
( défini par =‘f als,x) d W soit une mar-
thTn) t€|:0,1] étATn o ’ s

tingale de carré intégrable pour la méme base. On considére les temps

d'arréts T o Y , de la famille CF:) et les processus
taAT 0 Y
n
(ZtAT o Y) tel que ZtATno vy *Jo a(s,Y(w)) 4 W

n t [0,
Ce sont des martingales de carré intégrable définies sur la base
(2, EFD),P).
D'aprés le a) Zip oy (W) = 5) o Y(w) P.p.s.
A™n tATn
Lorsque n + =, T A1 , T oY/l . D'ou '}tATn—7 }t Py.p.s. et

ZtAT oY ——?Zt P.p.s.
n
d'ou
Zy(w) = § o Y(w) P,p.s.
t
Remarque

On peut avoir directement la conclusion de a). L'intégrale

stochastique peut en effet &tre considérée comme une véritable intégrale

~

relativement 3 la mesure stochastique définie par le mouvement brownien
W (voir par exemple [11]) . Au mouvement brownien 16Pcorrespond la me-~
sure stochastique image, et le lemme 2 n'est alors que l'application

d'un résultat classique sur 1l'intégration par rapport & la mesure image.

2.6.- Lemme

Soit et deux probabilités définies sur (,%)

M1 "2
avec y, absolument continue par rapport a My Soit 2 une fonction

aléatoire sur (Q,(T})) définissant deux processus 71 et 72 sur les
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bases respectives (9’(3;)’“1) et (9,(9%)au2) ol

Z, = W, + [J al(s,w) ds

Z, = W_ + [

+ Nt
4N
O Ot

az(s,w) ds ,

W (resp : w2) étant un mouvement brownien sur (Q,(ﬁ%),ul) s, {resp

(Q,(Tt),uz) avec uy [f;1|a1(s,w)||2 ds < = 1 = uz[.ﬁh|a2(s,w)||2 ds<g

Soit ¢ wune fonction aléatoire sur (9,(5})) définissant

sur les bases (Q,Cft),ui) i =1,2, deux processus Zz*~ intégrables

stochastiquement. Alors les intégrales fg o azl et fz o dz’

sont
égales , pq - P-S-

Démonstration

a) On suppose d'abord que Eui[;fé ||0(s,w)||2 dé] < w
alors ¢ est élément des espaces LZ[Q x [0,1] ,’5@@)[0’1] > Uy @ )]
i=1,2 , notés L21 et L22

On peut trouver une suite {<I>n}ndN de processus étagés,
adaptés, bornés, convergeant vers ¢ dans Lzl!ﬂ m22 . Pour ces pro-

cessus, par définition des intégrales stochastiques, il est évident que
t n t n 2

4 =
To 8 d 275 = [, ¢5d 2 n
Comme on peut extraire de la suite {¢"} une sous suite {¢ Ky el tel-
le que
n

t k 4 t '

fo @S d Z s — fo @S d Z s By P.S.
et que

t Mk 2 t 2

fo @s d Z s T fo ¢s d Z s W, P-S.
on a

t 4 _ ,t 2

fo @S a 2z s ° fo ¢s d 2 s Hq P-S:

b) Cas général ol ui[IgH@(s,w)II2 ds < %]= 1 . On peut



- 13 -

de temps d'arréts de la famille (F.) tels

trouver une suite {T_} +

n-nelN
que pour tout n
1 2
Bug [ folltegr ool as] <=

~'n

avec Tn/”1 quand n Ale

En remplacant ¢ par une modification mesurable convenable,

on peut prendre T (x) = sup {t : f§||¢s||2 ds < n} (voir la démonstra-
tion du théoréme 2.8).
tATn A tATn 2
' < . . _
D'apres le a) il est clair que fo LN d Z s * /s ost s

uy P.s. Comme on a aux deux membres des limites uy (resp : “2) p.s.

on obtient
t t

4 _ 2
fo @S d Z s ° fo ¢S d 2 s ¥q P-S.

2.7.- Corollaire de la proposition 2.1.

Avec les hypothéses (A), (B'), (C') et (D), les densités

ds dPy
-—=— (x) et === (x) sont données par les relations
dPY B
d 1 1 .1 z
2.71. H%; (x) = exp [-fo(u(s,x),d sz- 5 eI (s,x)lds] P,.p.s.
2,
2.72. = exp [—fi(a(s,x),d %b)+ % féﬂa (s,x)ds ] Py.p.s.
2.
2.73. = exp [—fé @(s,x)}d]LQ + % Iina (s,x)ﬂds] B.p.S.
dpP
1 1 .1 z
2.74. HEX (x) = exp [ fo(a(s,x),d Xg)— 5 foﬂa (s,x)ﬂds] B.pP.S.
L 8
2.75. = exp [ Ig(a(s,x),d’yg - % fiﬂa (s,x)ﬂds] Py,.p.5.
Démonstration.

Les lemmes 2.4. et 2.5. et la formule 2.11. de la proposi-
tion 1 nous donnent 2.71. De 2.71. on déduit 2. 72. 3 partir de la
formule 2.33. Le lemme 2.5. et la formule 2.12. nous donnent 2.74. ou

1'intégrale stochastique est prise par rapport au mouvement brownien ca-
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~

nonique défini sur (c,(Bi),B) en remarquant d partir du théoréme de
Girsanov que le processus Y défini sur (Q,(?%),P) est un mouvement
brownien. Le lemme 2.6. permet 3 partir de 2.72. (resp : 2.74.) d'en

déduire 2. 73. (resp : 2.75.)

2.8.- Théoréme [Eﬂ théoréme ﬂ

. . . J
Soit a une application de [O,i]x ¢ dans R )

adaptée a la famille (%i) ,» progressivement mesurable et telle

ogtgl

que l'on ait
2
. 1 }
(1) e[ rglle ctxflates]= 1
(ii) TI1 existe Y et W des processus stochastiques 4a

valeurs dans RY définis sur une base (Q,(@%),P) tels que les

ostgl
hypothéses (A), (B') et (C') sont remplies pour Y, W et o

t 1 .t 2
Alors en posant wt(x) = exp [—fo (u(s,x), d'ﬁs)+ 5 fo | JalCs,x) ]| d%]

1'intégrale stochastique étant prise sur (c,(@ﬁ),PY) on a

Bp, (9100 = Ep Lo, (] = 1
et les mesures PY et B sont équivalentes avec pour densités les
expressions des formules 2.71. a 2.75.

Démonstration.

D'aprés la proposition 2.1. et le lemme 2.5., il suffit pour
avoir le résultat voulu de montrer 1'égalité EPY [wl(x)] =1,
A partir de (ii) et du lemme 2.4. on peut écrire
2.33. %t(x) = fé a(s,x) ds + M&(x) ou U}'est un mouvement brownien
défini sur la base (c,@Bi),PY). Comme d'aprés (ii)
P, [ £2llact, 00| ]% at < < 1

suivant un argument de [12], p. 234% on obtient une PY modification,



progressivement mesurable de o en posant

Blt,x) = 1 (x) a (t,x)

{é:fglla(s,§)||2 ds < =}
@ ayant les propriétés suivantes
1 d'aprés (i), c'est aussi une B-modification de a
2 1l'application tangllg(s,x)||2 ds de [0,1] dans R'
est continue pour tout x € c .
En effet soit x € ¢ , l'application tz;f§||a(s,x)[[2 ds
est continue d gauche. Elle n'est pas continue 3 droite, s'il existe
un t € [0,1[ tel que
f§||a(s,x)||2 ds = K< = et f£+% ||a(s,x)||2 ds = + » pour tout
né N. La modification donnée supprime un tel saut , puisque pour tout

n nous aurons

1
j;+% ll'&/(s,x)“2 ds = 0 , ce qui donne ||&'(s,x)||2 ds = 0 d'ol

.11
la continuité affirmée pour ces x
1 2 1 ~ 2
3 P, [follx(t,x)ll dt <§]= 1 =8 [fo [{a(t,x)|]° dt < ;]

t
4 ’gt =75 %(s,x) ds + M};(x) P,.p.s.

Montrons deux lemmes utiles
2.81. Lemme
. t ~L 2
Soit T (x) = sup {t : S [|a(s3x) || ds < n} , alors T
est un temps d'arrét de la famille CB%) (ni complétée, ni rendue conti-
nue 3 droite).

Démonstration.

Ce lemme est immédiat en appliquant un résultat classique,
compte-tenu de la continuité de l'application

t Qquz || g(s,x)H2 ds
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(voir par exemple [}@] appendice II).

Nous ferons cependant la démonstration directe qui dans ce
cas particulier, est simple.
Soit {Tn > t} pour t < 1

x € {T_>t} implique J‘g ||Z(s,x)||2 ds < n .

Réciproquement, soit f§|| E(s,x)llz ds < n. En vertu de
la croissance et de la continuité de l'application t‘zqu ||&Qs,x)||2 ds
on peut trouver t' avec t<t'<l , tel que fg' IIE(S,X)H2 ds < n ,
ce qui montre que xe€{T_ > t} . Comme {x : fg ||:(S,X)||2 ds < n}

est Gﬁi-mesurable, par construction de ' , on a le résultat voulu.

2.82. Lemme

Soit le processus Y" défini sur la base (c_,®S),P2) par
p o t Y P

YI_;(x) Y (x) si tg T (x)

n t
Yt(x) Yt(X) - an

a(s,x) ds si t > Tn(x)

~

ou ¢ désigne l'ensemble {x : fi ||E(s,x)||2 ds < =} ,

C

GStO est la trace de @Si sur ¢ P? est la probabilité induite de

c

o
P, sur (cO,GS )
Alors

n -
2.821. Tn(Y (x)) = Tn(x) pour tout Xx€c

n _ ,t n n o]
2. 822. Yt(X) =/ @ (s,Y (x)) ds +‘wh(x) PY.p.s.
avec a'(s,x) = 1s<T (x) o (s,x) pour X € ¢
STn

Démonstration.

n

Avec la définition donnée de Y , "

est une applicaticn
o e t ~
de (co,@5 ) =7 (c,5) puisque tfijo 2(s,x) ds est alors continue

pour tout x € Cy -



Soit x fixé , x ¢ e, - L'application de ¢ dans R

5,131 T =t}(é) est Fbi-mesurable (d'aprés le lemme 2.81.) et donc

(x) = 1 Y"(x) puisque Y:(x) = x_ pour sgt

1 _
{ T =t} { Tn-t}

Ceci montre 2.821.

D'autre part, o est adapté 3 la famille (ﬁi) s, ONn a

donc
n . n n PN .
o (t,x) =a (t,Y (x)) pour x < ¢ d'olu la relation

n _,t n n fe)
Yo(x) =S at(s,Y (x)) ds + M&(x) pour xé&c_ , Py.p.s.

Suite de la démonstration du théoréme 2. 8,

Par construction fi Ho{l(s,Yn(x))Il2 ds ¢ n . D'aprés la

remarque 1.33. on a alors E _ [lpnj = 1 ou
Py
Px) = exp (=71 ((a™(s, Y700, awk) - 3 7 e,y e |7 as )

Comme fi Ilan(s,Yn(x))||2ds converge. P? pP-S. vers f})llﬂ(s,x)”2 ds

w?;)converge aussi P; pP.s. vers W¥(x) . Montrons que la suite

{y™}

o . ~ .
nel est PY-unlformement intégrable

D'aprés 1'égalité 2.822, le processus M est défini sur la base

~ n
(co,(ﬁkY ),Pg). D'aprés le lemme 2. 4, on peut
¢D yD
»(Fp ) P ) ——— > (e, (B ),P n)

le factoriser de la fagon suivante :
Wy AT o YRexy B0
L0 AT o ¥ BSp.s. Wl A"
Le lemme 2.5. donne 1'égalité

Yix) = 9

ol \yn(x) = exp [—fg( an(s,x),duf;) - % fgllan(s,x)ll2 ds] P _-p.s.
Y

T o YM(x) Pg.p.s.

La proposition 2.1. et le corollaire 2.7. montrent que les mesures P n
Y
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et B sont équivalentes et que

dp
dP (x) = Qn(x) P _.p.s.
e Y
d'aprés la formule 2.73.
1 1
qn(x) = exp [-fo(an(s,x),dxg + % J‘ollan(s,x)H2 ds] s B D.s.
n o n n
et P (x) d PL(x) = ;' (x) d P _(x) = gix : (x) > N
{\Pn>N} Y ),{ noN * ¥ [ \e ,—J
1

= 3[% texp [- f( o (s,x),d x) + % fi][an(s,x)ll2 das] » N]

= p[w : exp (- f(l) (a"(s,W(w), d W) + % fi||an(s,W(w))H2 ds] » N]

1 2
= P[w s (aMs W), d W)+ 5 sl e (s, W) || ds 5 Log N

/A

N N

Plot | fg( a"(ssW(w))s d W)y 5 Log N]

+ P [m : fil]an(S,W(m))H2 ds > Log ﬁ]

En appliquant le lemme 2.83. aux constantes k = % Log N et K = Log N

1l'expression précédente est rendue inférieure a

2P[ le™es W(w))|| ds > Log N] + 2N °
< QP[ Mlats, W) ds>LogN]+2N8

Cette expression tend vers o , lorsque N tend vers « en vertu de
l1'hypothése (i) et indépendamment de n , d'ou le résultat.

Comme alors E o [wl(xf] = 1 on obtient 1'équivalence des mesures
P
Y

c
P? et Bo , ol 30 désigne la mesure induite par g sur (co,ﬁ>o).

Ceci implique 1l'équivalence des mesures PY et B (d'aprés les hypothe-

o Y "o
d'ou
o
dg d ‘o)
T 0 =B ) = oy (x) Py et Py.p.s
Y dpy

d'ou EP [wi]= 1 et les formules de densité d'aprés le corollaire 2.7.
Y
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2.83. Lemme. (d'aprés une inégalité de Strook-Varadhan (13] )

Soit une martingale locale 3 valeurs réelles M , définie sur

une base de processus (Q, () , P) , de processus croissant A.
t ogtgl
Avec A_ = o0 , étant donné deux nombres réels positifs k et K , on

a 1l'égaliteé

‘ 2
P[[Mt|>k__| < P[At> K]+2expE—%]

Démonstration.

plim, bxls P [0 ntaca] + plimsid aaaa] + p [asx] .
. Xz Az

Soit A > o P {{Mt>k} r\{AtsKi] <P [AMt-v7_ At> Ak—'§— K]

2 2
< P Jexp {}Mt—-%— At] > exp (A k--%— Ki] .

2 .
Comme le processus (exp (AM "%‘At) )Oftfl

gale sur la base (Q,(Z%),P) (voir [ﬁ] ) , on peut lui appliquer

est une surmartin-

1'inégalité de Doob

22 2 ]
P [exp (n M't_ 5 At) > exp (Aak _%K)
2 2
A . A
< exp (-ik + —; K) E [exp(AMo - = Ao)]
A2

En prenant le minimum en X de ce dernier terme on obtient

2
k
PLMoK) N {AKH s exp [~ 3¢
On fait le méme calcul avec P [{-Mt>k}f\{At$Ki], d'ou la formule.

2.§u. Remarque.

Avec les mémes notations que pour le lemme 2.83. précédent, on

a 1'inégalité suivante
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2
A E N ES S 19[1F . At>1<] + 2 exp (-];—K)

F étant un élément de F .

(évident en écrivant P[?F IMt|>k] = P[{|Mt|>£}fﬂ F])

2.9. Proposition.

Si dans le théoréme 2.8. nous enlevons l'hypothése (i), alors

() La loi PY est absolument continue par rapport a 8

dP

C) —E% (x) = exp‘:fé (als,x),d ﬁg)— % filla(s,x)H2 ds| Py.p.s.

® Py est équivalente & B si et seulement si (i) est vraie

Démonstration.

Le (IO a déja été démontré (corollaire 2.2.)
(® : le théordme 2.8. fournit 1l'implication
(1) =3P, ~8
et 1'implication réciproque est triviale.
(@ : pour Be® on a
dPy

PY [B:] = 1im I dB(x) = lim[

Wn(x) dB (x)
n Bn{Tn=1} n B

n{Tn=1}

ol \?n(x) = exp [Ié(an(s,x),dxs) - % fi||an(s,x)||2ds] B.p.s.
Pour montrer que 1{T =1}(x) \Pn(x) converge en R-probabilité

n
vers (Y (x) nous utilisons la remarque 2.84. en l'appliquant

t t 2 1
M = fo(an(s,x),d Xg) o Ap = follan(s,x)|| ds , F ={x:/_ H

Alors

1
n _ n
Lip 10 100 = g g3 G0 exp [ 15007 (o (s,x),dx )

1 2
- % 1F(x) follan(s,x)|| d%]
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WIS 2 x) i1, ds
comme 1p(x) s_|la (s,x)|]|° ds converge vers 1g Sollals,

1p(x) fi( a"(s,x%),d Xg } converge en B-probabilité vers un élément
®°-mesurable noté comme dans [3] , [4] par : 7\(x,8)

On en déduit la convergence en B-probabilité de g =1}Qn(x)
n
vers
1y 2
P (x) = exp [3(x,8) - % 1p(x) folla(s,x)|| dsj

en vertu du lemme 2.5. , Tx) eut aussi s'écrire
¥ p

wn(x) exp[jfé (an(s,x),d'yS ) - % fé]lan(s,x)ll2 dé] PY.p.s.

si bien que, comme féllan(s,x)ll2 ds — fi||a(s,x)||2 ds PY.p.s.

on a \P(x)

exp[fcl)( a(s,x),dﬂés) - % f(l)llot(s,x)ll2 ds] PY.p.s.

pour que \P(x) soit la densité cherchée, il suffit de montrer que 1la
suite g =1}(x) \fn(x) est B -uniformément intégrable. On procéde
n

comme pour le théoréme 2.8.

n n - n
/( 1{Tn=1} @ (x) a B(x)g/f”q (x) d B(x) = PYn [k? (x)>N]
x : 1 _ >N {xig (x) > N}
{ (v =13 ¥ X'

1 1 2
= PYn.[fo (un(s,x),dﬁgg) - % follan(s,x)ll ds > Log &]

1 1 2
= P, [fo (a™(s,%),d Y2) - 7 /o] 1a"(s, ¥ (x))[|* ds>Log V]

N N

1
= Py [fo-(an(s,x),d\£Z) + féllan(s,x)H2 ds > Log N]

2
< 2N8 +2 Py [fé“a (s,x)} ds> Log N] (d'aprés le lemme 2.73.)

ce qui tend vers o, d'aprés l'hypothése (ii) ; et ceci termine la dé-
monstration.
Note.

Les parties (D et ® de ce résultat sont montrées dans 2] ,

la partie (O avec le calcul de la densité est donnée dans (3] , (W] s



- 22 -

également sous une forme légérement différente dans ( [15] - théoréme 2)

3. Existence et unicité des solutions faibles de 1'equation stochastique :

(1) : Y, = fg a(s,Y) ds + W

t t

3.1. Définition.
Etant donné o(resp : B) applicationsde [O,l x ¢ dans RY
(resp :ii(Rq,Rq)) s, progressivement mesurables pour la famille (Qi) ’

on appelle solution faible de (2) : Y_t = fga(s,Y)ds + fz B(s,Y)d W

v ~J 3
un couple (P,W) ol P est une probabilité sur (c,(®&°) et M} un mou-

vement brownien sur (c,(Qi),ﬁ) tel que pour tout te[0,1] on ait

3.11. = Pats,x) ds + 8 B(s,x) dW P.p.s.(x) . On dit qu'il
O (o] S q

~

y a unicité de la solution faible de (2) si la loi obtenue P est
unique.
Remarques.
a- Si la loi ? est celle d'un processus Y 3 trajectoifes

continues, défini sur une base (Q,(Tt),P) , en posant Wt(m)=@; o Y(w

ogtd

on obtient & partir de 3.11. 1la relation

3.12. YW = L0 als,Y(w) ds + S5 B(s,¥(w) d Wy P.p.s.

b- 1'équation (2) n'est pas une équation différentielle stochas-

tique de type Ito , puisque al{t,.) et B(t,.) dépendent du passé
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avant t des trajectoires; Alors, dans le cas od on a la relation
3.12. le processus Y n'est pas markovien en général.

c- 1'unicité donnée ici est l'unicité "en loi" définie dans de
nombreux ouvrages (voir par exemple : [8] ).

On considére maintenant le cas particulier (1) de 1l'équation (2).

Dans le paragraphe 6 , un cas plus général sera étudié.

3.2. Théoréme. ( (2] , théordme 4 )
Soit & avec les données de la définition 3.1., et tel que

(j) : pour tout x€ ¢ , félla(s,x)||2 ds < w

L'équation (1) admet une solution faible si, et seulement si, on a
. 1 1 1 2

(33> Eg [exp (Fo(alt,x)d x ) - 5 fo||a¢g0|| dt)] =1

Il y a alors unicité de la solution.

Démonstration.

a) Existence de la solution

Soit kP(x) = exp [Ié( a(t,x),d Xy ) - % fglla(t,x)||2 dt]

D'aprés (3j) \p.e est une probabilité sur (c,@f), notons 13 P
A ~
On considére le processus W défini sur la base (c,@%i),P) ’
ogtg1l
par

W () = x, - fo

al(s,x) ds
Les hypothéses (j) et (Jj) permettent d'appliquer le théoréme
N
de Girsanov (théoréme 1.3.) : W est un mouvement brownien, et le couple

(g,W) est solution de (1) .

b) Unicité de la solution

Remarquons que (j) permet d'appliquer le théoréme 2.8.. Consi-



'Oy
(]

dérons une autre solution (P',ﬁ) de (1). Les probabilités
sont équivalentes, de méme les probabilités P' et g . De plus on
a

aP

a5 (x) = \?(x) = =— (x) B.P.S.

. . ~ /
d'od le résultat P = P

Enfin, notons la nécessité de 1l'hypothése (jj). S'il existe une
A ~
sojution (P,uY), d'aprds (j) P et B sont équivalentes, et

d'aprés le théoréme 2.8.

$ = qw sps. dot By [yl =1 .

3.3. Remarque ({4} , théordme 20)

Nous obtenons l'existence d'une solution faible de (1), mais
non l'unicité, avec les mémes données et hypothé&ses que dans 3.2.
d l'exception de (3j) remplacé par

(k) : B[é IIG(S,X)I'Z ds < ;_]:1

En effet les hypothéses (k) et (jj) permettent d'appliquer
le théoréme de Girsanov, ce qui garantit l'existence de la solution
faible de (1) . De plus la loi P, obtenue est équivalente 3 la
loi B8 , cependant une autre solution de (1) n'ayant pas nécessai-
rement cette derniére propriété, on ne peut en déduire 1'unicité

de la solution trouvée.

Utilisant un argument du lemme 11 de [3] , figurant précé-
demment dans [2§] et [29] on obtient comme application du théo-
reéme 3.2. les théorémes suivants, dont le plus général le théoréme
3.5. est donné dans [15] , théordme 1 .

Ces deux théorémes fournissent des réciproques partielles aux

résultats 2.8. et 2.9.



Notation
N
On note ;%i la tribu engendrée par 55% et la famille “ls

des ensembles g-négligeables de @

3.4. Théoréme

Soit Y un processus (3 trajectoires continues) défini sur
une base (Q,(T}),P) et tel que PY et B8 soient des mesures
équivalentes. Alors il existe un processus a , défini sur la

N
base (c,(%i),PY) mesurable et un processus W mouvement brownien

sur (Q,(jz),P) tel que l'on ait
Y, (0) = /7 als,¥(u)) ds + W_(w) P.p.s.
avec B [félla(s,x)||2 ds <m]= Py [ fcl)lla(s,x)ll2 ds < {]= 1

Démonstration

On considére le mouvement brownien canonique sur la base

dp -
. 'y Y >
(c,(&i),s) . Posons pour tout t ¢ LO,i], 3t(x)=EJ:HE~ (x)lﬁ t

é/est une martingale réelle sur la base (c,@%ﬁ),P) . D'apres
le théoréme de représentation de Clark [éi] on peut écrire

L t
$t =1+ S (YS, d XS)

A
ou vy est un processus mesurable, adapté d la famille (ESE)
et 3 valeurs dans RY , avec

1 2
B [fo||y(s,x)|] ds <w]= 1

L'équivalence des mesures P, et B implique que pour tout

t o, }f >0 B.p.s. On peut alors considérer log (é%) et appli-

quer la formule de Jto
Y Y
t, . 's 1 t Sy2
Log (%) - 1 = fo(;g ,dx) -5 f Il—;ll ds

Y Y
dod 3 = exp [sI(=2, 4 x) - = st II;EII2 ds]

%s &S



y(s,x)

3(s,x) ° appliquant le théoreéme

En posant a(s,x) =

3.2., et tenant compte de la remarque 3.3., on obtient la repré-
sentation
. t . ‘~
t}t(x) =/, als,x) ds + wt(x) Py.p.s-
N
ol W est un mouvement brownien sur (c,@%i),PY). D'ol le résultat

la)
en posant Wt(m) = W_t o Y(w) et en revenant 3 la base (Q,(fi),?)

En utilisant une technique de temps d'arrét, comme dans
([12] p. 236) on obtient un résultat semblable en supposant seu-

lement que PY<<3

3.5. Théoréme
Soit Y wun processus (3 trajectoires continues) défini sur
une base (Q,(ft),P) tel que la mesure Py soit absolument conti-

nue par rapport d la mesure brownienne B8 . Alors il existe un

N
processus o défini sur (c,(ﬂﬁ),PY) mesurable avec

1 2
Py [ rlllats, ) [[? ds <o)z 1
et un processus W mouvement brownien sur la base (Q,CFi),P)
tels que

¥ () = £ als,¥(w)) ds + W (w) P.p.s.

Démonstration

dPY QC
On pose %% (x) = E [ I (x) ]9 T ] et comme dans la dé-
monstration de 3.4. on peut écrire
_ t
ét (x) =1 + Iy y(s,x) d X
avec les mémes propriétés pour y . Comme %'t peut &tre nul sur un
ensemble de mesure B- non nul, on introduit la suite {Tn}nelN

de temps d'arrét suivante



Tn(x) = inf{t : Sf(X)<1/n}

T est un temps d'arrét de la famille @BS) et
I§ t
tATn
%tATn =1 + fo vy(s,x) d X
On a P, = 3 g sur 3 c et comme é > 1/
Y Y EAT taTn = “'n
N n n
-1 A , . =1 7 _
B =%,y - Py sur ;BtAT , donc  Ej [%’tAT = 1
n n Y n

En appliquant le lemme de Fatou, on en déduit que

_1 ~ - .
EPY E}TAT] <1 , ou T = l;m Tn

Ceci montre que PY [T < i] = 0 et que

PY[Il [Lv(ss0|” ds < m} 1

© éz(s,")
. L P /\C
Soit W le processus défini sur (c,(%t),s) par
! - t Y(S X)
W, (x) ==sr_ 1 1227 ds + x
t o “s<T t
~"n 3(s,x)
D'aprés le théoréme de Girsanov et 3.4. u?n est un mouvement
1 r Q‘C = . S
brownien sur la base (c,(nt),Pn) avec P _ = 3%“Tn 8 sur Q%t

¢ A
Soit W le processus défini sur (c,@%i),e) par

% _ t vy(s,x)
K’t (x) = ~ Jo deer L-——2=2 ds + Xe
~ %(s,x)
On remarque que d'aprés ce qui précéde
W, (x) = - SR ACTES AR + M GO Pypes.

%(s,x)

I1 suffit pour terminer la démonstration de montrer que

~ . Ac
W” est un mouvement brownien sur (c,(%t),PY)

< _ 3N _ .9 n P
or (W '%')tATn = (W .j)tATn = W taT_ }fATn Par conséquent

(w. %) AT est une martingale sur (C’(%iAT ),B) et donc
““Tn n



U}:AT

. s T\C b . ' -3- 1
. est une martingale sur (c,(aBtAT )"%'ATn B) c'est-d-dire

c
l/\ . FAY C
sur (c,(@tA ),PY) donc aussi sur (c,(3.),Py)

T
n
N
W est donc une martingale locale sur (c,(%i),PY) . La
définition de W , le caractére brownien de O , 1'absolue conti-
nuité PY<<Pn , montrent que W admet pour processus d variation
bornée associée
i3 i 3 3
3 (> ={u$ S = ..
W7, w ), Wt w6 71: TR
D'ou le résultat.

4.- Problémes d'égalités de tribus

4.1. Introduction

Dans ce paragraphe nous posons le probléme de 1'égalité des
complétions des tribus AC et fu} relativement 4 la mesure P
(P,W) étant solution faible de 1'équation (1) étudiée au paragra-
phe précédent. Cette question a été étudiée intensivement en théorie
du filtrage ou des résultats partiels sont connus (voir 3 ce sujet
les références [12] [19] [2@ [22] [2?;] 2u]). Nous avons abordé cette
question en utilisant un argument, exposé de fagon non satisfaisante
dans [4], lemme 10 , consistant 3 contredire l'unicité de la solu-
tion faible de 1'équation (1) . On peut alors donner une réponse po-
sitive, dans le cas particulier ou Y est un processus gaussien.
D'autre part, dans le cas général,des directions de recherche sont
données, qui fournissent un éclairage nouveau 3 ce probléme d'éga-
1ité des tribus, mais n'ont pas abouti pour le moment 3 des résultats

significatifs.

4.2. Lemme

Soit U} un mouvement brownien défini sur la base (c,(ﬂi),P)o<t<1



alors
- M}-/ ~
(D pour tout telo,1Ll , 1a tribu 3%.: 1 engendrée par les
9

n

variables aléatoires woo- W pour tout t,. >t,>t est
‘t2 ‘t1 2771
indépendante de Bi
@ pour toute variable aléatoire U, Bc-mesurable on a

E (U |3«”w = elu |3"°‘}]

Démonstration.

T : 21z {FW’V B o
L) Scit A un élément de [t,l] , 1A tant élément de
L Lt 1] J on a la représentation
1 9
1A = P(A) + f_t (wt(s,x)’ d%s )

~

WQ—
ou ¥y est élément de (L2 [c x[O,l],iF ®@)[O 1] P® ;\j, A mesure de

Lebesgue sur ['O,:l] , adapté 3 la famille (T“’ , 3 valeurs dans RY

s's>t
. C - _
soit Be®y , E [1,.15] = Peay-Pepy * E [1B. ft(wt(s,x),dwj_ P[] .p[E]
. 1 -
puisque E [1 . ft(wt(s,x) dW‘S)—J = E[f 15- (wt(s x),d'u}__] = 0
g .
@ Remarquons que 37 f/u' s/l‘écL 1] . Soit 1'anneau (@ engendré

~

par les éléments ANB , ol Ac¢€ 3‘) et BefF)Et q - Nous allons
b
montrer que les mesures E [U IT}S}].P et E [U I?WJ.P coincident

sur G ce qui nous donnera par prolongement de mesurabilité le résultat

désiré
Saop ELU 18R = £ (1,1 £ [U lfw]= L EC1,.15 U iz 1]
= 1, U] = B {15) - E[1,.U] (@'aprés @ )
- £ [1,]. E[E [1,.U l'ﬂt**]] = Efi ) E[iA.E[UIT‘fJ:]
= £[1,.1, ELU I?fc*}]] = s ELU IF$])dr drod le résultat.
4.3.- Lemme

Soit Y et M* deux processus gaussiens définis sur la base



(c,ﬂﬁ),P) tels que

a) Y est la fonction aléatoire canonique

b) MY est un mouvement brownien sur (c,GBi),P)
Alors, si les P-complétions de E%Mﬁ et ®° sont différentes, on peut
définir une probabilité P' différente de P telle que

1= P' absolument continue par rapport & P

2
>

~

2 - Les restrictions de P et P' 3 LFM' coincident
3 = W est un mouvement brownien sur (c,(@i),P')

Démonstration.

RS

/

On considére les espaces gaussiens HY et H‘L correspondant

aux processus Y et M. soit HZ le supplémentaire orthogonal de

[ e
H™ dans ®Y , HY = gl@ uM

Désignons par 32 la tribu engendrée par les éléments de n?

—_—
~

w
?Z est indépendante de ¥ et on a

Egc =% ZV ng}'(voir par exemple : [16] )

On consideére de facon analogue H né H“} HY (resp : st
¢ T L N - Tt
designe l'espace gaussien défini par les variables gaussiennes Ys
(resp :¢Gé) pour sgt . H% est le supplémentaire orthogonal de HétF
Y | LY _ 2 W
dans Ht : Ht = Ht @ Ht .

Désignons par 5;%

la tribu engendrée par les éléments de H%
~ —_ ~J
j% est indépendante de T'};} et on a : 6’3(; =’f%v ZF’::A}’.

Le lemme 4.2. implique ff% c§2 . En effet, i1 suffit pour cela
. Z Z . Z
1] .
d'avoir Ht CH” : or soit 3 e Ht on a
) . } =~ A ,EMJ_ .
0 = Proj u}é- E[}[J\t J- E [EYIJ = Proj “}é .
H H
t
%, étant une variable gaussienne de Hz , donc de HY et étant ortho-
¥ . -
gonal a B, appartient a HZ



~ [ - _—

W o~ 7 P . 2 N
F et 8 étant indépendantes et engendrant i, , 1l'espace

cqs s a.C . s 11 . w7
probabilisé (c, > ,P) est isomorphe 3 1l'espace produit, (cxc,T ® s

A
P1 @)PZ) ou P1 et P, sont les restrictions de P & T% et TFZ
respectivement. Soit Pé une probabilité sur (c,iﬁz) ~différente
de F, et telle que Pé «LP2 (on peut trouver un tel Pé si 72

~

est différente de la tribu grossidre, c'est-i-dire si FY # ).

-

On considére P' probabilité sur (c,™%) associée 3 la probabilité
~ S.
P1 QQP; sur (cxkc, ?ALQQJZ) . Montrons alors que Mb est un mouvement

brownien sur la base (c,(%i),P')

3 . .
a) P et P' ayant méme restriction 3 ¥“ , et la variation

quadratique de W~ é&tant R w -mesurable, on aura pour P' comme

pour P

<$§15163.> ¢ = Gij + ou <Lﬁl,¢vj> désigne le processus

a variation bornée associé au produit des martingales coordonnées
W,

b) Soit s e[p,l[ , (ﬂs 1'anneau engendré par les é&léments
Asﬂ BS ou AséifF:?, BS stz ; pour montrer que U* est une martingale

~C . . &
sur (c,(u.),P"'), il suffit de montrer : IASf\BS(Wt-ué) d P' = 0 pour

~

tout t>s . (On aura alors cette relation pour tout F ¢ C% , et donc

pour T Gﬁ@fs en prolongeant par mesurabilité).

eyt - ¢ _ -
W, -W) dP' = r1, (U uS}) 1g dP' =71,
S S S S

3 - '
A d (w,-w) ap, s1, dF
puisque Tg’ C J‘M},'} z sz et que 3‘/«9— et F z sont indépendants pour

onr\ B A B 2

la wmesure P' . Mais W™ est une martingale sur la base (c,(fﬁ),Pﬁ)

et donec f1, W -u") d P, = 0 . D'od le résultat
AS t s 1



- 32 =

4.,4,~- Théoreme
Soit o avec les données de la définition 3.1., soit Y
et W deux processus définis sur une base (Q,(?%),P) , la famille
) étant P-compléte, avec les hypothéses
(A) W est un mouvement brownien

(BY) pour tout t'€[0,£} Yt(w) = fg al(s,Y¥(w)) ds + Wt(m) P.p.s.
. t 2
(j) pour tout xec , S |lals,x)[]% ds < =

(M) 1l existe une probabilité P', différente de P si
T“}# ™ définie sur (c,®) et telle que
1- P' et PY coincident sur ﬂrwy
2~ W est une martingale sur la base (c,(%i),P’) (W
étant obtenu par factorisation de W , lemme 2.4.).

~

Alors les P-complétions des tribus ffz et 3‘1
te [o,1] .

Démonstration.

sont égales pour tout

On montre d'abord que GfY -3 W . Les hypothéses faites donnent
la relation

.41, % £(x) - fg a(s,x) ds = wt(x)

4.41. exprime que (PY,Wﬁ est solution faible unique de 1'équation
(1). Comme on a les égalités Y_l[Egj] =fFY et Y'-1 E?“f]:ﬁfw ,
iy

il suffit de montrer que &° . Si ce n'est pas le cas, d'aprés

1'hypothése (M) , W est une martingale sur (c,(ﬁi),P') donc un
mouvement brownien (c'est immé&liat 3 vérifier) sur cette base. Les
deux membres de 4.41. sont fﬁ“} mesurables et U4.41. est vrai PY
et P'.p.s. On obtient ainsi deux solutions faibles (Py,u}) et (P',Wh)
de 1'équation (1) , différentes . D'ol la contradiction.

Montrons maintenant que S:E =Kf¥ pour tout t<1 . Soit U une
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variable aléatoire ‘3§—mesurable, d'aprés le lemme 4.2, on a la re-
lation

% e % g N
E[u |5¥]=€lu |¥ 15 aon

= uF
. . - lovs
d implique 4 = E [Uly +

: e L SY _ o-1(Ac ~1 Ut B W
Ce qui montre que Q't = Tt . Comme ¥ = Y @St] et que Y [Tt -J"t

QKR
]
0

on a la relation voulue.

4.5. Théoreéme.
Avec les mémes données et hypothéses que pour le théoréme 4.U4.
d l'exception de (j) remplacé par
(k) P[Iélla(s,Y(w))Hz ds < m] =1,
et de (M) remplacé par
(M') : (M) est vérifiée et P'<<PY
ou par
(M"):pour tout o vérifiant les données et tout Y et W
vérifiant les hypothéses (A), (B') et (j), l'hypothése (M)
est vérifiée ,

~

alors les P-complétions des tribus T:z et T’¥ sont égales pour tout

t ¢ (0,1}

Démonstration.

(On fera la démonstration en utilisant l'hypothése (M')).

I1 suffit de montrer que 0C - FW, En effet, comme dans la

démonstration de 4.4. on peut écrire

‘%t(x) - fg al(s,x) ds =4U£(x) , sur la base (c,@3i),PY)

et on utilise alors le lemme 4.2. pour obtenir 63% = T;}'pour t<1
Les techniques utilisées sont les mémes que pour la démonstration du
théoréme 2.8. : on peut trouver aft,x) , PY—modification de a(t,x)

ayant les mémes propriétés de mesurabilité, et tel que
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t n_q-f§||a(s,x)||2 ds

soit une application continue de [b,{] dans R' . On définit alors

. . o . , C .
la suite {?ﬁ} nelN de temps d'arrét de la famille (%t) stricte par

T, = sup {t : IEII&'(S,X)II2 ds < n}  (lemme 2.81.)

On se restreint & c¢_ = {x€c : fil[&'(s,x)H2 ds < «} . On note tho
o

, 7MW 1a trace de PV sur ¢ , et P

la trace de % sur ¢ °
_ t o) o) Y

(resp : P'®) 1a probabilité induite de Py (resp : P') sur (co,?bqb.
pO
Y

T W :

Cﬁ désigne la complétion de frw}v 410 , ol ﬂb est la famille des
‘ c

ensembles de Pg—mesure nulle- de F5° - S étant (}F-mesurable, et

de mesure PY égale 3 1 , on a les relations

PO o
P Y P Py
—_ Y - ~— P ¢ ~ O
C -~ ~ NN
QC :‘QO V(g {c\c‘%e‘tyb‘y—:?‘)u}v f(c\c)
(o] (o]
o (o}
Py Py

- —_
c

. . . s o

on montrera donc, ce quli suffira, 1'égalité ﬁ?é;r=‘

c
Sur la base (co,«3to),P§) on définit des processus Y'

d'approximation de‘g par

Y’t’(x)

I
~~
ko]
~

si t ¢ Tn(x)

t

T
n

Y(x) i T (s,x)ds si t > T (x)
t n

il
a2
+
~~
9
-

D'aprés le lemme 2.82. on a

n g
2.821. Tn(x) Tn(Y (x)) pour tout xec

2.822. Yz(x) fg o™ (s,YM(x)) ds +lﬁ§(x) Pg.p.s. et d'apres (M') ,

P'°.p.s. , M (s,x) désignant 1 (x) o (s,X)
s<T

Comme féllan(s,Yn(x))i|2 dsgn<= 1'hypothése (j) est vérifiée
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de méme que les hypothé@ses (A) et (B') du théoréme 4.4.. L'hypothése

(M) est aussi vérifiée: En effet, Pz et P'° sont des probabilités

c
différentes sur (00,550), car P'<<PY implique P'(co) = P(co) = 1

Y
0

Yo p et YLP'® sont également différentes sur (c,ﬂf) a partir

d'un certain n , puisque YM(x) = x sur c, pour tout x tel que

Tn(x) = 1 et que, pour tout xec_ Tn(x)-—>1 quand n — =
~ 9

—Y
On a done F " = Tu} (complétions pour P?{) .

%M@ Co puisque ces deux tribus sont engendrées par les applications
n n

X A Xgp 5 tgl pour xe c . Comme Tn(x)———>1 pour x € ¢
n

c c c Y =~ o
ona ©&°-= \{ BTO , d'ol ®° c&?™ CFW , d'oll 1'égalité
n

o

-—_C ~ ¢ ~ o —_C
RO FW puisque l'inclusion ¥ w c ©3° est réalisée trivia-

lement.
La démonstration avec l'hypothése (M") est plus simple puisque
cette hypothése exprime que (M) est vérifiée en particulier pour

1'équation 2.822.

4,6. Corollaire.
Avec les données du théoréme 4.4. et les hypothéses (A), (B')

(k) , si Y est un processus gaussien, alors les complétions des tri-

bus ~f¥ et 3f¥ sont égales.

En effet, le lemme 4.3. montre que 1l'hypothése (M') est véri-

fiée . On peut alors appliquer le théoréme 4.5.

4.7. Remarques sur les hypothéses (M'), (M")

C) I1 est facile de trouver une probabilité P' définie

sur (c,@f) différente de P , sifF“}'#¢50 , telle que P'«<P , avec



les restrictions de P' et P 3 :Fw%coincident. I1 suffit par exem-
ple de prendre un ensemble A é(ﬂf avec A ¢_ 3:“}—. On pose alors

c - il
pour tout Fe€Gy~ , P'(F) = P(F) + IF(lA - E[lAIJ‘ _] ) ap

Cependant, pour une telle probabilité P' , nous n'aurons

pas en général, martingalité de W sur la base (c,(%%),P').

(D Une autre approche est possible : on se place dans le
cadre des hypothéses (A); (B'), (Jj) du théoréme 4.U4. uw¥ est une

application de (c,®) dans (c,¥) , définie pour tout t par

u}t(x) = Xp - fza(s,x) ds

Notons ¢ = wW(c) et fSi la tribu tréce de CBE sur T . La mesure

image de Py par W est la mesure brownienne g .Considérons la fa-

~

mille ("Si)B des complétées de @3?) pour B8 . Le graphe

r = {(x,ﬁ) € ¢ x & ~ = W(x)} de M} est un borélien de c x € . On
peut, utilisant les propriétés topologiques de ¢ et ¢ , trouver

~

une section u de T' , a& savoir dans ce cas particulier une application

-~

mesurable u de (3,@?) dans (c,@f), telle que pour tout .j € ¢ ,

W}ou(g) =/é. La mesure image u{R) de B par u est alors définie

%

sur (c,®S) . Elle coincide avec Py sur FY et a la propriété de
o . 7—11(6)

complétion suivante pW- S @§ . Notons cette mesure P' . P' est

~

différente de PY si les complétions de jfw% et de i%c pour Py
sont différentes. (Tout ceci est fortement inspiré de l\article [ﬁi]
de Ershov, en particulier, de la démonstration du théoréme 1.1. et du
paragraphe II).

Cependant, nous ne savons pas si la propriét% de complétion

. N . . c
correspondante pour t<1 est vraie, a savoir si 3(ﬁ?' D(%t : c'est

cette derniére propriété qui donnerait la martingalité de MF sur 1a

base (c,«Bi),P')



5.- Solutions fortes de (1)

Les résultats de ce paragraphe ne seront pas utilisés par la
suite. Il nous a cependant semblé important de les exposer pour deux
raisons.

D'abord, ils dépendent étroitement de ce qui précéde. Les pré-
cisions données dans les démonstrations renforcent les conclusions
des théordmes d'existence et d'unicité de ([u] .

Ensuite, il est bien connu, depuis la parution d'un article
de Yamada et Watanabe, que dans le cas d'équations différentielles
stochastiques du type "Ito", l'unicité entrajectoires implique 1'uni-
cité en loi. (voir par exemple [B]) ).

La démonstration (8] demeure inchangée, si on considére des
équations du type (1), ou plus généralement du type (2)

t t
(2) Y, = 75 als,Y) ds + s B(s,¥) d W, .

Le résultat de Yamada-Watanabe reste donc vral pour les équations (1)
et (2)

I1 est alors intéressant de noter la démarche inverse faite
dans ce paragraphe : on démontre l'unicité trajectorielle de (1),
d l'aide de 1l'unicité en loi et d'une propriété garantissant l'égalité
des tribus étudiée dans le paragraphe 4
5.1.- Définition

Etant donné W un mouvement brownien standard défini sur une

vase (Q,(j%),P) » on appelle solution forte de 1'équation (1) un

ogtgl

processus Y , défini sur (Q,(jt),P) tel que 1l'on ait

Y (W) = S_ a(s,Y(u)) ds + W, (w) P.p.s.



Une solution forte est dite unique (unicité trajectorielle) «i
deux solutions Y& et y? processus sur (Q,(ﬁt),P) sont indistin-
guables.

Le lemme suivant,communiqué par M. Métivier, ne figurant pas

dans [{] nous semble indispensable pour valider les arguments utili-

sés dans ce paragraphe.

5.2. Lemme

Soit (Ql,j) et (QZ,Q) deux espaces mesurahles . Soit |

- . . ‘ 3
une application mesurable de (Ql,j) dans (9255) . Soit  1la tribu
engendrée par_% . Soit A un espace métrisable compact et X sae A}
un ensemble d'applications réelles , &'-mesurables sur e, , telles
que pour tout we, , a =X, (w) soit continue.

Alors, il existe une factorisation >(Q
des applications X, telle que pour tout
a les h soient -mesurables et que
pour tout x € 2, , les applications
(R, GX

a — ha(x) soient continues.

Démonstration.

Soit c(A) 1'espace de Banach des fonctions continues sur A
muni de la norme de la convergence uniforme, et GSA la tribu associce.
Comme A est métrisable, c(A) est séparable.

L'application X : wf7,>X(.)(w) est mesurable de (9,®)
dans (c(A),GBA) et peut é&tre approchée uniformément sur A par une

famille X" d'applications de la forme

P
X"yt = I () 1 (w) od B E®, gy eclh), pe N

) [geBk]
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n
Pour ces X on a la factorisation

h?')(x) z qi(.) si x ¢ Bk

o si x ¢ \i B,
Soit 0% s l'ensemble des x de 92 tels que n" converge

2

uniformément sur A . Alors

9(2) = ﬂ U ﬂ {x : sup hz(x) - hg(x) l < %} et Qg c
m

n p=n oeh
. o X .
Enfin, @, D-*’(Ql) . En effet, soit x QJ%(Ql) » prenons we @,

avec \%(w) = x . Alors
W L (x) = X0 (W)
.) ¢.)
Comme X? )(m) converge uniformément sur A vers X( )(w) s X € Qg
. n . o)
lim hu(x) si xe @,
On prend alors ha(x) = n
. o
o si x ¢ 2,
et nous avons la factorisation voulue.

Remargue

On obtient une factorisation analogue si les applications Xa

(au lieu d'étre 3 valeurs dans R) sont 3 valeurs dans Rq .

5.3. Théordme. (d'aprés (4] théordme 23, p. 83)

Soit W un mouvement brownien , défini sur une base
de processus (Q,(GE),P), la famille (gk) étant P-compléte. Suppo-
sons réalisées les conditions (3j) et (jj) du théoréme 3.2., et la
condition (M) du théoréme 4.4.. Alors l'équation (1) admet une solution

forte Y , relative & W et & la base de processus (9,(5t),P)

Démonstration.

Soit (5;0? la solution faible existant d'aprés le théoréme 3.2.
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Utilisant le théoréme 4.4., on a :

- =
®S - wtag] .

AL

Appliquant le lemme 5.2. précéddent, on a la factorisation P-presque

slire
pour tout t €[0,1] Xy = Ay oW P.p.s. (c,@bc)——u};——)(c,f’sc)
d'ol l'existence (t 1—»At étant continue)
—_— X A
d'une application &: (c,R%) 2—(c,&) t t
Ao
telle que x = A o w(x) , P.p.s. q
(R%, q)
R

La relation 3.11. peut s'écrire

~

dﬁ (x) = -f; a(s,A o“}(x)) ds + Ay okﬁ(x) P.p.s.

ou X, = -fg al{s,A(x)) ds + At(X) B.p.S.

W étant un mouvement brownien sur (Q,(?t),P) nous obtenons

wt(w) = -fg a(s,A 0 W( )) ds + A, o W(w) P.p.s.

.t
Ce qui exprime que le processus Y défini sur (Q,(Tt),P) par

Yt(w) = b 0 W(w) est solution forte de 1'équation (1)

Le corollaire suivant montre le rapport entre les égalités de

tribus et l'existence de solutions fortes de (1) .

5.31. Corollaire

Avec les conditions (j) et (jj) 1les deux énoncés suivants
sont équivalents

C) Pour chaque mouvement brownien W défini sur une base

(Q,(?%),P) 1'équation (1) admet une solution forte Y .
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c o5 U
® Les tribus Qst et f?t ont .leurs B-complétions égales
pour tout t efo0,1] .
Démonstration
GD::QCD . C'est le théoreme précédent, puisque la condition

M , avec les autres hypothéses implique 1'égalité des tribus
énoncée dans (@ . C'est cette égalité que 1'on utilise pour
démontrer 5.3.

@OD=® . D'aprés (@ , l'équation (1) admet une solution
forte Y , relativement au mouvement brownien W défini sur la
base (n,(?‘fg),P) ce qui montre l'inclusion sz C ’i‘g » 1'inclu-
sion réciproque étant réalisée trivialement.

Nous obtenons maintenant la version suivante du théoréme 24,

p. 88 de [u] .

5.4. Théoréme

Supposons réalisée la condition (j) du théoréme 3.2. et
la condition (M) du théoréme u4.4.. Alors s'il existe une solution
forte de 1'équation (1) relative 3 un mouvement brownien W et

étant P-compléte, cette

d une base de processus (Q,(?%),P)/ ?t

solution est unique.

Démonstration

Soit ¥l et Y2

solutions fortes de (1), relatives au mouve=
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ment brownien W dé&fini sur la base (Q,Tt,P) ) Y1 et Y2 on peut
associer les solutions faibles (P ,U31) et (P 2,u32) de (1), d'a-
Y Y
) ‘ 1 2 .
prés le corollaire 3.3. P 4 F P , , donc W =u° puisque ces deux
Y Y

browniens sont définis par PY let 1l'application W de ¢ dans ¢

telle que L@%(x) = X, - fga(s,x) ds.

t
Notons (PY,uS) cette solution faible unique. On a

5.41. Wov=w P.p.s.,i=1,2

Le théoréme 4.4. donne les égalités

1 ~ = 2
.ftV = 5’? = 3:I (complétions relatives & P )

D'aprés le lemme 5.2. , on peut trouver une factorisation de vt

5.42, Yt o= b, o W P.p.s. i = 1,2

En combinant 5.41. et 5.42. on obtient

5.43. W o Ai(x) = X B.p.s. (Q,G%P) —————ji———a (c;ﬁs,ﬁ)
5.4k, A, o W (x) = x Py.pP.s. ;:\\\\» Aa4§26“
(c,@5,Py)

Le diagramme ci-contre est presque surement commutatif. On
notera que Egc désigne aussi bien la complétion relative 3 la mesure
brownienne B8 que relative 3 la mesure Py étant donné 1l'équivalence
de ces mesures. Enfin la mesure image de B8 par 4; est la mesure PY
en vertu de 4.34.

Désignons par c l'ensemble {xec :W o Al(x) = wWo A2(x) = x}

o
cweéc Bloy) = Pyley) = 1

Remarquons que ¢ O Agl L Al(c“}fl D oy

d'ol c\Az1 (cg) 2 Agl [c\Al(cu})] .

Comme c\\AI1 (c“}) = All [c\\\c“§] , cet ensemble est de mesure

B - nulle



- 43 -

~ _1 - e .
D'od A LC‘\Al(CU}i] est de mesure g8 extérieure nulle.

(en effet Al(cu}) n'est pas forcément @ -mesurable).
Et donc ¢ \ Al(cu%) est de mesure PY-extérieure nulle. De méme

c \ A2(cw) est de mesure PY-extérieure nulle. D'autre part,

g € {x 2 8 (x) = a0} U {c\ Agl [Al(cw)]r\ A11 [Az(cw)]} .

En effet, soit xe Cur et X e Agl [Al(cu})] N Azl [Az(cu})]

Alors il existe y € S tel que 4,(x) Al(y)

il existe z € s tel que Al(X) = Az(z)
Dol x =Wo Ay(x) = W o A (x) = Wo 8,(2) = wo A, (y)
Ce qui nous donne x =y = z et Al(X) = A2(x) .

Lo s -1
Comme c \ Al(cw) est de mesure PY-exterleure nulle, c\A2 [Ai(cw)]
oo s n -1

est de mesure B-extérieure nulle, de méme c \ Al [AZ(CKO)] est
de mesure B-extérieure nulle. Il en est de méme pour

c \ (Azl [AQ(C\@)JH A;1 [Al(cu}ﬂ> . Par conséquent B{ x : A,(x)=A,(x)}=1

d'ol P { w: Y (w) = Y2(w) } = 1

Ce qui donne l'unicité cherchée.

6.- Résultats complémentaires relatifs aux processus Y qui satisfont (2)

-t t
Yt = foa(s,Y)ds + /g B(s,Y) dws

6.1. Données et hypothéses

(a) o est une application de [O,l]x ¢ dans RY, B est une

application de [0,1]x ¢ dans f(Rq,IRq) . Les processus o et B

~

sont progressivement mesurables et adaptés 3 la famille de tribus

c
(% t)ostsl

(b) Y et W sont des processus 3 trajectoires continues,3



- 44 -

valeurs dans RY , définis sur une base (Q,(ﬁé),P).

(c) W est un mouvement brownien

@ P[ri ats,vwn]|? +]1BGs, YN[ ds < =] =1

(e) B est une matrice inversible pour tout t et tout xe¢c
et ||B(s,x)||3k>o0
(f) L'équation stochastique : (3) : Z_ = fg B(s,Z) d W

admet une solution faible unique

(8) Y (w) = /¥ a(s,¥(w)) ds + s& B(s,¥(w)) d W_  P.p.s.

6.2. Proposition
Avec les données et hypothéses a) @ g) précédentes, et la

condition h) suivante

m) E (W] =1 od

Q@ (wrzexp [-Ié{B-i(S,Y(w))u(s,Y(m)), aw_) - = fil|B'1(s,y<w))a<s,y<w)>||2d§]

Alors

(D Le processus Y est une martingale locale définie sur la

base (Q,(@t),P) avec P - Y P, par

-t o
Y. =/ B(s,Y) d W,

PaN o~
W étant un mouvement brownien sur (Q,(?t),P) avec

Wo(0) = W () + 55 B (s,¥(w))als,¥(w)) ds

(® En désignant par m 1la loi d'un processus solution de (3)

Py et m sont des mesures équivalentes, les densités s'exprimant
par les relations

6.21. %%— (x)
y

exp[}fi(B-i(s,x)a(s,x), dw)- %f})llﬁ'l(s,x)a(s,x)ll2 dé]

PY.p.s.

6.22. expE—Jé('B-z(s,x)a(s,x))dgS) + %—fi| |B—1(s,x)a(s,x)| |2 ds_]

PY.p.s.
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daP -

Y 1 -2 1 .1 -1 2
6.23. 3— (x) = exp [fo( B (s,x)a(s,x}d.%s)— 5 o1IB (s, x)als,x) ]| dg)
6.24. = expﬁ:fg( B—2(s,x)a(s,x§djfs)— % fgIIB_l(s,x)a(s,x)ll2 dé]

m.p.s.
Q} étant un mouvement brownien défini sur la base (c,(Ri),PY)

par la factorisation Wt(w) =‘ti o Y(w) P.p.s.

Démonstration.

~

Soit le processus W , les hypothéses (d), (e), (h) permettent

d'appliquer le théoréme de Girsanov . W est alors un mouvement brownien
sur la base (Q,(Ft),P)

et Y_t

rlas,¥)ds + % B(s,¥) d W~ /T B(s,Y) B7'(s,¥)a(s,Y) ds

-t A
fo B(s,Y) d WS

D'aprés le lemme 2.6. cette derniere intégrale stochastique

peut &tre considérée aussi bien pour la mesure P que pour la mesure

~
P , ce qui termine le (D

Pour la partie C:) on procéde d'abord comme dans la démonstra-

~

tion de la proposition 2.1., d'oU 1l'équivalence des mesures P et P

~

On remarque aussi que la mesure image PY de P par l'application
Y (2,F) ~—(c,&) est la mesure m (d'aprés 1'hypothése (£)).

On obtient alors 1l'équivalence des mesures Py et m.
dm _ _
Bt g5, (0 = E (¥ | v=x].

On en déduit la formule de densité 6.21. 3 condition d'obtenir la fac-

torisation Wt(m) =W o Y(w) P.p.s.

t
t -1 t -1
Or on a SO B "(s,Y) dY =JS_ B "(s,Y)a(s,Y) ds + W P.p.s.
o s o t
Cette relation montre que Wt est F z—mesurable . On peut
obtenir une modification GfY-mesurable, d'ol la factorisation indi-

t

quée d'aprés le lemme 2.4.
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On obtient 6.22. 3 partir de 6.21. et de la relation

t -1 t -1 .
6.25. ‘s B “(s,x) d %S = fo B " (s,x)a(s,x) + u?t(x) PY'P'S'
. . N -1 ) _ 9Py .
A partir de la relation E [Q (w) | Y = %] = g (x) on obtient

6.24. puils 6.23. (voir le corollaire 2.7.) 3 cause de l'équivalence

des mesures PY et m .

6.3. Proposition
Avec les hypothéses (a) 3 (g) et avec la condition
-1 2
(@' :m {_folla(s,x)ll ds < m] = 1
les mesures PY et m sont équivalentes.

Démonstration

Cette proposition est la généralisation du théoréme 2.8., et
la démonstration est calquée sur celle de ce théoréme.
On considére 1l'espace canonique (c,(%i),PY) correspondant

au processus Y . On peut écrire

; _ Lt t
"at(x) = J, als,x) ds + /_ B(s,x) d u}s Py P.s-

Soit @(s,x) wune Py-modification de a(s,x) telle que &
ait les propriétés de mesurabilité de o et que l'application
t n~——9f§ [|a(s,x) ||2 ds soit continue.

On introduit alors les temps d'arréts T, de la famille (@
avec

T = sup {t: f||8(s x)||2 ds < n}

n P ‘Yo ’

et les processus Y™ d'approximation de Aé définis sur la base
c
oy O
(co,(GSt ),Py) par
n - .
Yo (x) -‘gt(x) si  tgT_(x)

Yg'(x) =’%t(x) - f% a (s,x) ds
n

c
)
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D'aprés le lemme 2.82.

n _ .t n
Yt(X) =/, 1ssTn(X) als,Y (x) ds + Mt

N _ .t o)
ou Mt = /s B(s,x) d WZ PY.p.s.
n

M est une martingale locale :Fz -mesurable, on peut définir sur
(C’(%;)’PYn) le processus M\P avec mlz o YM(x) = Mt(X) pour chaque
t . M7 est alors une martingale locale continue puisque
an(x) = X, - fg a(s,x) ds PYn.p.s.
avec an(s,x) = 1s<T (x) a(s,x) . Comme le processus d variation
bornée correspondantné M" est défini par
i 3
<M'Ln ,/"Ln >‘t = J'g (Zk Bik(s,x) Bjk(s,x))ds
on aura en définissant W}n par u}z = fz B-l(s,x) dﬂlg , les pro-
priétés

n

W

est un mouvement brownien sur (c,@%i),P n)
Y
et
M2U)=IEMSJ)d02

Ce qui donne la relation dans (c,@%i),P n)

Y
jtt = fg a(s,x) ds + fg B(s,x) du92 .
Comme Ep [}Fn(x) ] = 1 en posant

Yn
TRIESIE exp[—fi( B (s,0a"(s,30,d W)~ 3 7o) [B7Hs,x)a (s, ]2 ds]

on peut appliquer la proposition précédente 6.2. et on obtient

dm
d

n
= (x) P _.p.s.

PYn \P ¥

Le reste de la démonstration est identique 3 la fin de la démonstration

du théoréme 2.8. D'ol le résultat.
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6.4. Proposition
Avec les hypothéses (a) & (g) et avec l'hypothése (i)

alors
1- La loi PY est absolument continue par-rapport d m
dPy 1 -2 1,1 (a1 2
2- —= (x) = exp S B “(s,x)als,x),d 3-—f | |IB” " (s,x)al(s,x)]|]|“ds
dm o) ) 270
3- Py, est équivalente & m si et seulement si (d4d') est vraie.

La démonstration de cette proposition est rigoureusement identique

d la démonstration de la proposition 2.9.

6.5. Théoréme

Soit o et B avec les hypothéses (a) (e) (f) et avec
1 2
(d') : m [IO|IB(s,x)|Lds< é}: 1

et (j) f(l)||a(s,x)||2 ds < =
Alors 1l'équation (2)

vy = st

L = IL als,¥(w)) ds + fg B(s,Y(0)),d W_

admet une solution faible, si et seulement si on a

s -2 1 1 -1 2
(33) : E [exp (fg B “(s,x)a(s,x))dx )- 5 sS1B sy x)als,x) || d%ﬂ =1

Il y a alors unicité de la solution.

Démonstration.

a) Existence

. - - 2
Soit \?(x) z exp[?ﬁ'B 2(s,x)a(s,x))d xg )" %féllB 1(s,x)a(s,x)ll dé]
D'aprés (f) il existe une solution (m,W) de (3) et on a, sur la base
(c,(@ﬁ),m) la relation
_ .t
X, = Iy B(s,x) d u9; m.p.s.

D'ol on peut encore écrire

1, -1 - 2
) = exp[fo(B (s,x)a(s,x),d u}‘s)— % IgHB 1(s,x)m(s,x)ll ds]
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4

D'aprés (jj) @.m est une probabilité, notons 1 P
On considére le processus ‘ﬁ défini sur (c,(Qi),m) par
ﬁt(x) = u&*(x) - IE B_i(s,x) a(s,x) ds .
Ces hypothéses (j) et (jj) permettent d'appliquer le théoréme de
Girsanov. W est alors un mouvement brownien sur la base (c,(@i),g)
et on a

t

(1'intégrale stochastique pouvant &tre considérée relativement 3 P

x, = Jt B(s,x) d ﬁ + fta(s x) ds P s
T o i s o i ‘pS.

d'aprés le lemme 2.6.).

~ N
Cette relation montre que (P,W) est solution faible de (2).

b) Unicité_

D'aprés (3j) on peut appliquer la proposition 6.3.. Consi-
dérons une autre solution (P',W) de (2) . Les probabilités P et
m sont équivalentes, de méme que les probabilités P' et m . D'apres
la proposition 6.3. on a

dp ~

F =9 = £ mp.s. dod P =P

Enfin la condition (jj) est nécessaire, on fait le méme
raisonnement que paur le théoréme 3.2.
S'il existe une solution (P,W) , d'aprés (j) P et m

sont équivalentes et d'aprés la proposition 6.3.

%% (x) = @ (x) m.p.s. d'od E_ [;P(xi] =1






2EME PARTIE :

PROCESSUS D' INNOVATION

ET EQUATIONS DE FILTRAGE






Introduction

Etant donné une observation Y superposition d'une
fonction f d'un signal X , et d'un bruit, le probléme général
du filtrage est celui de 1l'estimation du signal a partir de
l'observation. Mathématiquement X et Y sont des processus, le
bruit est un mouvement brownien ou une martingale, et la relation
entre signal, bruit et observation est donnée par une équation
différentielle stochastique. La collection des informations,

[

jusqu'd l'instant t , recueillies par l'observation est la

tribu notée g’z dans la premiére partie. Le probléme consiste

alors 3 déterminer 1l'estimé de f(X) au sens des moindres carrés,
. »Y
connaissant "t

intéressant d'obtenir cet estimé comme solution d'une équation

, c'est-3-dire E Ef(X)\f)Z‘] . I1 est surtout

différentielle stochastique. Une telle équation est appelée équa-
tion de filtrage. Ce probléme a d'abord été résolu dans le cadre

du "filtrage linéaire" par Kalman et Bucy . Leur méthode consistait
en la détermination de la loi conditionnelle du signal connaissant
le processus observé, et exigeait des calculs assez difficiles.

Un apport important de T. Kailath , généralisant un outil utilisé
depuis longtemps pour le filtrage 3 temps discret, fut d'introduire
le "processus d'innovation" luil permettant d'obtenir rapidement

les équations de Kalman-Bucy . L'idée de Kailath consiste & rem-
placer le processus d'observation par un mouvement brownien (le
processus d'innovation) qui contienne la méme information. Il
apparut (Xailath, Shyriaev) que ce processus pouvait étre aussi
utilisé pour le filtrage non linéaire ol il joue maintenant un

rbdle important, des résultats significatifs sont condensés dans
[26) , [eo] , Ta2] .

Certaines propriétés du processus d'innovation 3 temps
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discret s'étendent immédiatement au cas continu, d'autres moins
facilement : c'est le cas, en particulier, de 1'égalité des tribus
(tribu engendrée par le processus d'observation et tribu engendrée
par le processus d'innovation). Cette égalité (pour le filtrage
en temps contihu) est comnue depuis quelques années dans certains
cas particuliers
- les processus Signal, Bruit, Observation sont gaus-
siens, le couple (Signal, Observation) étant solution d'un systéme
différentiel stochastique linéaire : c'est le cadre étudié par
Kalman et Bucy (démonstration de Kailath [19] , voir aussi [?i]).
- le Signal est borné et indépendant du bruit (démons-

tration de J. M. C. Clark [2'{] , voir aussi [12] et [2(5] ).

Nous donnerons au paragraphe 3 une démonstration du
cas ol 1l'Observation est un processus gaussien. C'est un corollaire
immédiat des résultats d'égalités des tribus obtenus partie I,
paragraphe U4

L'Egalité des tribus dans un cadre plus général a été
conjecturée en particulier par Fujisaki-Kunita-Kalliampur [?Q]
mais n'a pas été pour le moment démontrée. Cependant un théoréme
de représentation [?6] permet d'obtenir une équation de filtrage
dans le cadre non linéaire, utilisant le processus d'innovation,
en évitant d'avoir recours 3 cette égalité.

Dans le paragraphe 1 nous donnons un exemple de pro-
cessus d'innovation en temps discret, et dans le paragraphe 2 les
propriétés fondamentales de l'innovation en temps continu. Nous
obtenons par la méthode de Kailath, les équations de filtrage 1i-
néaire de Kalman-Buey dans le paragraphe 4, et dans le paragraphe

5 nous donnons un apergu de ce qui a été obtenu dans le cadre du



filtrage non linéaire.

Dans tout ce qui suit les notations rassemblées e
introduction & la premiére partie conservent la méme signification.
On introduira en outre au fur et 3 mesure des paragraphes diverses

notations nouvelles.

1.- Un exemple de processus d'innovation 8 temps discret

1.1. Définitions et données

Soit (q,¥,P) un espace probabilisé, (¥ )

une
n‘nelN

famille croissante de tribus ; Xi ’ Yi des variables aléatoires
réelles, Ti—mesurables et représentant respectivement le signal
et l'observation a l'instant i. Enfin on eonsidére une martingale
B , sur la base de processus (Q,(?£),P) ,» B représentant le bruit.
Signal, Bruit, Observation sont 1liés par les relations
Yn_Yn-l ) gn-l [Xl’x2""’x

,Yl,YQ,...,Yn]+Bn—B n 1

n n-1

Yo =X, = BO =

o .
2n

%n est une fonction borélienne de R dans R , intégrable.

On note ffz = g {Ym, mgn} : (tribu engendrée par les variables

aléatoires Y ~ pour mgn) .

L'innovation entre les instants n et n+l est,

par définition, l'accroissement d'observation entre ces deux ins-
tants.
Cette définition introduit un processus I , défini

sur la base (Q,(E'E),P) par

¥
1, = vy - B (y|F,]
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I =TI, +Y, - E[YQITH

2 1
Y
£ 1'1-1—J

I

n net Yn -E (Y

ol

1.2. Lemme
Le processus I défini dans 1.1. est une martingale sur

(Q,(Ti),P) et les tribus o{Ym,msn} et c{Im,msn} sont égales.

Démonstration

La propriété d'égalité des tribus est évidente, par

construction de In

Pour la martingalité, on a
Y _ 7Y Y _
E l:In" In—llgn—ll- E{:Yn—E [¥n'jn-1] l'f‘n--l_-\'o

Soit alors m < n

Y n Y
E [In - Imlim].: q=§1+1 : [Iq B Iq-ll}’m

]

_n Y 7 Y7 . .
= q=;+1 E [E [Iq - Iq_llfrq_lj | m] = o d'aprés

ce qui préceéde, d'ol le résultat.
Remarque :

Si les variables aléatoires Yrl sont gaussiennes, le
processus d'innovation est obtenu d partir d'un procédé d'ortho-
gonalisation de Schmidt pour l'espace gaussien engendré par les
Y

n

1.3. Représentation du processus d'innovation

On peut écrire

(3i[x1,...,xi+1 s YyseeesYo T+ B



: v n-2 Y
et EfY IF 1= e[ (Xi [XysevaXgpgs YooYy v B 1F 0]
1=0 *

y Y
v E B%—l {xl""’xn’ Yl""’Yn]I:“Jn—l‘—|+ E(ﬁn—Bn—lljz—lj
ce qui donne

Y - 5 Y
EQy 185 J=v o+ B[4, XX, v,y )5 ]
~ Y
1 - = - - |
d'od I -T . o= Y Y .- E[G X, X, Y, LY [F T
En écrivant la méme formule pour Ip—Ip_1 pour les p<n , et en
sommant, on obtient

n-1
oY
1.31. I =Y - E[cfji(xl,...,xi+1 N SR AV I
o ;

z
n n .
1=

2.- Le processus d'innovation pour le filtrage a temps continu et

ses propriétés fondamentales.

On prendra comme définition de l'innovation, une ex-
tension (quand celle-ci a un sens) au cas continu de la représen-

tation obtenue en 1.3. pour le cas discret.

2.1. Données

(Q,(E%),P) une base de processus , Y et M

ogtgl
deux processus 3 trajectoires continues définis sur la base

5 m
(Q,(jt),P) 3 valeurs dans R et tels que

- M soit une martingale continue de carré intégrable

- Y (W) = [T Hu,e) du + M, (w)

ol H est une application de [0,1]x @ dans R™, mesurable rela-

tivement 3 la tribu produit B[O 1](8:"" , adaptée 3 la famille
b

k 1 s A
(Tt) . On notera (<M, M >t)t€[b,i] le processus 4 variation bor-
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née associé au produit mk Mt s MK (resp : M) étant la k€™M

(resp la 1'°™®) coordonnée de M .

Remarque :
Du point de vue du filtrage, H contient la partie
signal (3 estimer au vu des observations YS) et ';t désigne

la tribu engendrée par les applications H(s,.) et MS pour sgt

2.2. Proposition

Avec la condition

(a) : E [_fé||H(s,w)||ds] < w

on peut trouver un processus A défini sur la base (Q,(ﬂi),P)
et prévisible tel que pour ) presque tout t A(t,.) soit
une version de l'espérance conditionnelle E [H(t,.)lgfz:] .

Démonstration

Nous nous restreindrons, ce qui n'est pas une perte
de généralité, au cas o0 H est un processus 3 valeurs réelles.
D'aprés (a) pour A presque tout t on peut définir

E [H(t,.)ll?: ] puisque E [|H(t,w)|] < = .

Soit N = {tef{0,1]: E[IH(t,w)I] < =} . N est % {] ~mesurable
?
et A[N] = 1 . On peut alors remplacer H(t,w) par

1N(t) H(t,w) = ﬁ(t,m) o H a les mémes propriétés de mesurabilité
que H . Enfin E(_ﬁ(t,.)lf'il est définie pour tout t e [0,1] .

Scit la suite {Hn}new des partages

de 1'intervalle [O,i]

mo= Lt o otp o= %; sk = 0,1,...,2

Considérons pour chaque t et chaque n 1le nombre ta(t) tel que

0y



k(©) k{t)+1 . n .
on < t g __;E—— . La suite {tk(t)}rmew est croissante et
tE(t) A1t . Comme Y est un processus 3 trajectoires continues,
la famille (1%) de tribus est continue 3 gauche et on a
2.21. gl g7
t n +n
k(t)

Montrons deux lemmes utiles

2.22. Lemme

Soit (3 une tribu avec 5 <> e % . Soit

(0,1]
. . . . _

{Zt} te,1 une famille d'applications % -mesurables de & dans
R , soit {yp}peN une suite d'applications %—mesurables de
0,11 x @ dans R telles que : pour tout t , yp(t,m) quZt(w)
P.p.s. . Alors il existe une application ¥y @g-mesurable de [O,ﬂ xQ
dans R telle que

1) Yp(t,w) 1 _5y(t,w) »® P, p.s.

2) pour tout t , y(t,w) = Zt(w) P.p.s.

Démonstration

Soit GO = {(t,w) : lim yp(t,m) n'existe pas}
P
t

comme [bo e %& ’ Goe'u Soit G la t-section de GO , On a

o]

GZ <1 ow: yp(t,w) ne converge pas vers Zt(w)} . On en'déduit

que P [Gg] = o et donec

1 t -
A QP [Go‘_l =/, PLG6,] adt) =o

Ceci montre 1). Enfin quelque soit t , w ﬁ G; implique que 1la

limite 1lim +P(t,w) existe, notons 13 y(t,w) . Alors pour tout
p

t on a :

y(t,w) = Zt(w) P.p.s. d'ou 2)



2.23. Lemme

Soit U un processus 3d valeurs réelles, défini sur 1la
base (Q,(ft),P) et possédant les propriétés suivantes

U(t,w) = o sur le complémentaire de _]tg,t£+1] x Q

n et k étant fixés

U est n .n ®9) mesurable
Tt tian
Pour tout t , E[U/]< =
Alors E [Ut |3’:n ] admet une version notée Ag’k telle que
k
l'application (t,w) o An K (0) soit & ® ? , mesurable.
Iotenl  w

Démonstration

On peut supposer U(t,w) > o . Remarquons d'abord que

le lemme est vrai pour des processus de la forme ou

1]s,s'JxP
JIs,s'] ¢ Jtﬁ,t£+1] et F e T; , et pour les &éléments de la famille

E des combinaisons linéaires finies de tels processus. On peut

trouver une suite croissante {UP} telle que 1im uP = v

peN
avec Upeg. Soit yP 1'application ®

®f - mesurable
1t

n t

k? k+1
telle que yP(t,w) = E [UE IIFYn ] (w) P.p.s. Comme {UP} est
t

croissante et que pour chaque t , U est intégrable on a

t
Y Y
E (15, J—celu 1577 rPos.
x Tk
_ Y o Y
En posant Z, = E [U_t I’}Ttn] et % = ]t . ®F , on est
k k? k+1] k
dans le cadre d'application du lemme 2.22., d'ou l'existence de
AT K avec 1les propriétés indiquées.

Fin de la démonstration de la proposition 2.2.

~

Soit n et k fixés, on pose Hn’k(t,.) H(t,.

=1
Jti;t2+1]
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Le processus gk satisfait aux hypothéses du lemme 2.23. On

peut donc trouver An’k o n n GHTYH mesurable, avec
th’tk+1]

“t, = E [BVF (1,00 [ FIn] Popes.
K

Soit le processus A" défini par An(t,m) = I An’k(t,w)
k
A" est VO éb;' mesurable, donc il est prévisible.
ko Jeates,)
De plus AT(t,.) = E[:Ht IGfY ] P.p.s. En utilisant un
t (t)

théoréme classique de Doob, et avec 1l'égalité 2.21.

E[ﬁt ] /\’QE[H |fY3 P.p.s.

Donc pour tout t An(t,.) ’L—aE(ﬁ%l 5’5] P.p.s. , on applique

Tt D (t)

n n ~ Y .
le lemme 2.22. avec y = A" , Zt = E [Ht If't] et g tribu

des prévisibles. On obtient alors un processus A prévisible tel

que A(t,w) = E [ﬁtlf’zj (w) P.p.s. d'ou le résultat.

2.3. Conséquences

@ fg A(s,w):ds est défini et fini 2a.p.s.
E [ sl IIA(t,w)HdtJ <=
1 P .1 Yot ~Y ’
En effet : E [follA(t,m)| |dt] = E \_fOIIE LH(t,uOI &t}l !dt}
< E Lfg E[||ﬁ<t,m>|| lﬁ] at)
<E|s] ||§(t,w>|]dt] < E[Icl) ||ECt,0) [ |at] < a

® e meme E[sI ||HCt,w]]? dt]«» implique E [ s)[]aCt,0)|]|? at] <=

”~
@ Le processus M de base (Q,(?E),P) tel que
> st
2.31. Mt = Y_t - O A(s,w) ds

est défini de fagon unique P.p.p En effet s1 A'(s,w) désigne

une autre version mesurable de E [H(s,m)lf‘ ] alors A(s,w)=A'(s,w)
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A ® P.p.s. d'ou fg A(s,w) ds = f; A'(s,w) ds P.p.s. d'ou

le résultat.

2.4, Définition
“~ P Y
Le processus M défini sur la base (Q,(ft),P) par
la relation ﬁt(w) = Yt(m) - fz A(s,w) ds , ou A(s,w) désigne
la version prévisible obtenue de E [H(s,w)|3f§ 1 est appelé

"processus d'innovation" correspondant au couple (Y,(fz)).

2.5. Remarque

Cette définition est la généralisation de la représen-
tation obtenue pour le processus a temps discret au paragraphe 1.3.
Si la martingale M , au liéu d'atre supposée continue, est seule-
ment continue 3 droite, le processus Y 1l'est également et on doit
remplacer alors la relation 2.31. par
2.51. ﬁt(m) = Yt(w) - fg E [H(s,w)lez_] ds , puisque dans ce cas
la famille (F z) n'est pas continue a gauche.

La définition suivante est également utile
2.6. Définition

Soit (gt)teﬁhlj une famille de tribus telle que

313 C Qﬁt C }; , on appelle "processus d'innovation" correspondant

=

au couple (Y,(qt) , le processus M défini sur 1la base
(Q’(gt)’P) par
2.61. ﬁt(m) = Yt(m)‘_ fg H(s,w) ds ot ﬁ(s,w) désigne une version

oo v P . n
¥ L0,1]® (% mesurable de l'espérance conditionnelle E [H(S’m)l(?s—l .

2.7. Remargues

@ Ershov montre dans [ﬁé} p. 169 , 1l'existence d'une telle ver-

sion avec la condition : pour tout t € (0,1}, E[l[Htll} <



(® Le lemme 2.2. donne l'existence d'une version prévisible de

1l'espérance conditionnelle E [H(s,w) I(gs_] .
”~
(3® Comme M est une martingale (proposition suivante 2.8.) on

peut noter la relation ;

. 1 Y . t+h
lim = EQY - Y [Fi)=1im /77 ACu,0) au
h»o h+o t

A (t,(.l)) P @ X,p.S.
Ce qui montre que le processus d'innovation est déterminé direc-

tement 3 partir de l'observation.

2.8. Proposition
Avec les données de 2.1. et la condition b) suivante
1 2
b) E [fo||Hu|| du]< w
le processus d'innovation M (resp : M) est une martingale sur

la base (Q,(TE),P) resp : (Q,((at),P), continue, de carré inté-

grable.

~

Le processus & variation bornée associé vérifie la relation

pour tout t > s (Mk,ﬁl)t = (Mk,M]')t

2~ 2

Sk o1 _ k 1

(resp : (MM >t = (M ,M >t ).
Démonstration
P
@D Martingalité de_ M
S A
rd . 3 L3 ~ - [ - -t —A
Par définition de M on a : Mt = fo(Hu Hu) du + Mt

'~ N X | t -~
d'od E[ M, -M_ 1957 = ELmeng 1G]+ E[IS(Hu—Hu)du](gS] .Comme
953 C }; , et que M est une martingale sur (Q,(?%),P) on a
E[Mt—MS|(381=O .
D'autre part, soit T ¢ %s :

Lt o _ t,, o _ .t o
rp E[sLH B )au| @G ) ap = s dP SI(H H pAu = ST du sp(H R aP

= f: du Jp E [Hu—ﬁu ](ju],dP puisque uzs et Fegs done 3 (gu
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- o "r\ = 1 ~ rd . . . o -
Comme E [Hu Hu \(ﬁu] 0 d'aprés la définition de Hu , on ob

=

tient la martingalité de M sur la base (Q,((at),P)

Enfin la relation 2.61. et la condition b) montrent

=

que M est de carré intégrable et a des trajectoires continues

presque surement.

soit

%;’ (ﬁt -
1 % i-1 T4 i-1

ou les indices k, 1 désignent les processus coordonnés.

k,1,2 k

R 2] 1
SP (M) converge vers (M ,M >t dans L (Q,Q,P)

lorsque le pas de la partitioh tend vers 0; cette somme converge

donc aussi en probabilité vers M ,ﬁ dans l'espace (Q,%,P).
+ p

D'autre part, dans 1'espace (Q,F,P) on peut écrire

q t. N t. ~ q t. ~
solewy = ¢ (f Y Fawd i Taw+ i #Fanmt 1
P i=1 Jt u t u i=1 )t u t My
- i-1 i-1 =17t i-1
@ ®
qa  t. . q
A {[ gl g oMy v ool o oyt o )
B u t. t, bW My t. o,
i=1 . 1 i-1 1=1 1 1-1 1 i-1
k——ii’/_\/_\/vw
~ ~
o H =H -H ® ®
u u u

Examinons successivement le comportement des sommes
@, @ , ® , @ 1lorsque le pas de la partition © tend vers 0.
La somme & converge dans LI(Q,g;P) vers (Mk,Ml>t , et done
aussi en probabilité.

Considérons la somme () . Soit m(w,?) = sup J;i 1|ﬁi|du

Pour presque tout w , m(w,?) tend vers O, et on a les majorations



q t. N t. ~ q t. t. ~
2ot ang B aw | ¢ 1ot |ﬁﬁ|du)(ftl ESESS
i=1 ti-1 M i-1 i=1 ti-1 i-1

q T ~ ~
i k K R k p
< i§1 fti_1|Hu[du) m(w,™) = s |H,| du m(w,D)

Pour presque tout « cette dernidre quantité tend vers 0, la
somme (O} converge presque surement vers O , et donc en probabilité

dans (9,%,P) .

Considérons les sommes () et Q)

"Soit n(w,?) = sup lMi - Mi I; n(w,? tend vers 0 , d'aprés
i i i-1
la continuité des processus M1 on a alors les majorations
q t. o q t. ~
|zt ESawaon -up o o gz oot B aw - My |
i=1 i-1 i i-1 i=1 i-1 i i-1
t Tk
< nlw,P s |Hu! du

pour presque tout «w cette quantité tend vers O . Les sommes Ca
et (3 convergent vers 0 P.p.s, et donc en probabilité dans

(2,%,P)

En résumé S;’l (M) converge en probabilité vers

(Mk,Ml>t dans (0,%,P) . Cette convergence implique que (Mk,Ml)_t
est ?‘t -mesurable et par conséquent cette convergence a lieu
aussi dans l'espace (Q,%,P) d'ou la proposition

2.9. Proposition

Les conclusions de la proposition 2.8. demeurent si
on remplace 1'hypothése b) par a)
1
a) E{sg [1H,]] du]< =.

Démonstration

Avec l1l'hypothése a) , il est clair que le processus

oy

M, (resp : M) est une martingale, et que la deuxiéme partie
de la proposition 2.8. s'applique, & savoir que les sommes S?jl(ﬁ)
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convergent en probabilité vers <Mk,M1>t dans (Q,g,P). I1 reste
seulement & montrer que M est de carré intégrable. Nous le fe-

rons en montrant que chaque processus coordonnée Mk est de car-
ré intégrable.

Soit (%% la tribu engendrée par gt et la famille
des ensembles de P-mesure nulle de (g .

Soit la suite {Tn} de temps d'arréts de la

el
famille (f%) telle que

Tn = inf {t : ]ﬁ¥| > n}) Tn =1 si { } =20

Ce processus (ﬁk

+ AT ) est une martingale de carré inté-

n t é[O,ﬂ
grable sur la base (Q,(Q%),P) et

t AT
_ n gk _ pk k
A'Tn = I (Hu Hu) du + Mt ATn

=z»

k
t

en faisant la méme démonstration que dans la proposition 2.8.

on obtient

2k Ay _ k k S k .,k k k

<M-I\T ? M./\T >t- <M.I\T ? M.I\T >t_ 'ro 1[55T ]d<M oM )S (M7 ,M >t
n n n n n

2k
Or Mt AT
n

de Fatou on obtient les inégalités

A
- Mi lorsque n - » , P.p.s. en utilisant le lemme

E [adH?] = [ ] 5 Lin inf e o mf]? E[limninf ‘P?]E,\TH)QJ
- 5[]

ce qui donne le résultat souhaité.

2.10. Corollaire
Avec les mémes données sur H , si M est un mouvement
brownien m-dimensionnel avec <Mk,Ml>t = 8,4t alors le processus

- 2
d'innovation M (resp : M) est également un mouvement brownien
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m-dimensionnel avec

kA1 ﬁk Ql
{M,M )t = 8.t (resp: (M ,M )t =8 t)

Nous indiquerons maintenant briévement les directions
de recherche de certainsg auteurs [iﬂ s [2ﬂ pour obtenir des

généralisations des résultats précédents.

2.11. Sur quelques généralisations

A.- M est une martingale de carré intégrable (non
nécessairement continue) sur la base (Q,(?&),P).
On considére alors sa version séparable continue a
droite, Y é&tant encore défini par la relation
Y () = 5 H(s,w) ds + M_(u)
avec les mémes données pour H que dans 2.1. Y est alors un
processus continu 3 droite. Etant donné t , en remarquant que
si {sn} est une suite croissante convergeant vers t , on a

. P . ~ Y Y . -~
au lieu de 1'égalité 2.21. }('Tsn = Gft_ , on obtient &

la place de la proposition 2.2. le résultat suivant

2.111. Proposition

Avec la condition E [Ié | |H(s,w0)]]ds | < =, pour
presque tout t , on peut trouver une version A(t,.) de 1l'es-
pérance conditionnelle E [H(t,.)]ﬂ'i_] telle que le processus
A défini sur la base (Q,(?E),P) soit prévisible

On obtient alors::

2.112. Théordme (] thecreme 3)

Le processus uy dé&fini sur la base (Q,(j@),P) par
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we = Yo o- fz A(s,y) ds est une martingale de carré intégrable
dont la variation quadratique est la méme que celle de M . (la

démonstration reprend les arguments des propositions 2.8. et 2.9.).

B.- Un second type de généralisation consiste 3 rem-
placer le processus (fg H(u,w) dU)tQ[bail par un processus J
variation bornée S , non nécessairement continu, défini sur 1la
méme base (Q,(gk),P), et la martingale M par un processus B
défini sur (Q,(It),P) et tel que pour tout t et tout s<t
on ait
] = 0 (B : processus innovant
au sens de Meyer [}2])
Meyer définit alors le processus d'innovation I sur la base
(Q,(jz),P) par
- - *x
I_t = Yt S_t

od S* est la projection duale prévisible de S pour la famille

Y
t

tenus pour les propositions 2.8. et 2.9., 3 savoir essentielle-

de tribus (F,). Il démontre des résultats analogues 3 ceux ob-
ment que I est une martingale. I est de carré intégrable et
continu si B est une martingale de carré intégrable, et si S
et B sont continus. Il est important de noter que I est une
généralisation du processus d'innovation défini en 2.4. En effet

si St = fg H(u,w) du et si B est une martingale de carré in-

o~

tégrable M et I c¢oincident.

C.- En s'inspirant de [12) on peut obtenir un autre
type de généralisation. On considére Y et W processus (3

trajectoires continues) définis sur la base (Q,(ft),P) avec



Y () = I H(s,w) ds + W, (w)

W est un mouvement brownien et H vérifie les hypothéses de
mesurabilité et d'adaptation déja indiquées. Au lieu de la re-
lation (a) on suppose que l'on a

P rlIHGs,0)|]? ds < o= 1

Alors, du corollaire 2.2. de la partie I on déduit Py <<8
Le théoréme 3.5. de I montre que nous obtenons pour Y 1la re-
présentation

Y () = JE als,Y(w)) ds + V (w) P.p.s.

ol o est un processus mesurable défini sur la base (c,(ﬂi),PY)

et V un mouvement brownien sur (Q,(fz),P) . Nous dirons encore

que V est le processus d'innovation relativement 3 (Y,(Ti))

On obtient bien une généralisation. En effet, si on peut définir
. Y

une version mesurable de E [H(t,w) |T1:] pour presque tout t

on aura

»& P[E [H(t,w)]fi]# a(t,Y(w)]] =0 .

3.~ Utilisation du processus d'innovation

3.1. Proposition (représentation du processus Y)

Soit deux processus Y et M J trajectoires continues,
définis sur la base (Q,(J&),P) 3 valeurs dans R™ tels que

a) M est une martingale continue de carré intégrable

DY Y () = /L H(u,u) du + M (o)

ol H est un processus progressivement mesurable sur la base

(Q,(Wt),P) tel que



E [Ié ||HG@,w || du] < e

Alors il existe une martingale continue de carré intégrable M ,

définie sur la base (Q,Cﬁi),?) et un processus o défini sur
c o e 1

(c,(@t),PY), prévisible, avec EPY [folla(s,x)llds] < » et tel

que

Y (o) = £ als,¥(w)) ds + M (&)  P.p.s.

Une telle représentation de Y est unique, » ® P.p.p.

Démonstration

Les hypothéses faites permettent d'appliquer la pro-

~

position 2.9. On note M 1le processus d'innovation relatif 3

(Y,(fZ)) et nous avons

Y (w) = S5 AGs,0) ds + M (w)  P.p.s.
ol A est défini 3 partir de la proposition 2.2. Il nous suffit
maintenant de montrer que nous pouvons définir o avec les pro-
priétés indiquées et tel que A(t,w) = a(t,¥Y(w)) P.p.s. Une
fois ceci fait, il suffira de remarquer que

a(t,Y(w)) = E [H(t,m)]j I ] P.p.s.
pour obtenir EPY [Iélla(s,x)||ds] < =,

Nous adoptons les mémes notations que dans la démons-
tration de la propcsition 2.2. On considére les partages dyadiques
1 de l'intervalle [0,1 . n_ = {t] 5 t = %H sk o= 0,1,...,2")

On fera la démonstration dans le cas o H est un
processus 3 valeurs réelles. D'aprés la démonstration de 2. 1.
on peut approcher A(t,w) par une suite de processus A" tels

que An(t,w) = I An’k (t,w) , ou An’k

k
o .’FY: - mesurable.
lt“ I +1
k? "k+ k

est un processus



Soit 1'application (J,Y) : (t,n) —>(t,Y(w)) de
[O,i] x @ dans [p,i]x C on a
Y
®F

LYY e @S = &
e, %00 1 P, &7

en appliquant le lemme classique de factorisation on obtient
e (£,v(0)) = AT, w0)

égalité illustrée par le diagramme

@f? )y BV ([0, xc®

([0,1] x o, @R )
Jti’ti+i] T T tieeq) ty

n,k n,k

A a

(mﬂxﬁ’@mﬂ]QQR)

ou an,k est un processus n .n ®G5cn mesurable.
Jeotin]
On définit alors o par o (t,x) = = an’k(t,x)

k
et on a évidemment un(t,Y(w)) = An(t,m)

o processus sur (c,(%i),PY) est V/ ® ®i%cn mesurable

¥
k Jti’t£+1] T

donc prévisible.

Soit Go = {(t,w) : 1lim an(t,Y(m)) n'existe pas }
n
G, = {(t,0) : lim A™(t, v ) n'existe pas } donc A @)P[Bo] =0
n
mais » @ P [GO] = A ® Py [Gg] ol Gg = {(t,x):lim a"(t,x) n'existe pas}.

On peut donec définir o« par a(t,x)=lim an(t,x)
o est un processus prévisible et on a i
alt,¥Y(w)) = A(t,w) P.p.s. d'ou le résultat
Montrons maintenant 1l'unicité de la représentation.

Supposons que nous ayons ' une autre représentation de Y

Yo(w) = ST y(s,Y(w)) ds + M (w)



’~

avec les mémes propriétés pour y et M que pour o et M

Alors M (o) - ﬁt(w) = f§<Y(s,Y<m>> - als,Y(w)) ds P.p.s.

— ~
M -~ M est une martingale continue définie sur la base (Q,CT%),P).

Cette martingale étant égale 3 un processus & variation bornée est

nulle.

M_=M_ P.p.s. et y(s,Y(w)) = a(s,Y(w)) A ® P.p.s.

Note 1.
Ce résultat est meilleur que celui de Ershov (18]
lemme 2 ) ol le processus a obtenu est progressivement mesura-
e}
ble sur la base (c,(@t+),PY)
Note 2.
Si au lieu de M , c'est un mouvement brownien W
qui est donné, on obtient la représentation
-t A
Yt(w) =Jq al(s,Y(w)) ds + Wt(w) P.p.s.
oi W est un mouvement brownien, a est donc progressivement me-
surable sur (c,(%i),PY) et on peut appliquer les résultats de

la partie I . C'est l'objet des corollaires 3.2. et 3.3, sulvants.

3.2. Corollaire
Avec les hypothéses de la proposition précédente, ol
M est un mouvement brownien . et avec
1 2
E[s; |[HGs,0)]] ds] < ®
la mesure PY est absolument continue par rapport d la mesure

brownienne g et

—= (x) = exp [Ig(a(s,x), d'ﬁs) - % fglla(s,x)ll2 ds| Py.p.s.
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ou en revenant au processus H et en utilisant le processus

a2y
d'innovation W et la factorisation 'wh&Y =W

dp

1 1 .1 1y 2
EB_Y(") = exp[fo(E[H(s,w)lY(w)=x/G,)§],d W )+3 sl IE[H(s,w)IY(w)ac/e\i]rl ds

Commentaire PY.p.s.
Y , W, a satisfont aux données et hypothéses de la

proposition 2.9. de la partie I que l'on applique ici.

3.3. Corollaire

Avec les hypothéses du corollaire 3.2., si Y est un
processus gaussien, alors les P-complétions des tribus CFZ et.} ¥
sont égales pour tout t «[0,1] .
Commentaire

C'est une application immédiate du corollaire 4.6, de
la partie I . Ce résultat a été démontré par Kailath, dans le cas
ol H est un processus gaussien par une méthode trés différente
(utilisation des propriétés des noyaux de Volterra, cf. [1@
appendice II, p. 653).
Notation

~

9)% désigne la tribu engendrée par FS% et la famille
N E des ensembles de mesure g-nulle de & . %’z désigne doré-
navant la tribu engendrée par.frz et la famille des ensembles
de mesure P-nulle de ZFY (et non de ﬁfz comme dans la partie I).
Dans ce qui suit,ayant constamment 1l'absolue continuité PY <<B

. P . . ~ o 5 C
on utilise souvent sans 1l'écrire 1l'inclusion GBt :)fSt

3.4. Remarque

La proposition 2.2. donne comme corollaire le résultat

suivant que nous utiliserons pour le théoréme 3.5.



Etant donné (Q,Q,&) et y un processus mesurable défini sur la
base (Q,(%tsﬂn) ,& ol M désigne la famille des ensembles de
@;mesure nulle de (g » tel que pour presque tout t E [Yt] <
la famille (gt) étant continue 3 gauche, alors on peut trouver
Y , processus défini sur (Q,(gt),GD Y étant prévisible, tel
que y(t,w) = y(t,u) A» ®P.p.s.

(on prend pour la version prévisible de 1l'espé-

Ve
rance conditionnelle E [Yt l(gt] ) .

3.5. Théordme (théoreéme de représentation Fujisaki-Kunita-Kalliampur
26l , p. 2w
Avec les hypothéses du corollaire 3.2., toute martingale
réelle Z , de carré intégrable, définie sur la base (Q,(ﬁz),P)
a ses trajectoires continues et admet la représentation

, ) t ~
Z, = E{2,) + s (y_,dW))

ol ¥ est un processus mesurable, adapté 3 la famille (?i),
|12

avec E [fillws ds ] < o,

Démonstration

Nous suivrons l'argumentation de Fujisaki-Kunita-
Kalliampur, en y ajoutant les quelques précisions figurant dans
f12] .

Soit la représentation de Y obtenue dans la proposi-
tion 3.1.

Tt

En coneidérant g le processus canonique de Y dans 1l'espace

IYals,Y(w)) ds + W _(w)

(c,(@i),PY) on obtient :
’yt(x) = f; a(s,x) ds +‘D%(x) (partie I, formule 2.33.)

On introduit comme dans la partie I (théorémes 2.8. et 4.5.)



- une modification G de o«
- les temps d'arréts T = de la famille (@i) avec
Tn(x) = sup {t : fg Ilz(s,x)ll2 ds < n 1}

- les processus o, définis sur (c,@%i),PY) par

(x) a(t,x)
n

n . -
a (t,x) = 1tsT

- les processus d'approximation de g , Y' définis sur

c
0, O
(co,(@% ),PY) avec

YE(x) Aé&tcx) si t g T _(x)

Yi(x) ’yt(x) - f% als,x) ds pour tout x € g

n
't 1 .t 2
exP[ijo(“n(SaYn(x)),&Ué) -5 follan(s,Yn(x)ll ds}

1]

Soit \prtlcx)

alors : P_ = N ? . P§ est une mesure de probabilité sur

c e
30 . n P o o
(co,§?> ). Le processus y , défini sur la base (co,@3t ),Py)
est une martingale, et Y" est un mouvement brownien sur la base
c
~ O ~ P ~ .
(cO,OD% )’Pn) (d'aprés le théoreéme de Girsanov).
Soit Z wune martingale sur la base (Q,(Tz),P)
On peut se restreindre au cas oi 7 est d'espérance nulle. Soit
la factorisation Z}O Y = Z . Alors z} est une martingale sur
c
c o o
(c,(@t),PY) et donec sur (Co’(@% ),PY)

5 .
),P )

~n T
Remarquons que le processus zr défini sur (co,GﬂtﬁTn n

¥ n o _ n,-1 . = s
par 3’t = (Qt) 'thATn est une martingale, d cause de la défini

tion de la mesure P~ et du fait que j}T est une martingale
" n

cg o
pour la base (cO,O%tATn),PY)

On a déj3d remarqué (théoréme 4.5. de la partie I)
o) Y
1'égalité des tribus S ° et ¥ .0 . On en déduit d'apreés
tATn ‘tATn
le résultat de J.M.C. Clark [2@ sur la représentation d'une

fonctionnelle du mouvement brownien comme intégrale stochastique,
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~ aAC
qu'il existe un processus ol adapté 3 la famille (3%0) donc

c
d'aprds 3.4. 3 la famille (@%O) et mesurable, tel que

fi||$:||2 du < = gn.p.s. (et donc P?.p.s.) avec

~

2 n _ .t ~n n
é—t-fo (cbu ,dYu)

~n 2n .
En remarquant que 3 . = §t on obtient
~ taT . T taT tAT
n _ n n ny _ n ,~n 5 n ,~n n o
f)t = 1 (o, d Y1) = [ (G1,dW )+ (3, a )du PG.p.s.
tAT -t AT
. n sn [ _ n,n n
= w =
Soit Mt fo (Qu, d u) et Kt fo (@u,au) du

On applique la formule de Ito & la fonction f(x,y) = x.y ol

n .
X = Mt + Ko et %,=\Pt ,» ce qui donne
_ on o Lt n t n
é’t,\Tn = MK Yy = SoMHKId g + T g g a Mg
t ,n 1 .t n
+IO\PSdKS+7IOd<M,q} >s
La derniére ligne représente un processus ad variation bornée.

D'autre part
AT

ek a g™ = SR gy e Mydu] e, )
FotMgrKId g =/, [ o u’ u’ ‘o LVERNRA LT AL s
taT

t n - n n . ~n 2 ' .
et fo LVS d Ms = fo W S(QS, du}s) . Par conséquent 1l'expression
taT
t n t n n,.n -
IO(MS+KS) d\(s + fo (V2 d Ms est de la forme fo (@u, d\Lu)
tAT

[} ~ . pd '3 s - n ~n -
D'aprés ce qui précéde (étmTrl s (Qu’dlﬁh)t est un proces
sus 3 variation bornée, or c'est aussi une martingale continue

c
M~ O o o
sur (cO,GBtATn),PY) - Ce processus est donc nul Py.p.s. et
donc

tAT
n o
}%ATn =7, n(®u,du}u) Py.p.s. (et donc PY.p.s.)

taAT
pe plus E[s, " Ilegl17 au) = B[ (307 <k 3 ]ce
n

ce qui montre que E [fé||¢3]|2 duJ < =,



Ceci termine la démonstration : en effet soit n<m et s<Tn(x)
Alors ¢2(x) = QS(X) . Donc quand Tn'?l , o™ converge pour tout
uelo,1], Pg.p.s. Soit ¢ le processus limite. La majoration

des espérances indiquée montre également que
1 2 _ rt oD
E [Io||¢u|| dq]< = et %, 0= fo(¢u’d\0h) d'ol

. ot 0 S -
Zt = fo(wu,d Wu) o ¥ =9 oY

Meyer dans [;i] P. 235 note que l'on peut affaiblir

certaines hypothé&ses, c'est 1l'objet de la remarque suivante

3.6. Remargue

Le théoréme de représentation reste vrail sous des
hypothéses plus faibles, en particulier, si l'on remplace
E [féHH(‘t,m)Hz dt] < = par la condition : P[fgllH(t,m)H? dt<m]= 1
ou par la condition PY<<B . A partir de 1la représentation de Y
obtenue dans la partie I au théoréme 3.5. et en utilisant 1la

généralisation C du processus d'innovation (2.11.)

4.- Equations de Kalman-Bucy (filtrage linéaire)

Nous présentons ici les équations de filtrage linéaire
dues & Kalman et Bucy. La méthode de Kailath, utilisant le proces-
sus d'innovation et 1'égalité des tribus dans ce cas permet de
simplifier considérablement 1'exposé. Nous nous sommes en parti-

culier inspiré de [2i] .



4.1. Données et hypothéses

Eﬂ Le signal X et l'observation Y sont des processus

définis sur une base (Q,(j%),?) , ?'étant P-compléte et

Tt
de .F .

X et Y sont solutions des équations différentielles stochastiques

ogtg1l
contenant la famille Q— des ensembles de P-mesure nulle

linéaires suivantes

1) 4 Xt = C(t) Xt at + D(t) d Vt : X(o) = X
2) ¥, = Ay X, dt + By dW,_, Y y=o0 |
ﬁﬂ V et W sont des mouvements browniens sur (Q,(?%),P)

n-dimensionnels. La fonction de corrélation des deux processus

* tas s _
est de la forme E [wt.vsj Io T () du . (x désigne la trans
position des matrices) T é&tant une application borélienne de

[0,1] dans 1'espace L ®,R™

X est un processus m-dimensionnel, E [_-X(; = 0o et

X, est indépendant de Vt et W, pour tout t ¢ [0,1]

Eﬂ A, B, C, D, sont des matrices non aléatoires dé-

pendant continument de t

A :mxgq B :nxgq C:m=xn D:nxm
[] B B* est définie positive pour tout t ¢ ﬁ)gﬂ
Y est un processus g-dimensionnel.

Nous nous proposons dans ce qui suit d'obtenir 1l'estimé
A A Y . P . . - .
Xy (Xt = E [thﬂft]), comme salution d'une équation différentielle
stochastique (équation de filtrage) et 1l'erreur quadratique

- ”~ _ N *
P, = E[(x, - Xpx, - X0 .

Nous condensons dans le lemme suivant des résultats classiques.
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4. 2. Lemme

Soit W un mouvement brownien n-dimensionnel sur

. t . C
la base (Q,(Tt),P)Ostsl . Soit An,m l'ensemble des applications

boréliennes f : [0,1 19S6(Rn,Rm) telles que fg ||f(s)||2 ds < =,
Soit HX(W) , 1l'ensemble des variables aléatoires Z, avec
t t

Zt = fo f(u)<jwu ou f ¢ An,m

Soit Ez m? 1'espace des fonctions mesurables de (2,F) dans

R™, & m) de carré intégrable. Soit X un processus gaussien

R
sur (Q,(T’),P) tel que pour tout t e[b,i], X €.L2 et E[X; =0 .
t t Rm

Alors

C) HX(W) est un espace de variables gaussiennes,

sous espace de Hilbert fermé de L2m
R
~ X A
@ soit H, = proj E , alors X, = E [thgf‘ﬁv”l] .
Hy (W)
Démonstration
@ A-t est un espace de Hilbert avec la norme

n,m

fiqdfo ||f(s)||2 ds . L'application f-tqu f(s) d W, étant une
2

R
Pour des fonctions f étagées, le caractére gaussien des Z

contraction HX(W) est sous espace de Hilbert fermé de L~

t

correspondants est immédiat, et comme tout f € AE o est limite
H

presque sure d'une suite {fp} ol les fp sont étagées et le

~

caractdre gaussien passant 3 la limite, 1l'assertion (@) est dé-

montrée.

2 X - X est un processus gaussien m-dimensionnel
Xt - Qt et WS pour sgt sont des variables aléatoires gaussien-
nes orthogonales. Elles sont donc indépendantes et Xt - Qt est

alors indépendante de la tribu ﬂfz vM . On en déduit

Ex, 0 #¥vn]=e[x -8 0+ E[X | F LU= %,
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”N
Cette assertion signifie que dans ce cas l'estimation X de X
au sens des moindres carrés et l'estimation linéaire coincident.
Un autre résultat bien connu que nous admettrons

est mentionné maintenant

4.3. Lemme
L'équation (1) admet une solution unique X , proces-

sus gaussien d'espérance nulle et tel que

_ t
X, = &(t,0) Xo + /g

. 8(t,s) D_ d V_

ol ¢(t,s) est la matrice résolvante de la matrice Ct solution

unique de 1'équation différentielle ordinaire dans (R™x(R™)

d &(t,s)
dt

ol I est la matrice identité de J R",R

¢(t,s) avee d¢(o,0) =1

- Ct m

)

- * -
On a de plus E {ﬂvt V) Xu'] o pour ugs<t

4.4, Le processus d'innovation de (Y,CF:)) .

) ) - en s -1 -1/2
Soit Ht = Bt Bt . On peut définir Ht et H_t
de telle facon que H;1/2 soit autoadjointe.
Considérons le processus Y' , défini sur (Q,(}g),P)
, ot =172 ot . 1/2 .
tel que Yt = fo Hu d Yu , comme Yt = fo Hu dy u et que

1]
H n'est pas aléatoire , les tribus ?’I et 331 sont égales.

vio= st B2 A x du s st g 1/2

+ o Hy B dW

o u u u

Remarquons que le processus W' défini par
t ;-1/2

-
Wt = f H

o Hy Du d wu est un mouvement brownien g-dimensionnel

sur la base (Q,(Tt),P) : en effet W' est une martingale continue

de carré intégrable et le processus a variation bornée associé est
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défini par la matrice

t ,=1/2 * -1/2 _ .t _
fo Hu Bu Iq Bu Hu du = fo Iq du = Iq.t
Le processus d'innovation de (Y',(fz)) est donc un

~N
mouvement brownien g-dimensionnel que nous noterons W , sur la

base (Q,(TI),P)

~ ot -1/2 5 '
wt = fo Hu .Au (Xu-Xu) du + W_t
N =4O &
Notons qu'en vertu du corollaire 3.3. ona : & z =33§ Enfin,
le processus d'innovation de (Y,(Tz)) est alors le processus

-~ P Y 4 t ,1/2 n
M défini sur (Q,(Tt),P) par M = /O H "% d W,

4.5. Détermination de X

— A
D'aprds b.4. %:=E[MJT¥]=E[}t|%¥]P4L&
4.4, et le lemme 4.3, permettent d'appliquer le lemme 4.2. d'ou
la représentation
% = srfatt,w a W p.p.s.
t (o) u
ol l'application G(t,.) est borélienne de [o,t] dans ¥ (RT,R™

avec fg ||G(t,u)||2 du < o

Remarquons que pour sgt on a :

A A N s
x - x -
E [xt . ws] = E [xt W ] = S 6(t,u) du
On va donc calculer E [Xt . %g] pour déterminer G

1/2 -1/2

- Nx _ . S - S _" \ 3
E[x,.wX¥] =[x, . g HVZ B d Wl +/g E[X (X =X FTAL H *'C du
s ,=1/2 ¥ - s -1/2 x
or E [, .7 H B dwp*] = Efe (t,0) X, (/2 H "' B dwW)HT]
t s ;~1/2 *
+ Efs5e(t,w) D a v, . (f3H S B d W )]

Le premier terme du membre de droite de cette égalité est nul, le
second est égal 3

A
sS e(t,u) D deviv, BY H,
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- /S * ,~1/2
= s e(t,wD T BY H "4,

Maintenant

1/2 s

S RS PR _ RS * =1/2
1S Ex X )T] AN B du = s e(e,w) B X (X -X )] A% MY an

S

t RS * -1/2
+ 52 Efcr; ett,v) D, d V). (X -X ) ] A du

mais E [ (/L e(t,v) n d V)X -X »]= 0 puisque X - X est
u i v v 'Tu Tu q u u

3?-mesurable et que ft $(t,v) D_ 4V est indépendant de F
u u ’ \Y \Y u’
On obtient donc la formule
"N
a . .S x =172 S A% w=1/24 .
E [x,.w5) = s5 o(t,w)D LB H] + B [x, xx] A% H 7' ] e

~ A
oi X =X =X

u u u
. 2 t ~
Ce qui donne X, = /g G(t,u) d W, avec
- A -1/2 T a % ,-1/2
G(t,u) = o(t,u) [D GB* H +E [x, x4 a2 857%]
. % =172 ¥ okq Ak p=1/2 .
Posons K, = D.EBY H + E [x_ X*] Af H| . On obtient

N

1'équation différentielle stochastique pour X
A N "N ~
d Xt = Ct Xt dt + Kt d wt ) Xo = 0

[aY
En remplagant W par sa valeur en fonction de l'observation Y

a0 -1/2 A ~1/2
d Xt = C_t Xt at - Kt Ht At Xt dt + Kt Ht d Yt
~ _ _ - —1/2 kS —1/2
avec X  =o , K = Dtnt Bth + PAL H

- Y x
et P = E[X, X] ]

Nous ne pouvons espérer résoudre une telle équation

qu'en déterminant d'abord l'erreur quadratique P_ .

t
4.5. Cas particuliers
B V et W sont indépendants , r, =o YVt alors
adX =c, K at-p, At la X dat+p, A*H a4y
t t 't t "t Ut t t t 't Tt t
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~

t t t

Tt ot

4.6. Détermination de Pt

On définit m_ = E[x,  x¥] , n_ =E[x, x2]

t t °t o o)
" N
_ *
£, = E [xt X,
A ~
D'aprés les définitions de Xt s Xt , X_t on a
My = Pe¥ Iy

On détermine d'abord Ht et I

Détermination de 1

t

t
3(t,0) Xo + fo d(t,u) Du d vu

=<
1

>
*
"

% % t %
Xo o(t,o0) + (fo o(t,u) Du d Vu)

N * t
d'ou I 8 (t,0) Ho o(t,0) + fo o(t,u) Du DS #(t,u) du

n, est alors solution de 1l'équation différentielle ordinaire
dn

— * * -
C, m, + 1 Ct + Dt Dt , MN(o) i

t
dt t 't t o

Détermination de

t

A ~
3(t,u) K 4w d'ou
u u

X

I

Xt - fo
- t % *

Iy = !5 d(t,u) Ku Ku $(t,u) du

Iy est solution de 1'égquation différentielle ordinaire
dZt x
—_— = + *
T T Cp Tyt Iy Gy e K& 5Ty

On obtient alors pour P l'équation différentielle ordinaire

- * _ * * -1 * ¥
d X, = C,_ X_ dt (Dt BJC + Pt At ) Ht A, X, dt + (Dt Bt + P_A’)H

t

_ ~ _ " ~ *
d X, = C,_ X,  dt (D, r, + Pt At) At Xt dt + (D_ T_ + Pt At) d Yt

+
dPt * ®

——— T - * =
. Ce Pp # P Cp + D Dy Ke K& s Py = 1

L x u-1/2 -1/2
ol Kt’ D, LB H +

%
't Pt Mt Ct P AL H

-1
t

dYt
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5.- Equation du filtrage dans un cas de filtrage optimal non

linéaire

En s'inspirant de {?é] nous esquissons ici 1'étude
du cas ou l'observation Y et le signal X sont comme dans le
paragraphe précédent solutions d'équations stochastiques, mais
les coefficients A, B, C, D é&tant cette fois-ci aléatoires et

dépendant en particulier du passé observé.

5.1. Données
Eﬂ X et Y sont des processus 3 trajectoires continues

définis sur une base (Q,(Té),P) , oo F est P-compléte et

ogtg1

F} contient la famille “l des ensembles de mesure P-nulle de’F.
X et Y sont tels que

) t t
T Xt = Xo +fo C(s,w) ds + fo D(s,Y) d VS

ot
IT : Yt = fo A(s,w) ds + wt

Eﬂ Comme dans le paragraphe 4 , V et W sont des
mouvements browniens sur (Q,(?}),P) q-dimensionnels, la fonction
de corrélation des deux processus est de la forme
x#1 _ .tas
E[w, vi = s, r, du

I' étant une application borélienne de [O,il dans 1'espace

¥ (RY,RY)

Eﬂ Xt est un processus m-dimensionnel et XO est
indépendant de Vi et W, pour tout t

Eﬂ Y est un processus q-dimensionnel

E] A (resp : C) applications de ([O,l]m,(%o’ﬂ ®F)

dans (R, ) (resp : ®™,> )) , adaptées 3 la famille (F.)
RY R" t



et tels que E [f(l)(HA(s,m)ll2 +lcts,w 1% ds] < w

D est une application de ({0,1] » c,@@ 1]®03C)
b

dans (i(Rq,Rm),XB ) yadaptée a la famille (Qi) et bornée.
®Y,R™
Remarque
Comme fft Do { X W ,sst) v ”Z les processus A

et C dépendent du signal X

5.2. Lemme

Soit f wune application de R™ dans R , de classe

af et —of étant bornées,
3X. 3X. 9X.
i i i

c? » les dérivées partielles

f satisfaisant en outre 3 E [(f o Xt)2] < » pour tout t e[b,ﬂ .

Alors en désignant par Lf(t,w) 1l'expression

m 2
Le(t,w) = 3 3 [(D(t,Y(m)) D, ¥, . 2 f° Xt‘“’)]
_ i, —p———
1,]=1 aX;  dX.
i %%
m oaf o X, (w)
+ 3 M -

C.(t,w)
=1 1 0x;

on a les propriétés suivantes
D Ly est un processus & valeurs réelles défini sur (Q,(?;),P)
1 2
tel que E[ IO(Lf(t,w)) dt] <

t

@ fo X, (w - foX (- s Lls,u) ds = oy

(o] i=1 X .

m [af o X
i

S(D(s,Y)dv ).]
S 1

Commentaire

La démonstration de ce lemme est immédiate. Il suffit
d'appliquer la formule de Ito en exprimant f o Xt - fo Xo
pour obtenir @ . () est évident d'aprds les hypothéses faites;
enfin notons que ce résultat est classique quand 1'équation I est

une équation stochastique du type Tto.



On désigne par M 1la martingale réelle de carré

intégrable définie sur (Q,(Tt),P) par

m t of o XS
Mt = iil [.fo __323_— (D(s,Y) d VS);] - E[% o Xo]— f o XO

t t t .
On notera E K? o Xt] ,E [pf(t,.il, E (At) les versions mesu-

rables existant d'aprés le lemme 2.2. des espérances conditionnel-

les respectives E [f o thfrz}, E [Lf(t,.)|fji] et E [At|§‘¥] .

5.3. Lemme
Soit M 1le processus défini sur la base (Q,(?ﬁ),?)

par

M = B0 [fox]-£E0[Fox) - s B [LeGs,0] ds

Alors M est une martingale de carré intégrable.

Démonstration

En exprimant M 3 partir de M on obtient

E[M-H|F |-k M- 1 F ]+ E[E" [fox]-fo xt|3~“§]

E[E°[fox] -fox | ¥}

E [J‘: (B [Lpo(u, 0] - LeCu,.)) aul F 1) .

I1 est clair que les quatre termes du membre de droite

sont nuls, M, est de plus sz—mesurable par définition, enfin
=2

les propriétés de f et de Le impliquent 1'intégralité de My

On désigne par GS le vecteur de composantes Gg

rd - . .t j - j
définies par Io Gs ds = <M,W >4

A partir de T , on désigne par rj le vecteur défini par

t - 3
fo Pj(u) du = <V, W o
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On peut alors voir que
3f o X

J o s
GS = ('—a—x——), D.Pj(S))

5.4. Théoréme (équation de filtrage correspondant 3 1l'observation Y )

Avec les données précédentes on a 1'égalité

E° [£fox ]+ s E® [Lets,.)] ds

+ 00 (B%(f o x A ) - B°[Fox ] ES[A]) + E°[e )}, d QS)

gt [ o %)

N
ol W est le processus d'innovation correspondant 3 (Y,(fz))

Démonstration
On pose
M¥ = sYES[F o x. A ] - ES(fox 1 ES[AT+ ES(G ], d W)
t o s s S s s~ s
Nous allons montrer que —ﬁ; = M: P.p.s.

D'aprés le théoreéme 3.5. de représentation, comme
toute martingale de carré intégrable sur la base (Q,sz),P)
peut é&tre représentée par une intégrale stochastique par rapport

au processus d'innovation, nous avons 1l'équivalence

- - ) .

My = M ¢&—— ((EMM_.2Q = EQM_.Z, ] pour tout Z, de la forme
t

2y = 0y

adapté 3 la famille CT%) .

A 2 P
(@S,dws) avec E[||®t|| ] < w , % étant

1
't -
7, = ELE'F o X0 £ o x02])- E[USGETLo(s, )] - Lo(s,.0)d8)2])

On calculera les expressions T, = EI[(Mt-Mt).Zt] et T2=E[:Mt.Zt]

Le premier terme est nul (on le montre en conditionnant par rapport

~ 7Y . < t
3 J‘t) Le second est égal 3 - E [fo(Zt-Zs) Lf (s,.) ds]
. _ .t g t t _ pS
Mais Z, = S (e_,d W) + S (o ,d W) + s (e _y A - E [AS]) ds

d'ou T

t t t u
L T E[sSCrie, au) v s A - EV[A] du) Le(s,.) ds]

E[sf Lots,) (it , A, -~ ENA ] du) as)
E{/5 U5 L, (u,) aw) o, A - E° [A]) ds]

Enfin T1
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_ i t i t _ oS
T, = E M, . S, aup) ¢ M, sl A, - ES[As]) as]

I~ t s _ t _ S
or E LMt Soe LA, - E EAS1) dg] = E [fo Mg . (e LA - ET[AD d{]

-t S
E[fg(f o X, - E[f o X]] - /¢

LeCu,.ddu) (e A - ES[A]) dg]

t s
E[fo(f © XS - fO

. )
Le(u,.) du ) (o ,A - E [Ag]) ds]
Maintenant

. _t .
E LMt fote, d wsﬂ

E [rote,, aamw> ) = B [roCe_,6,) ds]

E[sfce 56D as] = E[z,.sEESC6]), a W)
et

E [r5 £ o X, (o A -E° (A Ddas] = (sl ,E5[f o XS(AS-ESLAS])])d;}
= E[ﬁt fg(ES[f ox_.A ] -E%[fox]. E°(a]], a ﬁs)]

On obtient

T, =E [z, . 15 [fox_ a)-E%(f o x] E°[A_], d ﬁsi]

t,.8 n
roe%le ), aw] - Ty

+
t
—
N

t

D'ol le résultat.
On considére maintenant le cas plus général ou
1'équation II est remplacée par III
t t
IIT = Y, = /g A(s,w) ds + /s B(s,Y) d WS

avec les hypothéses suivantes sur B

B application de ({0,1]}xcC ,(BEO 1]®%C) dans
b

&@®Y,rRY, & )
T R RYL,RY

pour tout s et tout x B(s,x) est inversible

1

[|Bl|> k > o

1 2
PrgllBts,1[|% ds < =]z 1

Soit le processus Y' défini sur (Q,(?%),P) par

t
-
Y! = fo

-1
H B “(s,Y) d YS
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t

-1
o B "(s,Y) A(s,w) ds + wt

on a Y't = J
. ~Y Y'Y O 2Y
1 -
YJc étant }'t mesurable, on a j‘t C.’Ft
5.5. Lemme
Avec la condition
Pour tout mouvement brownien W défini sur une base (Q’(gt)’&D

et tout temps d'arrét T fini de la famille (gt), 1'équation

stochastique
o _ taAT ~ . .
(3) Zoap = 0o B(S,ZT) d W, admet une solution forte unique
”~ 1 ~
(unicité trajectorielle), alors f)z = 1Fz
Démonstration

(avec les arguments de la démonstration du lemme 5.3, de el >
On considére W le processus d'innovation correspondant
~ |
a (Y',(Tz )) . On peut alors écrire en appliquant le lemme 2.2.

et la proposition 3.1.

Y1(w) = S5 a(s,¥(w)) ds + W _(w) P.p.s.

Soit T (w) = sup {t : fg]la(s,Y'(w))l|2 ds < n}

~
Tn est un temps d'arrét de la famille (}z ) . On définit alors

. 4
sur la base (Q,(}z ),P) des processus yro par
Tt AT

o not(s,Y'(w)) ds

n N

1 -

Yi© (w) = Wt(w) + [

Suivant une technique dé&j3 utilisée, on applique le théoréme de
~Y 1

Girsanov. Il existe alors sur (Q,$Y ) une probabilité P

~
telle que ¥'™ soit un mouvement brownien sur la base (Q,(TE ),Pn).

Pour ce mouvement brownien et en'prenant T = 1 , il existe une
solution forte & 1'équation (3) . Notons cette solution Y™

n _ .t n sl y" 7 Y
Nous avons Y = /0 B(s,¥™) a v!" et F, < F

Comme sur l'ensemble {t < Tn} , Y%n = Y% on a



n tATn n
- 1
Yoo =L B(s,Yp ) d Y]
n n
Mais d'aprés la définition de Y' nous avons aussi
‘tATn
- ?
Yoo = 1o B(s,¥p ) d Y! .
n n

Ceci montre d'aprés l'unicité des solutions de 1'équation (3)

que les processus Y™ et Y sont indistinguables, ce qui

AT
n

nous donne 1'égalité

n ~
~ Y _ Y
f'tl\T - ‘?'t/\T
n n ~

foN s . L&Y 7Y . Y' o FY!
d'ol 1l'inclusion : :rtATn C j'taTn et la relation Tt N

puisque T 71
Ayant déji remarqué 1'inclusion réciproque, on a le résultat

annoncé.

5.6. Remargue

Les hypothéses du lemme 5.5, sont en particulier réa-
lisées si nous avons des conditions de Lipschitz portant sur le
coefficient B et si les processus solutions sont markoviens.

Dans un cas plus général, tel que celui de notre étude
il n'est pas sur que nous puissions nous passer de conditions por-

tant sur les temps d'arrét.

5.7. Corollaire
Avec les données 5.1., 1l'équation IITI remplagant
1'équation II, et les hypothéses faites sur B, y compris celles
dy lemme 5.5., on a l'équation de filtrage suivante correspondant
d l'observation Y
Et [f o Xt] = Eo[f o Xo] + fg S [Lf(s,.i1ds
+ IE (8™ 1(s,v) [E5(f o X, Al- E°[f o x;]ES[A;ﬂ+ ES[G;], 4 QS)



oY
ol W est un mouvement brownien défini sur (Q,(fz),P) par
~ t -1 S
Wt =W+ S B (s,Y) (AS - E LAé]) ds

Démonstration

n
Comme le processus W défini ici est, d'apres le
lemme précédent, le processus d'innovation correspondant a
|
(Y',(fz }), 1l'équation écrite n'est pas autre chose que 1'équation

du filtrage obtenue pour le processus Y'

5.8. Remarque

L'équation de filtrage trouvée recouvre de nombreux
cas. Cependant, si on ne dispose pas de données supplémentaires,
elle ne permet pas le calcul des estimés Et[Xt] ou ET Lf o Xt].
En effet, pour le voir, considérons le cas simple étudié par
Shyriaev [30] ol 1le processus X est une variable aléatoire
réelle XO » Y et W sont des processus a valeurs réelles,

avec A(s,w) = Ao(s,Y) + Xg A, (s,Y) . On en déduit, avec les

1
notations précédemment utilisées que 1l'on a
C=D=0,M=X_, Lg(s,.) =0, G =0

En prenant f tel que f o X, = X5 s on obtient

1'équation de filtrage
tr _ oy t ,-1 s 2 s 2 n
E-Lx ) = °Ix ) + 75 BTT (s,1) Ay (s,Y) (E [(x] -(E (XD d W,
ou en écrivant

o t

-1 t
W, = /5 BT (s,Y) ds - [ (A (s,Y) + A (s,¥) E°[X ]) ds

on obtient
ty _ =0 t -2 Sr2 s 2
ENlx = EOlx ) + 1) BT(s,Y) A (s, ) (BS[XS]-(ES (X)) a v,

t -1 2 - -
- 18 BTN, A s, D ESX2]- (EP(X DY) (A (s, V)+A, (s, VIES [X_])ds

I1 est clair que Bt[xg} ne peut &tre calculé si on



ne connait pas Et[Xg].

Si on considére maintenant 1'équation de filtrage avec f o X

le calcul de Et[XQ] dépend de la connaissance de Et[XS] et
e o

ainsi de suite.

Dans [30)} , Shyriaev considé&re une observation initiale Y

et montre que si la distribution initiale P[XosxliFg] est

celle d'une loi normale N(m,Y) , alors la distribution de

la loi conditionnelle P[Xo$x|$)§] est aussi celle d'une 1loi

normale de paramdtres m, = Et[Xo] et Y

t 32
. v, = E[Xpmp?],

t Tt T
que l'on peut calculer.

Ce résultat énoncé avec une démonstration sommaire
est la généralisation de celui démontré par Liptzer et Shyriaev

dans [31} .



A NNEXE

Démonstration d'un théoréme de Liptzer et Shyriaev

A.1. Donntes et hypotheéses

|§] Le signal X est une variable aléatoire réelle Xo s
- ) 2 o

ElxJ=0 ot B [(x)%] < =,

IE] L'observation Y est un processus & trajectoires con-

tinues, défini sur une base (Q,CFT),P) tel que

ostg1l

- t t
Yt(m) = Yo(w) + fo(AO(s,Y(w)) + Xo(w) Al(s,Y(w)) + fo B(s,Y(w)) d WS
YO est une variable aléatoire de carré intégrable , indépendante

de wt pour tout t

Eﬂ A, sA >B sont des processus définis dans (c,(&i),PY)
avec
-1 .2
EPYLIO AL (5,%) dsJ <

pour tout t , et tout w Al[t,Y(m)] est bornée.

PY [ g 82 (s,x) ds < m] =1
Eﬂ W est un mouvement brownien dé&fini sur (Q,(Tt),P),
XO est indépendant de W, pour tout t
Eﬂ ¥ désigne la tribu engendrée par les variables aléa-
toires W, pour s¢l , X et Y , complétée pour P. De fagon

s, s&t , X et

analogue i}% désigne la tribu engendrée par W o

s
YO et par la famille des ensembles de P-mesure nulle de F

Eﬂ Pour tout x et tout t |B(t,xﬂ 2k >o0

Pour tout mouvement brownien ﬁ défini sur une base (f%(?t),&)
et tout temps d'arrét T de la famille (gt) , 1'équation sto-

chastique

(3) 7 - ft/\T

~/
enT S B(s,2p d W_

admet une solution forte unique.



Remarque
Ces données et hypothéses permettent d'appliquer le

lemme 5.5. et le corollaire 5.7. de la partie II . Nous pourrons

alors démontrer un théoréme de Liptzer et Shyriaev [[3@], théoréme 1]
Notons que 1l'hypothése d'unicité forte, énoncée en

&ﬂ ne figure pas dans 1'énoncé du théoréme 1 de [30]

Enoncé du théoréme

Avec les hypothéses précédentes, si la distribution
conditionnelle initiale P [Xo 3 u|?Jz'] est celle d'une loi nor-
male N{m,y) alors la distribution conditionnelle 3 postériori

P[:Xo su |F z] est aussi celle d'une loi normale N(m ) ol

7t

m_ = E [Xolﬁ’zl et vy, = E [(Xo-mt)zl‘f)zj satisfont les équations

A(tY) [ 3
A.11. dm, = ¥y d Y - (A _(t,Y) + A _(t,Y) m.) dt m_=m
t -t 320y o’ A t ) °
dy A (t,Y)
A.12. —= =_Y§ T A
dt B°(t,Y)

Les solutions de ces équations sont données par les formules

Yt + Al(s,Y)
A.13. m,_, =m — + vy, [ —_— (d Y - A (s,Y) ds )
t Y t "o B2(s,Y) s o}
A.14 !
LAY, oy, =
t + Ai (s,Y)
1 + v fo 5 ds
B °(s,Y)

Nous traiterons le cas ol Y, = o0, le résultat général étant

facilement obtenu 3 partir de ce cas particulier.

A.2. Une formule de densité

Avec les hypothéses faites, les propositions 2.2., 3.1.



et la remarque corollaire 3.4., on peut trouver des processus

N R Los o s C

Ao’Al’B définis sur (c,(ﬂ%),Py,) tels que
N
AO (s,Y'"(w))

A1 (s,Y"(w))

B (s,Y' ()

Ao(s,Y(m)) A ® P.p.s.

Al(s,Y(m)) A ® P.p.s.

B (5,Y(w)) A»® P.p.s.

oi Y' est défini comme dans (partie II- paragraphe 5) par

t -1 . P
Yi(w) = /) B (s,X)JYﬂCe qui permet d'écrire

(I&O(S,Y'(mn + X () ,Al(s,Y'(m)))

(1) Yi(w) = f7

d
5 s  + Wt(w)

A
B(s,Y'(w))
Comme X est indépendant de W, pour tout t , on peut écrire
1l'espace de base (Q,%,P) sous la forme

(R xa, ,B,®d 1P
ol ‘36 est la tribu o{wS , sg1} XO définit sur (R,®)) 1la

distribution I , Po est la restriction de P 3 ?@
> - - - 1] - 1]
Soit we © , w= (a,mo) et Xo(w) =a , Wt(w) = Wt(wo) R Yt(w)—Yt(a,mo)

(1) est alors équivalent & (2) n
(Ao(s,Y'(a,wo)) +o Al(s,Y'(a,wo))

(2) Yiasuy) -f’g ds + W_(u)

%(S,Y'(a,wo))

On notera également et %6 les sous tribus de 3?

R

associées canoniquement a $5R et GC , ¢'est-d~-dire respectivement

la tribu formée des ensembles de la forme U x 2, ol U G‘G5R s

et la tribu formée des ensembles de la forme IR x G ou G E_%f.
Pour la loi €4y ® PO , loi conditionnelle sur ¥ connaissant aé€R

on a la relation (2) presque surement, a étant cette fois ci un

~

t
nombre certain. On note Ka la restriction de cette loi a jFY

etona K .< < P{fY' . Soit P l'image de X par Y' dans
o Y.a a

l'espdce (c,®&) . Alors PY,a << PY'
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ayant = Py,o [ fé (

A A

A (s,x) +a A, (s,x)

] _ 1 )2 ds < m]
B(s,x)

On a (partie I - proposition-2.9.) , PY,a << B , ou B désigne

. .. C
la mesure brownienne définie sur (c,¥) et

N n
dP Ao(s,x)+uA1(s,x)

Y!
d B8

(3)

A "
A (s,x)+aA, (5,x)
o) 1 )Qd%}

(x)=exp[}é ayl-1 sl ~
B(s,x)

N

B(s,x)
PY,a.p.S.

En utilisant l'expression de cette densité relativement

<< B on obtient

3 la mesure B (I - proposition 2.9.), et ayant PY'

aussi la relation (3) , PY,.p.s.

”~
D'autre part, en utilisant le processus d'innovation W
!
associé au couple (Y',(fYt)) on obtient

Ko<s,Yv(m)) +m () Kl(s,Y'<m)> n
8 ds + Wt(m)

A
B(s,Y'(w))
ou m_  est une version prévisible de 1l'espérance conditionnelle

1]
E [XO |f'Y ] . On note f 1le processus prévisible défini dans
')

s
Y par mt o Y'(w) = mt(m) . Avec cette représentation
de Y' on a (partie II, corollaire 3.2.)

(c,(Bi),P

Fal n
dPy, Ao(s,x)+ﬁ(s,x) Al(S’X)

R 1 1 .1
(x)—exp[/O d:}é—ﬁ s e )

Ao(s,x)+m(s,x)A1(s,x)\2d
s
ds

B(s,x) B(s,x)

PY,.p.s.

Ayant P << P

, yr on obtient alors l'expression de la densité
Y

A N
dP,, a (o -~ m(s,x)) A, (s,x)
dPY' (x) = exp['fé - 1 d/gé
Y! B(s,x)
1 fl (go(s,x) +a ’Al(s,x))2 - (Ao(s,x) + m(s,x) Al(s,x))2 ds]
2 "o A9
B (s,x)

P,,.p.s.
N 1]
¢+ A (5,0 4+A(s,0R (s, Y

ds + u&(x)

P ' -
En écrivant St = fo

A
B (s,x)



ol W~ o Y'(w) = wt(w) on obtient

" I A2
a (a-m(s,x)) A,(s,x) A s(,x)
(%) = exp[?l - L a -2 rlcanfics,x0)? ;%—————d%}
Y °© B (s5,X) s B’ (s,x)

PY,.p.s.

Soit maintenant T e@Si

Px, su, Y'QF] PLXO$u| Y =x] d Py, (x)

i)
F

u _ _ u Y'a
P [yer] x, =a]amg, = 2 (0 P ap,, 0 dPy(x) ) dli(a)

PFyre @ ()
= 12 Cr E[dPY' [ ]dP x)) an,
On en déduit :
dP,,, o
- - ru Y'!
P [X sul Y' = xﬁgc] = /__E [dpy' ITB ] (x) d Tew)

si T admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue on ob-

tient
aP [X gu | Y = x/ c
o

(.\t P [xo s u] E[dPY,u N ]

Ju Ju

ou relativement 3 1l'espace (Q,%,P)

Y'! ~
3P [XO su |7 t_]: BP[XO s u] oxo [I (u-m(s,w)) A (s,Y"(w)) e
ou fu © B(s,Y' (0)) s
~2
AL (s,Y'(w))
- 10t s, ? ds]
B (s,Y'(w))

En désignant encore par m_ une version prévisible de EI[Xolﬂfz ]
el ] -t
compte tenu de 1'égalité sz =CF¥ et de la relation

t A (s,Y(w)) + m(s,w) A (s,Y(w))

“ t -1
W, = S0 BTN(s,Y(w)) d Y - s]
t o s B(s,Y(a))

ds

on obtient
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2P [X_ s u |F L] op [X, < u] [ ¢ (umm(s,0))A, (s,¥(0)
= = exp | [

a v
o B2 (s,Y(w)) 5

u u

2
1t Al(S,Y(w)
- (A _(s,Y(u))+m(s,w) A, (s,Y(w))) ds) - = J (u-m(s,w))” —5————— ds
o 1 2 "0 2
B (s,Y(w))

A.3. Démonstration du théoréme

P[X, s u) 4 exp[_(u;;l)z}

En écrivant que - =

au V?HY

et en utilisant la formule obtenue en A.2., on obtient une relation

de la forme v
7 [XO < 'gt]= L exp ['Q(u)]
du V2 I vy

ot & est un polynome du second degré en u . Ceci montre que la

~

et v, = E[x,m)?FL].

distribution de E [Xo < u |37¥:] est celle d'une loi normale,

de paramétres m,

Nous allons maintenant obtenir m, et en suivant

t Yt
la méthode exposée par Shyriaev et Liptzer dans [3{] .
On applique d'abord (comme dans 5.8. partie II) 1'é-
quation de filtrage avec f o Xy = Xy Ce qui donne
A, (s,Y)
) t 215 S ry2q. 2 .
m’t = m + fo BT(:T) [E [XO] ms] (dYS (AO(S,Y)+mSA1(S,Y))dS)
b
en écrivant que vy, = E [leﬁ Y]- m? on obtient sous forme dif-
t o t t

férentielle, 1l'équation A.11.

Al(t,Y)
A1, dm =y, > [av, - a_(t,) + m_ A C£,7)) at]
2(t,7)
mo = m

Appliquons maintenant 1'équation de filtrage 3 f [Xé]= Xg
A, (s,Y)
e (x2)- e°[x2)= sf E%(—’Y; (% [x27- e°[x2] . m)
S,

[@ Y, - (A (s,¥) + A (s,Y) m) ds]
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Comme " XS ~- E LX ]m = E {Xg (Xo—ms)lgfz J on obtient en

écrivant que la distribution de L [Xolffz.]est normale et que
I 4

BLxS (X -m, )IF o 1= 2mg

et 1'Cquation de filtrage s'éerit

Al(S,Y)

t P29, . 2., ot 3 -
EY [x2)= yen®e2 1] s m_.y [d Y -(A (s,Y)+A(s,¥)m dds |
2

et

A_(s,Y) .

_ 2 2 t 17 _ -

‘Y_t =Y + m —]TIT"'? IO m mS-"{S [dYS (AO(S,Y)“’Al(S,Y)mS)d.)J
?

En ¢erivant A.11. sous forme intégrale, et en appli-

quant la formule de Ito 43 F(mt) = mi on obtient

Al(s,Y)
me=m® o+ L2y m ———— [d Y - (A (5,Y)+A,(s,Y) m ) ds]
B (s,Y)

Ai(s,Y)
+ Sy N ds
B (s,Y)

D'ou 1'équation A.12. écrite sous forme intégrale

2
) £ 2 Al(s,Y)
=Y =S, ¥y 33— ds

A.12.
S BQ(S,Y)

Y

La résolution de A.12. est immédiate. On obtient

Y

A4, Y, =
t RV SIER
1 + fo Y. 57?;:;; ds

Résolution de A.11.

Ai(t,Y)

On commence par riésoudre d meo= Y, m, dt
’ B™(t,Y)

En portant la valeur de Yy obtenue en A.14, on a

dm u! Ai(s,Y)
_— = - dt ol u, = f_ y. —5—— ds
t t B (s,Y)




k

On en tire mt =

Ai (s,Y)

o T3, o ds
B“(s,Y)

1 +y s

On aura maintenant une solution de (A.11.) en utilisant une

méthode de type "variation de la constante"

Soit m, = kt . .g
+ A1 (s,Y)
1 +y 7, — ds
B (s,Y)
ol k est une quasi martingale de la forme

t

t t
ky = kg + Jgoals,w) d Y+ /0 8(s,u) ds

En appliquant la formule de Ito & la fonction F(x,y) = x.y pour

X = kt et y = ?2 on obtient
+ Al(s,Y)
1 + v fo — ds
B (s,Y)
Ai(s,Y)
ke 7
1 B°(s,Y)
dm, = dk - dt
t t N Ai(s,Y) + AE(S,Y) 2
1 +y f —— ds (1+y S —S———— ds)
° 9 © 52(5 Y)
B (s,Y) ’
En comparant avec A.11. on tire
Al(t,Y)
Y - 5 (dY_t - Ao(t,Y) dt) = a(t,w) d Yt + B(t,w) dt . On peut
B (t,Y)
Al(t,Y(w)) Al(t,Y(w))
donc prendre a(t,w) = y. ——— et g(t,w) =-y.———~———————.Ao(t,Y(w)}

B2 (+,Y(w)) B2 (t,Y(w))

d'ol la solution

t Al(s,Y)
k, =k _+Jf y—S—— (dY_ - A (s,Y) ds)
t e} o Bz(s,Y) s e}
et en prenant kO = m
Y't + Al(S,Y)
A.13. me = m— 4y, fo S (a vy - AO(S,Y) ds)
Y B“(s,Y) s

Comme Al(t,Y) est borné, il est clair que cette solution trouvée

est la seule solution de A.11.
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