H. HENNION

Marches aléatoires sur les espaces homogeénes des groupes
nilpotents a génération finie

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1974, fasci-
cule 3
« Séminaire de probabilités », , p. 1-33

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1974__ 3 A2_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1974, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1974___3_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MARCHES ALFATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGENES
DES GROUPES MILPOTENTS A GENERATION FINIE

par H. HENNIOM

Seit 6 un groupe nilpotent 3 génération fhieet p une probabilité aepério-
dique sur G . On appelle marche aléatoire (en abrégé m.a.) de loli p sur l’espace
homogéne M de G , la chaine de Markov de matrice P définie par

x,ye ™M , Plx,y) =p {g:ge6, gx =y} .

Nous étudions ici la récurrence de P .

Un exemple caractéristique de la situation envisagée est donné par la proba-
bilité de transition sur Zé :

P((k,1),(k+1,1)) = P((k,1),(k 1,1)) = P((k,1),(k,k+1)) = P((Kk,1),(k,-k+1)) = 1/4 .
Nous verrons que, pour cette chaine, tous les points de 7Z, sont transitoires.

2

Enoncé des résultats.-

L'hypothese d'apériodicité faite sur p n'implique pas en général 1'irréduc-

tibilité de P , cependant nous prouvons :

Théoréme 1.-
Tous les points de M sont de méme nature (récurrente ou transitotre) pour

la ma. de lot p .



Convenons alors de la

Définition.-
L'espace homogéne M du groupe nilpotent G est dit transitoire si toutes

les m.a. sur M sont transitoires . il est dit récurrent dans le cas contraire.

Soit H = {g : g6, gx = x} 1le stabilisateur de x €M et G, 1ls sous-

groupe dérivé de G , le sous-groupe HX G1

distingué dans le groupe abélien G/G1 , d'autre part les stabilisateurs de deux points

est distingué dans G , car HxG1/G1 est

sont conjugués, HxG1 est donc indépendant de x , nous le notons H1 . I1 est clair

que si Hx est d’indice finl dans H1 , 11 en sst de méme pour tous les Hx .
o]

Nous caractérisons les espaces homogénes récurrents des groupes nilpotents

& génération finie et lss m.a. récurrentes sur ces espaces par @

Théoréme 2.-

M est récurrent si et seulement si le groupe abélien G/H1 est récurrent
et H est d'indice fini dans H'

Lorsque M est récurrent, la m.a. de loi p sur M est récurrente st et
seulement i -la ma. de loi p sur ~G/H1 est réeurrente, en désignamt par p 1'ima-~

ge de p dans G/H1 .

Rappelons qu'un groupe abélien 3 génération finie est sécurrent si et seule-
ment si il est de la forme Zﬂ ®# K o d est unentisrentre 0 et 2 8t K un
groupe abélien fini ; et notons que lorsque M =G ‘on retrouve le critére de récur-

rer.ce des groupes nilpotents 3 génération finie contenu dans CD .

Liones adnérales de la démonstration.-

Au chapitre I, nous réunissons des résultats généraux sur les groupes nilpo-

tents & génération finie et les m.a. sur les espaces homog@nes discrets, puis nous



établissons le théoréme 1 et nous montrons que, sous les hypothéses du théoréme 2,
M est récurrent ; le lemme I7 que nous énongons ensuite joue un rélé essentiel
dans les chapitres suivants, il généralise le lemme 1 de [1] .

La démonstration de la transience de M 1lorsque les hypothéses du théoréme
2 ne sont pas vérifiées différera selon son rang, notion introduite au chapitre I,
elle sera divisée en deux parties.

Dans la premiére partie, chapitre 1I, adaptant la technique de [{} , hous
prouvons que, si le rang de M est supérieur ou égal 8 3, M est transitoire, st
nous ramenons 1'étude du cas ol le rang de M est 2 et Hx n'est pas d'indice fini
dans H1 3 celle des m.a. sur Zb considéré comme espace homogéns du groupe N3[a],
i.e. Z3 muni du produit :

(a,b,c) (a',b’,c’') = (a+a’, b+b’', ctc’' ta a'b) , e &7

agissant sur 7

, bpar :

(a,b,c) (x,y) = [(x+a, y+c+a bx)

Dans la seconde partie, chapitre III, nous étudions cette derniére situation
en utilisant succeésivement une méthode de troncation inspirée de B] et la techni—
que de fonction sous-harmonique introduite dans [?} . Ce chapitre est indépendant
du précédent.

-
Pour les notions relatives aux groupes nous renvoyons a ;ﬁ} .

Notations.-

Dans la suite, sauf mention contraire, G est un groupe nilpotent & généra-
tion finie, G1 son sous-groupe dérivé, M un espace homogéne de G (ou plus brié-
vement G-espacel}, enfin Hx est le stabilisateur de x € M dans G et H1 = H G1

X
Soit K un groupe quelconque , Gg est la masse de Dirac au point g =z K ,

v -
si kP est une fonction réelle sur K , (¥ est définie par k?(g) =(p(g 1)



Chapitre 1 :

I.1.~ Groupes nilpotents i_qénéfation finie

Soit G wun groupe discret, si A et B sont deux parties de G on dési-

ghe par [A,B] le sous-groupe de G engendré par les €léments de la forme

T - .y :
a b ab , aceA , beB , on pose GD =G et Gi+1 = G, Gi] pour 1 >0, G1 est

le sous-groupe dérivé de G .
Le groupe G est dit nilpotent de classe r si G = {e} , la suits

G=6_D2 G1 D.ee 26

o :)Gr = {e}

r-1

est appelée sulte centrale descendante de G .

I.1.1. Rang d'un groupe nilpotent et rang d'un espace homogeéne

La notion de rang et ses propriéfés sont bien connues dans le cas d’'un grou-

pe abélien, rappelons-Ies pour les groupes nilpotents tellss qu'ellss sont é&noncées

dans [f] .

Définition.-
Soit G wun groupe nilpotent de classe r d génération finie et (Gi]§=0
sa suite centrale descendante, on appelle rang de G (rg G) 1'entier positif ou nul

+ .

rg G =

rg GD/G1 .. +t g Br-1/Gr .

Proposition.-
St H est un sous-groupe distingué de G

rg G = rg'G/H + rg H .

Si maintenant M est un espace homogéne du groupe nilpotent & génération

=

finie G, M est isomorphe aux classes & gauche de G selon le stabilisateur Hx
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d'un point x « M , de plus les stabilisateurs de deux points sont conjugués.

Posons alors :

Définition.-
On appelle rang de l'espace homogéne M de G (rg M) 1'entier positif ou nul

rg M =rg 6 - rg Hx

I.1.2. Quelques propriétés du rang

Soit G nilpotent & génération finie, rappelons (78] vol II, page 215)
gue l'ensemble K des éléments d'ordfe fini de G est un sous-groupe distingué de
G et que G/K est sans torsion.

Si G est sans torsion, d'aprés 55} il existe un groupe de Lie nilpotent, 3
génération compacte, connexe et simplement connexe E ,‘unique 34 un isomorphisme prés
tel que : G solt un sous-groupe uniforme de 6 , s1 F est un sous-groupe de 0§

~ "~

i1 existe un unigue sous-groupe ferm&, connexe et simplement connexe F de G conte-

o~

nant F et tel que F soit uniforme dans F , de plus si dim F désigne'la dimen-

N

sion de l'algébre de Lie de F , on a rg F = dim F .

Lemme I.1.

Soit G nilpotent et H un sous-groupe de G ,
ST rg G ~rgH =1 alors rg G - rg H.G, 21
S rg 6 -rgH=1 alorg H est d'indice fini dans H.G1 .

Dénonstration.-

Prouvons la premiére assertion en supposant d'abord G sans torsion. Puis-

A Va ”
gue dim 6 ~dimH=rgG-rgH2>1, ﬁ est un sous-groupe fermé propre de G , 1l
’ ~ - -
en est donc de méme de H [G)1 (cf. [51) et par suite

P AN ~ AN
rg 6 ~ rg H.G, = dim G - dim H.5, > dim G - dim H.(G)1 > 1 .

1 1



Soit maintenant G quelconque
rg G/K - rg H.K/K = rg G/K - rg H/H11K =rg G -rgH21
et
- = - = - >
rg G - rg H.G1 rg G/K rg H G1/H G1IWK rg G/K rg H.K/K . [G/K]1 >1 .
Si rg 6 -rgH=1, le résultat précédent implique rg G - rg H G1 = 1
donc H est d'indice fini dans H.G1 . &

Lemme I.2.

Soit G nilpotent et H un sous espace de 6 ,
Il existe un sous—groupe H de G tel que :
. a0 e
7)) - H.<« H et rgH =rgH
fa "
ii) st H est d'indice fini dans un sous~groupe K de G alors H =K

(i1 en résulte que, st H est distingué dans un ‘sous~groupe K de G

K/ﬁ’ est sans torsion).

Démonstration.-

Remarquons que 11) éguivaut 3 : si g€G est tel qu’il existe un n # 0 ave
n_ ~
g eH alors g & H.
~J 2

Supposons d'abord G sans torsion et posons H = H\G . Il est clair que i

-

Al
est satisfaite. Soit (gn[t])t le sous-groupe & un parametre de H passant par

n

’”~ ~
g, g"(1) = g™, on a (gn(%J]n = g" , donc. gn(%) =g et gEH NG =H.

~

Si G est nilpotent guelcongue et HK
~J

AJ -
que H de HK par la surjection canonique de G sur G/K vérifie 1) et 1i) . ®

N
= (H.K/K] {WG/K.’ 1'image récipro-

I.2. Marches aléatoires sur les espaces homogénes

Dans ce paragraphe G et G' sont des groupes discrets quelconques.



Lemme I. 3.

- = -

Soit & une surjection du G~espace M sur le G'-espace M' et ¢ un
homomorphisme de G sur G' , tels que :
(ﬂf) : pour tout g &G et tout xeM $lgx) = ¢lg) $(x)
Soit alors p une probabilité apériodique sur G , ¢(p) est apériodique
sur G' . St B(x) est transitoire pour ¢(p) , X est transitoire pour b , la
réeiproque est vraie lorsque H_ est d'indice fini dans ¢—1(H'$(x)) .

Sous cette derniére hypothése, si G et G' sont nilpotents d génération

finte, M et M' ont méme rang.
Démonstration. -
La relation entre ¢ et $ implique ¢(Hx] - H'$[x) . donc

-1 '
HX < ¢ ¢(x)]

Désignons par Rx un ensemble de représentants des classes & droite de Hx

dans ¢-1(H’A(x]) contenant 1'élément neutre de G , si P et P’ sont les matrices

$
des m.a. sur M de lois p et ¢(p) .,

PGB x),80x)) = N "(H' ., ) = p”t¢"cH'$(x]J] = 37 p"H .e) = > P Tk,

$0x) . X
gcRx gin
sommant en n et utilisant le principe du maximum, il vient

> Pn[x,x) < :E: P'nfgtx).gfxll < IRXI . Ez: P (x,x)
n>o N0 nzo

ol IRXI est le cardinal de Rx , la premieére partie de 1'énoncé en découle.
L’'assertion relative au rang résulte des égalités
rg G' =rg G - rg Ker ¢

a4 = -1 N - —1 LN i = -
re H'gxy = re ¢ (H ¢(x)] rg ¢ (H @(x]] ‘Ker ¢ = rgH - rgKer ¢ =

Lemme I.4

Soit F wun sous-groupe distingué de G et M un G-espace . On pose

G=G/_ , M

M/ (ensemble des orbites des points de x par F ) et l'on déeigne
par R et T les surjections canoniques de G sur G etde M sur M.
Alors M est un E—espacej le couple (Hiﬁ) satisfait & (“K) et le

stabilisateur de T(x) est H -F/c



Démonstration.-

Soit x , x'<M et g,g'eG tels que x' = hx et g' = kg avec
h,k « F , g'x’' = kghx = k[ghg_1]gx , puisque F est distingué 1l'action de G sur
M -est compatible avec les quotients par F , et E agit sur M de telle sorte
que T et T satisfont J€ . I ‘étant-surjective, le stabilisateur de N(x) dans
A s\ N
G est IN{g : N(gx) = N(x)} = H F/e .

Enfin, 11 est clair que G agit transitivement sur M.

Lemme I.5.-

Sott ¢ wun homomorphisme du groupe G sur le groupe G' . H et H'

-1

des sous-groupes de G et G' resp. , tels que H < ¢ (H")

. . , oA N G
Il existe une surjection ¢ du G-espace M=H~E sur le G'-espace M'=H}\\

telle que ( ¢, 8) satisfait @ ()

Démonstration. -

~

Puisque ¢(H) C H' , ¢ est compatible avec les équivalences & gauche selon
H et H' , par suite on définit une sﬁrjectioqde M sur M' en posant pour
N
x=kHM , ¢(x) = ¢{k}.H' & M* . On a alors

N

$lgx) = $lgkH) = ¢(gk).H' = dlg) ¢(k) H' = ¢(g) . $(x) B

I.3. Démonstration du théoréme 1.-

Nous aurons besoin du

Lemme 1-61—

" Soit H un sous—groupe distingué du groupe nilpotent discret G et p
une probabilité apériodique sur G dont 1'image p dans G = G/H est récurrente,

alors la m.a. induite par p sur H est apériodique.

Démonstration. -

Désignons par S 1le semi-groupe engendré par le support de p, d'apreés [3]



- . - 1
le groupe engendré par S est S.S-1 et nous avons S.S = G , de plus la récurren-

ce de p montre que S est un ensemble de représentants des classes de- G .

-1
Si he H, il existe g et g'e€S tels que g'g = h , soit alors
k € S tel que (R)-1 = é== é' , 11 est clair gque gk et gk'« S NH tandis que
(g'k)(gk)-’l = h , par suite (SHH].[SHH)_1 = H et le lemme sst établi. @

On raisonne par récurrence sur le rang r des espaces homogénes.

Si r=o0, Hx est d'indice fini dans G et si p est une probabilité

apériodique sur G , les lemmes I.5. et I.3. nous permettent de réduire 1'étude de
la m.a. de lol p sur M & celle de la m.a, de loi p sur ls G-espace G/G , 11
en résulte clairement que tous les points de M sont récurrents pour p .

Supposons le théoréme établi pour les espaces homogénes de rang € T

Soit alors M un G-espace de rang r + 1 . Passons au quotient par H1 ,

avec les notations du lemme I.4., le stabilisateur de ﬁ(x) dans G est {&} ,

pon

le groupe abélien [ opére donc simplement et transitivement sur M et pour la
m.a. de loi E‘ les points de M sont récurren;s ou transitoires en méme temps que
la m.a. de loi p sur G .
Si p est transitoire les lemmes I.3. et I.4. permettent de conclure.
Supposons p récurrente.
Soit ;Oe.ﬁ s yé??o est de méme nature pour la chaine P et pour la chai-

ne P; induite par P sur §0 , O gy E;ig si et seulement si g ekn , de sorte
)

que P; est la m.a. sur le H1‘ESD608 25 dont 1a loi est la probabilité apériodigue
o

induite par p sur H1 .

Puisque, lemme I.1., rg Hx G1 = rg H1 < rg G, 1l'hypothése de récurrence
permet de conclure que tous les points de §0 sont de méme nature pour p .

Soit maintenant X < M , il existe é& €GB, 121, «eu, N *n

10, tels que

E(é&] >0 et

g HIIE
Ny 1

o * ng*ny gn1+1‘x =Xy o

par suite s1 y @ x il existe z et z' & X

X
1]

-
jije]

et g €£G6C ,1=1...n +n2 tels que

II
p[gi] > 0 et

g - g1 z=Y , g ne gn 1 y = 2z',

"1 | 172 1

y est donc de méme nature que z et z' , ce qui achéve la démonstration. =
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En tenmant compte du théoréme 1 , les lemmes du paragraphe précédent per-

mettent d'écrirs :

Proposition 1, 1,-

Soit M un G-espace , F un gsous groupe distingué de G , G=G/

M est un E—espace et le stabilisateur de x est H, -F/

£ M=M/F

F
5 M est transitoire, M est transitoire, la réeiproque est vraie si

H ~ est d'indice fini dans H .F et les espaces homogénes M et M sont alors
de méme rang.

Proposition I.2.-

Soit ¢ wun homomorphisme du groupe G sur le groupe G' , H et H'
des sous-groupes de G et G' respectivement tels que H C ¢_1(N'J .

Si le G'-~espace G'/,_, est tramsitoire, il en est de méme du G~espace

HI

G/, s la réciproque est vrate st H est d'indice fini dans ¢-1(H'].

I.4. Récurrence de certains espaces homogénes.-

Proposition I.3.-

S1 le groupe abélien G/H1 est récurrent et 8t H ~est d'indice fini dans
H1 s M est réecurrent. Dans ce cas, la m.a. de loi p sur M est récurrente si
et seulement si la m.a. de loi p sur G/H1 est récurrente (p désigne l'image de p

dans G/H1).

Démonstration. -

Puisdu'il est clair que G/H1 opére simplement sur M/H1 , la deuxieme
partie de cette proposition résulte immédiatement de la proposition I.1. appliquée
au quotient par H1 .

Soit p une probabilité récurrente sur G/H1 chargeant tous les points
et g une probabilité sur H1 chargeant tous les points , si {go} est un ensemble

de représentants des classes de H1 dans G , la probabilité

p = jﬁtdél 6§  #aq
g
charge tous les points de G , elle est donc apériodique ; d'aprés ce qui précéde, la

m.a. dg, lol p sur M est récurrente, ce qui achéve la preuve.
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Corollaire.-
St la ma. de loi p sur M est récurrente, on a pour tout x;y «M
2: p (x,y) =+ =
n
Démonstration. -

Il s'agit d’établir 1'irréductibilité de P .

Soient x,y & M , puisque la m.a. de loi p sur G/H1 est récurrente, il
existe une suite [gi]2=1 d'éléments de G tels que p(gi] >0,1=1...n,
et gn cre 8y X = z<s§', ou §' est l’orbite de y par H’I , 11 suffit donc de prou-
ver que la chaine induite sur 9' par P est irréductible, mais, comme nous 1’'avons
remarqué au cours de la démonstration du théoréme-1 , cette chaine est encore la
m.a. sur le H1-espace 9 dont la loi p1 est celle de la m.a. induite par” p sur
H , p étant apériodique sur H1 (lemme 1.6.) la démonstration du corollaire se ré-
duit au cas o0 M est fini.

Soit M un G-espace fini, désignons par S({M) 1le groupe des permutations
de M et par o(g) 1la permutation de ™M associée & l'action de g sur M. 0O est
un>homomorphisme de G sur S(M) dont le noyau est K = Y H , de sorte que le

&
groupe G = G/K, qui s'identifie & un sous-groupe de S(M)% é:f find.

Si p est une probabilité apériodique sur G et p son image dans G ’

les m.a. de lois p et p sur M sont‘identiques {lemme I.4.) et i1 suffit pour con-

clure de remarquer que le semi-groupe engendré par la probabilité p apériodique sur

le groupe fini E coincide avec G . ™

Le lemme I.1. montre que, si rg M < 1, Hx est d'indice fini dans H1 » la
suite de la démonstration du théoréme 2 consiste donc & établir que M est transitoi-

re lorsque rg M= 2 et HX n'est pas d’'indice fini dans H1 ou lorsque rg M>3 .



I.5. Majoration d'un preduit de convolution

Lemme I.7.-
Sotent :
[Ai]g=1 une sutte de probabilités sur un groupe localement compact K
s'éerivant
Ay mosg byt (msyd vy
ol s; est réel , 0 < s; € 1 et His Yy sont des probabilités ,
. (ai]:=1 une sutte d'homomorphismes de K dans le groupe abélien

localement compact K'
Pour toute fonction  réelle borélienne et bornée, d support compact.
sur K' et tout ke K’
v ~ v
ak)ea1(>\1]* - un()\n)(k{)*kf) € a, (M) % .o a (A0 % )
~ S. s

1 -’ i
)] A = — —
oUu 2 ui X u, + (1 2) §

Pour s, =1 , on retrouve le lemme 41 de [13

Démonstration.-

Soit T' 1le groupe dual de K' et ~ 1la transformation de Fourier sur

K' , s1i T ,est une probabilité sur K°'

o~ N ) ~ 2 -~
(XY, Py =5 9,9 =Sl 9| zy) dy
! \VLZCK’J ¥ L2(r)

(1) 20PxP) = T % (P (o)

f|§¢(yl|? « Re ifyl . dy

Des inégalités
lai(ui)l ¢ 5 Ueyu)]®+ 1) et la, v s 1

i1l vient
L~ P o~ si L~ T~
lo} (A 0] < silai[uill + (-s )l v )] g = oy ud]® + 0 + (-s,) = a0 (N,
N
enfin puisque IGKI = 1
e— T — I~ ST~
2 - i I-=- ] )( "0
(2) |8, % a, 000 % *a O] £ e 00) % o (A1,

(1) et (2) permettent de conclure w
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Le lem suivant permet de supposer gue le support de p est un semi-

groupe. Nous 1'empruntons & |3;.

Lemme I.8.-

1.k

Les m.a. sur M assocides aux probabilités p et g=e”| I L

k>o
sont de méme nature.

Démonstration. -
n -n nk k
En effet, pour n>0, g =¢e I — p
K k!
>0
et par suite
, _ k k _-n
I gl = f e Z—:—'—pk= e 9—k?——)pk,
n2o n>o k>o ' kxo n2o ’
nk -n
Lorsque n tend vers 1'infini z o converge vers
’ nzo )
1 +° ko -X _
T fo x e " dx =1.
I1 existe donc des constantes c, et C, s 0D < c, <c, <+ telles gue
c, z qn < I pn < <, z qn .
nzo n>o nzo

Si U et U' sont les potentiels des m.a. sur M associées a
p et q 1'on a
c1 u*r < u g c, y’

ce qui acheve la preuve.®
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o~

Chapitre IT :

La proposition établie au premier paragraphe servira dans le deuxié-

=

me a prouver la transience lorsque rg M 2 3 et dans le troisiéme & ramener le cas

‘ol rgM= 2 et Hx n'est pas d'indice fini dans H1 a& celui d'un espace homogéne

de Naia] .

ITI.1.- Une majoration des puissances de la matrice P

II.1.1. Hypothéses
Les hypothéses de ce paragraphe sont les suivantes
- G est un groupe discret guelconqgue
- U et V sont des-sous—grohpes abéliens distingués de G tels que U 2>V

- M est un G-espace .

IT.1.2. Le groupe G' et son action sur M

U est conservé par les automorphismes intérieurs de G et , puis-
gu'il est abélien, cette action de G sur U est compatible avec 1'équivalence se-

lon U . Notons G 1le guotient G/U , £ les éléments de G et aé- 1'automorphisme

de U définl par

ue U , aé(u) =g u g~1 , o0 g g o

La restriction de aé da V est un automorphisme de V .

G' est le groupe obtenu en munissant le produit G x V = G/U XV

de la ot : (g,v)(g',v') = (g g', v aé(v'), .
Lemme II1.2.-

Soit { x° } un ensembl.: de représentant de M/, 56’ opére sur M

par (g,v) < G' , x e.M’,(é,v)x = vy af(u] (gx)0 .
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o u est un élément de U tel que x = ux’ et g € g

Le stabilisateur de x° dans G' est H D..U/U x H AL
X X
ST U=V , M est un espace homogéne de G .

Démonstration. -
Puisque M/U est un espace homogéne de G, 1'expression (g,v)x
est indépendante du représentant g de g . Remarqudns qﬁ’il existe un g' & g
tel que g' x° = (gx)? , il vient alors
(g,vix = v aé(u)(gxlo = v(g'ug'-1] g'x0 =yvg u x° = v g' x ,

ce qui prouve que (g,v)x est indépendant de la représentation de x par un élémgnt
de U .

Etablissons maintenant que par cette formule G' opére sur M .
Pour x = u x° » u € U

- n o _ ~ — " - B _ _ . .. O
[(gz.vz)(g1,v1)lx = (g2g1,v2aéé(v1))x v, agz(v1) a§2g1(U](ng1X)
tandis que
- - - o) A« I
(gz.v2)((g1,v1)x) = (g,5:v,)V agltuJ(g1x] Vo aé-ztv1 aé1[u)](g2g1x]
donc

((gz.vzl(g1.v1]]x =‘(g2,v2]((g1.v1]x]
Pour que (g,v) conserve x 11 faut et 11 suffit que g conserve
x° et que Vv conserve x° , d'apres la proposition I.1. le stabilisateur de x°  est
X .
H O.U/U H 0.1\, .

X X
Enfin si U =V il est clair que G’ opere transitivement sur M &

IT.1.3. Majoration des puissances de P

On désigne par 17 1'ensemble des parties finies de M .

Proposition II.1.-

Soit p une probabilité sur G , 1l existe une probabilité p’
sur G' telle que , st P et P’ sont les matrices des m.a. de lois p et p' sur

M, dtout K& 5 on peut associer K' e ¥ (indépendant de p ) tel que pour tout



X &M et tout n > o0

n

PM 1, (x) g " °

1K,(x )
Supposons G nilpotent, alors, si p est apériodique et si son

support est un semi-groupe, p' est apériodique.

Démonstration. -

(a) Le_groupe G”

On utilisera comme intermédiaire entre G et G' 1le groupe G"

obtenu en munissant le produit BxV = G/V X V de la loi
_(g.v). (8'.v') < 6" L(E,VIE,v") = (gg',v aé[v')]

Puisque U/V est distingué dans G , 1'application qui & g fait correspondre g est
un homomorphisme et il est clair que G"” est un groupe.
Lemme II.3.-

us, * {e} est distingué dans G" et le quotient correspondant est
isomorphe & G'

Démonstration du lemme.-

Soit U & U/, et (g,v) « G"
1 -1

Ga,wvE L e vy = @lET v e v
_-1 1
2 gueg

A =1

puisque U = e ce dernier terme vaut (g U g ,e) et la preuve est compléte car U/V

(E,v)(U,e)(g.v)
N\
gst distingué dans G'. @&
L'homomorphisme canonique de G” sur G' fait correspondre &
(g,v) € 6" , (g,v) €. G' , et 1'on définit une action de G" sur M par

(gV)<€s" , xeM , (gv)x = (g,v)x .

Désignons par {go} un ensemble de représentant de E', par {QO}

un ensemble de représertant de ‘U/V . {uogo} est un ensemble de représentants de G .
Soit p une probabilité sur G , se désintégrant en

p= [pPld@)p

s
)

g
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ol 6 est la probabilité image de p par 1'homomorphisme canconique de G sur G et

pé est une probabilité sur G , portée par la classe g

Posons
~ 1
= B = Y A A ’
A 0 O pg * 9 o _oy-1 et A 0_0o 2 (69+ 0o "o o)
ug (ug’) u g ueg ug
et définisssons la probabilité p” sur le groupe G" par :
”~ A ~ X s ~ “ PO
AcG et BaoV , p"(A »B) = ij 1A\(g) p (dg) A (s .,

00
ug

p’ est 1l'image de p” par 1’homomorphisme canonique de G" sur G' .

{c) Nous prouvons que p° satisfait 1'inégalité annoncée, puls
gu'elle est apériodique.

Soit U o le stabilisateur de xO dans U , l'orbite de xD par

U est un U-espace isomorpze au groupe abélien U/U 5 Si x° e M , nous désignons
par x sa classe dans M/U , par 0O{x} 1la classe d;ns U/U o des h =z U tels qgue
x = h x° et par C 1'homomorphisme canonique de U sur U/UxO .
Soit ke P , 11 existe une partie finie K d; M/U, une famille [f'o) o

X~ X
de fonctions a support fini dans U/U 5 et K'e O telles que
X v
£ = 1-(x). & £ < ,
1K(x] f(x) 1K(x) \Txo ” \VXO[G[X]) < 1K,[x]

il nous suffira donc de comparer Py et P'"F .

Pn - -r;(_ BN n. .t N o T}
F0x) -Jf[gn cve gyx) X pldgph = (n X PlAE) [ L Fh ... hx) ¥ p. (dhy)

1#1 J M 1=1 P BT !
n - n
= (& pldg,) [ _ flv (w’ g2)v w’ go RV (T gO)x] ® X o ofdv,)
J;n 1=1 i ‘}Vn n n°=n n-1 n-1 °n-1 1°71 =1 121 ui gi i
L'argument de la fonction f s'écrit
oy O o 0 0, 0 _ _
[vn un] gn.(vn_1 un_q) Booq o (v1 u1) gy X =
o : 0 oy O 0
v u_ - (v _u_ ) ... 0= ~ (v, u,} g vuv g, X
hn g 'n 1 "n-1 B, 85 171 | n 1
. o o N o v o
écrivant By wvr By X T Ul oxoo, Ul X (gn ot g4 x) et ur € ]

et utilisant la commutativité de U , il vient

v a- (v ) ... a- - (v,) u" x°
| n g”, n-1 g, 8, 1 n n
ol u; = uz a-(u2_1) eae O — (u?] u' e u .
| gn e gn--.gz.



Utilisons maintenant la forme particuliére de la fonction f . Puisque

L]

olv_a- (v__,) ... 0 — (v, )u” x% = T(v ).T o a_ (v J)es.T 0 - « (v.).Ttu™)
n g, n 1 B, 8 1°"n "'n n g, n 1 e By 1
et que
By ree By X T B ees By X
on aura
n - - ~-. . -~ -
P f(x) =/f; 1-(g.v..g, X) @ p[dg.]/( 5o p LTy YiTtoan (v, )...T o0 - (v,)
an K'®n 1 s 1T n \xg \sz n g n g -8 1
n
. Tlu™ )Y & A {dv.)
n i UO go 1
i*=i

La premiére intégrale est majorée, lemme I.7. par :

g Vo (T(v ).To0- (v ) ... Toa- - (v,)) B X (dv,) ,

I nYox*x\y o n g n-1 g vaef. 1 o o 1" "

JV o Ix X n n 2 i u; g

n n i°®1
mais
o
t(v_ }J.toa- (v J...7100- -~ v,y =0(v_a- (v. ,) ... 0= = (v} x_ -,
n n N 1° gt 8y 1 n gn n-1 gn...g2 1 n

par suite

n
n < ~ .. 0 2 " ~
P x) ‘,qun FUE v ) e (Byav)X0) i? p" (dg, ,dv,)

puisgque l'action de G" sur M se factorise par l'action de G' sur M

Prix) € P (x)

{d) Il suffit maintenant, pour achever la preuve de la proposition, d'éta-
blir, en supposant G nilpotent, que, si p est apériodique et si son support est un

semi-groupe, p est apériodique.

Soit F 1le sous-groupe de G" engendré par le support de p", 1l'apériodi-
cité de p entraine celle de p et, puisque p”(Ax{e}) ? %—5fA] , F o6 »{e}
Fiit{e} XV)  est distingué dans F , donc dans G a{e} , étant évidemment distingué

dans le sous-groupe abélien {e}x'V , 41 1'est dans G”. Il en résulte que F=G X W ,

od W est un sous-groupe distingué de G .
~

A o o ©st portée par W , paer suite A o o 8t portée par une classe de

ueg usg
W dans V . Soit K 1le groupe nilpotent G/w et K' 1le sous-groupe V/w de K,

sl S est le support de 1l'image ¢ de p dans K , pour tout g«K , SMNg K' est

vide ou réduit & un point de sorte que 5.5 e ke = {e} . Mais 1l'hypothése sur p
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implique que S est un semi-groupe engendrant K et, d'aprés’[ﬁ] , nous avons alors

S 8_1 = K . Nous en concluons K' = {e} , puis W=V =

II.2. Cas du rang M > 3

Proposition II.2.-

ST rgM>3, M est transitoire.

Démonstration. -

Nous raisonnons par récurrence sur la classe du groupe G .

Si1 G est de classe 1 , la proposition est claire.

Supposons la vraie pour les groupes nilpotents de classe r . Soit alors
G de classe r+1 et

G=6G,26,>...06 D6, = {e}

sa suite centrale descendante, appliguons au coubie {(G,M} 1la proposition II.1. avec
U=yV-= Gr en supposant que le éupport de p est un semi-gfoupe {lemme I.8.). Le
groupe G” est nilpotent de classe r et de méme rang que G , de plus les rangs

de M comme espace homogéne de G et G' sont égaux, car 1l'isomorphisme de

H O°V/V et de H o/ impligue rg H o = T8 H o'Y/v x H O{WV . L'hypothése de
X X7 H 0r\V X - X X
X

récurrence permet de conclure. &

IT1.3. Cas d'un espace homogéne de rang 2 tel que H*, ne soit pas d'indice fini dans H1

Le groupe N3[a) et son action sur 22 ont &té définis dans 1'introduction.

Nous prouvons ici 1la :

Proposition II.3.-

Si le Nafa]"espace 22 est transitoire, il en est de méme de tout espace
homogéne de rang 2 d'un groupe nilpotent G tel que H ne soit pas d'indice fini

dans K .



Démonstration de la proposition.-

Pour G nilpotent de classe r nous notons

sa suite centrale descendante.

Lemme II.5.-
L'étude de la récurrence d'un espace homogéne satisfaisant aux hypothéses
de ce paragraphe se raméne d celle d'un espace homogéne de rang 2 d'un groupe nilpotent
G de classe r > 2 possédant les propriétés :
() 1l existe U abélien distingué U DH, tel que G/, et U/,
sotent abéliens de rang 1 sans torsion "
(i7) H O G._4 = {e} et G est sans torsion.

1 r-1

Démonstration.-

Nous procédons en deux étapes.
(a) Réduction au cas ol sont vérifiées (i) et

(i1}’ Hx n’'est pas d'indice fini dans H1 .

Si H est un sous-groupe de G on désigne par H le sous-groupe conte-

nant H défini au lemme I.2.
~s
Soit x_ & M, HX est d'indice fini dans Hx et 11 résulte de la propo-
o , . o
sition I.2. que les G-espaces M = H;;\G et M= Hx;\g ont méme rang et méme nature,

~S
comme 11 est clair gue Hx .61 est d'indice fini dans HX .G1 s ﬁ’ satisfait (ii)’.
o} 0
Nous pouvons daonc supposer que Hx , et par suite tous les H* possedent la propriété

o
{(ii) du lemme I.Z2.

La relation rg G - rg Hx =2 et le lemme I.1. impliquent rg G - rg H1 > 1,

mais par hypothése rg H1 - Tg HX > 1 et compte-tenu de rg’g1 = rg-H1 11 vient
rg G - rg ﬁ1 = rg'qﬂ - rg HX = 1

Puisgue ﬁ1 contient G1 il est distingué et le quotient GA~1 est -abélien de rang 1
sans torsion. D'autre part, la deuxiéme égalité et 1la propriétg supposés des- Hx mon-

A%

trent, lemme I.1., que HX contient le sous-groupe dérivé F de H1 , par suite H><
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oS

gst distingué dans H1 et ﬁ1/H est abélien de rang 1 sans torsion.
N v
Passons au quotient par F et posons G = G/F , M= M/F . Le G-sspacs

M est de méme nature et de méme rang que le E-espace ﬁ'[proposition I.1.}. Le sta-

bilisateur de x < M dans G est H§ = H&/F et i1 est facile de vérifier que le

sous-groupe abélien de G U =!H / a2 les propriétés de (i). Enfin, puisque
F

= T ' .
[G]1 G1'F/F et H = Hx.(G) = 0 =Hx/F , [(11)' est satisfaite.

(b) Réduction au cas ol (i) et (i1i) sont vérifiées

Plagons nous sous les hypothéses (i) et (ii) .

, d'aprés (ii)' k_ 22 .

Soit k_ tel que H_ = G
0 X 0

ot M P

o [a]
k_-1

kD o

résulte qu'il est indépendant de x , notons le F .

H "G, _ est distingué dans G/ ,» donc H G est distingué dans G , il en
X kg1 Gk G X

Quotientons par F en reprenant les notations de (2). L‘'espace homogéne M
du groupe nilpotent de classe kO , E_,est de méme nature et méme rang que M . Puis-
que F C Hx . le sous-groupe U = U/F a les propriétés de {1}, de plus

{8} . Finalement, soit E le sous-groupe des élé-

), ,NH.=6, .,/ NH,
kD 1 X ko 1/ F &/F

ments de torsion de .G , D/ﬁ étant sans torsion E-C; ﬁ; et [E]k _1est sans tor-
o

sion. La preuve du lemme est achevée . B

Soit G un groupe nilpctent de classe © > 2 et M un G-espace possédant
les propriétés (1) et (i1i) du lemme ci-dessus, appligquons-lui la proposition II.1. avec

vV = Gr-2 » en supposant que le support de p est un semi-groupe {lemme I.8.).

I1 est Faciie de vérifier que G' est nilpotent de classe 2 et que
G', = (e} x © Le stabilisateur de x°« M dans G' est H' = {e} x H NG,
X X
est sans torsion, d'une part

r-1° -2’

comme H OG_ _, = {e} et que G,

-1
X
rg Gr~2 - rg H O(W Gr-2 =1 et 1'orbite de x° par G' est un espace homogene de
X .
rang 2 de G' , d'autre part H'0 n'est pas d'indice fini dans
X
HXO.G1 = ({e} x onf\Gr_zl({e}x Gr-1] = {e} x [(HxO NG, _,).6._,) -

I1 suffit donc d’'établir la proposition pour un groupe nilpotent de classe 2



et un espace homogéne possédant les propriétés (i) et (ii). Le lemme suivant et 1a

proposition I.2. achévent la preuve de la proposition II.3.

Lemme II.6.

Soit G nilpotent de classe 2 et M un G-espace de rang 2 satisfaisant
(1) et (i1). Choisissons un X € Mo il existe un o € 77 et un homomorphisme
¢ de G sur NS(G) tels que :

¢-1{(a,b,ol ¥ (a,b,c) & Nata] ,a=c=o0} = Hx .
o}

Démonstration.-

Sous les hypothéses de 1'énoncé, il est facile de voir, en utilisant le

lemme I.1., que G1 est de rang 1. Soit alors éo , hO , ko des générateurs des

groupes abéliens de rang 1 sans torsion G/U , G, U/Hx , construisons Y de G

1
o
dans Za en posant
¥(g) = (a,b,c)
ol a,b,c, sont définis de fagon unique par :
- a_ = b _ 1 -1 . r - c _ -3
B, =g »h =geg g g =lse |,k o=lg g,

1 étant 1'homomorphisme canonique de U sur U/HX
o

Calculons Y(gg') = (a”,b”,c”) en fonction de Y(g) = (a,b,c) et de

Y (g*') = (a',b',c").

Il est clair que a" = a + a' ; puisque G est nilpotent de classe 2 ,
leee,l=lee, |- jee,|
et nous avens également b” = b + b' . La propriété de distributivité ci-dessus permet

encore d'écrire

-(a+a’) . -a -a' .,y .
gO g8 =8 g][go g ) -

i
1 (eg

m
o

n

‘\

oQ
-
oQ
Juje]

- a -a -a'
leog 1" e 2)te)” &) s

o
2n posant l(ho] = ko , 11 vient alors

"y =S a'b c c' _  ctc'+’ a' b
g g \l(hOJ] < hg - Ry ko

l(g;’(aﬂa')

et c? =¢c+c' +a' a' b



En conclusion , ¥ est un homomorphisme de G dans N3[a') .
L’image Y(G) est_un sous-groupe non abélien de N3[a’)v, il existe donc
un a & Z¥ tel que . ¥(6) soit isomorphe par V¥' 2 Nj(a) et
¥* {(a,b,c). & ¥(G)', a=c=o} = {(a,b.c)esttal , asc=o} .
® =y oy est un homomorphisme surjectif de G sur N3(a] tel que

¢’1{La,b,c] : (a.b.c)é;NstaJ , a=c=o0} = Hx . -
)
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Chapitre III :

N3(a] est le groupe nilpotent de classe 1 obtenu en munissant Zé du
produit (a,b,c) (a’,b’,c') = (ata’, b+b', ctc'+aa'b) , o & 7
Zé est un espace homogéne de Nsta) pour l'action définie par :
(a,b,c)(x,y) = (a+x, y+c+abx) .
Le but de ce-:chapitre est d'établir la transience de 22
L'idée générale de la démonstration est la suivante : nous montrons qu'il
suffit d'obtenir le résultat lorsque la probabilité p est & support finl inclus dan
le sous-ensemble Izrx{o} de N3[°] et possede certaines symétries, nous prouvons g
suite ' lIa transiemce. sous ces hypothéses. Dans un préliminaire, nous commengons par
éliminer un cas particulier.
On désigne par A,B,C 1les sous-groupes abéliens {(a,0,0), ac?} ,

{{o,b,0), bez }, {(o,0,c), ceZ}, C est le centre de N (a) B 1le stabili-

sateur de (o0,0), et 1'on pose ¢(a,b,c) = (-a,b,c) , nla,b,c) = (a,-b,c) .

I11.1. Préliminairs. -

Nous montrons ici qu'il suffit d’établir la transience de 22 sous 1'hypo
théss : (X) 1’intersection de B et du support de p n’est ni vide, ni réduite 2
un point.

D'apreés le lemme I.8., nous pouvons supposer que le support de p est un
semi-groupe, la possibilité de se limiter au cas ol (%) est satisfaite résulte alor

du

Lemme III.1.-

St 1l'intersection de B et du semi-groupe S engendré par le support de

contient au plus un point , p est transitoire.
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Démonstration. -

BOS =0 ou {(o,bo.o]} et p'(B) =0 ou p'(lo,b_,0)). Puisque,

o
] 5 11 < n «— n
d'aprés |1} , 2 p ((o,b_,0)) <+« , on adans tous les cas 2 p (B) <+ =
nzo ° nzo
et {(o,0) est transitoire pour p . &

~

III.2. Réduction au cas de certalnes probabilités a support fini.-

Le résultat essentiel de ce paragraphe est contenu dans la proposition sui-
vante, dans laquelle }f désigne l’ensemble des fonctions f bornées & support fini

sur NB(U) s'écrivant

flab,0) = f ¥ pla) . ¥ ¥ ¥ ) . I x O e

Proposition III.1.-

Soit p une probabilité apériodique sur Na(a) satisfaisant (X)) , il
existe une probabilité r sur Ns(d) & support fini inclus dans z, X {0} 5 tnva-
riante par les applications ¢ et 1 dont
le support engendre un sous-groupe non abélien de Na(a) et telle que pour tout

£ F , tout n 2o
P'F) € r'(f)

Différant la preuve de la proposition, nous établissons un corollaire dont

découle la réduction annoncée.

Corollaire.-

Sous les conditions de la proposition précédente, 71 existe a'e 2™

et une probabilité p' apériodique sur Ns(a’) s @ support fini inclus dans Zb x {0}
tnvariante par ¢t et n , telle que st P - et
P' sont les matrices des m.a. de lois p et p' sur z, l'on ait pour tout n 2 o

P"((0,0),(0,0)) € P'"((0,0),(a,0))

Démonstration du Corollaire.-

En appliquant la proposition III.1. & la fonction f=1{o}@ﬂ{}2k +2k1@ﬂ{o}
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il vient
pour tout n 2 o p"({o} x T-2k,+2k]x {o}) ¢ r"({o} x[-2k,+2Klx {o}} ,
passant & la limite en k , on a donc
p"(8 < (B .
Soit maintenant Né(a] le sous-groupe non abélien de Ns(u) engendré par
le support de r , il existe &« 2* et un isomorphisme ¢ de NB(GJ sur Na[a')
tel que st B! ={({a,b,c) : (a,b,e) & N (o) ,
a=c=ol, ¢(B (WNé[G)] = B' ; désignant alors par p' 1la probabilité image de r

par ¢ , il vient pn{B] N p'n[B') , ce gqui achéve la preuve.

Démonstration de la proposition III.41.-

Lemme III.2.-

Soit p une probabilité sur Na(a) non portée par un sous—groupe abélien
et satisfaisant @ (%) , il existe une probabilité q sur Ns(a) non portée par un
sous~groupe. abélien possédant la propriété (X) relativement ¢ A , invariante par 1'ap-
plication n s dont le support est inclus dans Z * K x {0} o K
est une partie finie de 7 et telle que pour tout F € F et tout n 2 o0

p(f) < q' (P

Démonstration. -

Soit- k > 0 . En désignant par Pac la projectidh*de p sur A.C nous

écrivons
p(da,db,dc) = ‘IpAC[da.dc] P, odb)
od Py o * ©8t unme probabilité sur 7 (définie pour Pp.c Presque tout (a,c)) que

1'on décompose en

Pae " %a,c  Mae P 785,00 1 Vase
Mg,c &t V. . sont les probabilités restrictions de Pa,c B [-k,+k] et
€ -k, *+k] . S,c Téel o<, 1 . '
Posons
P, = “ac Mo % w + (1 - fé49—] )

a,c 2 a,c a,c 2
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et
S ~t
p(da,db,dec) = J/pAC (da,dc) pa,c(db]
Soit alors g 1la probabilité sur NB(a) projection de ’3 sur
{(a,b,0) : a,b € Z1}, q est invariante par n , son
est contenu dans Z x | -2k,+2k’| x {0}, montrons qu'elle satisfait & 1'inégalité
de 1'énoncé.
Le produit
(un,vn,wn) = [an,bn,cn) . (a1,b1,c1]

s'explicite en

n 1 n
W, =€y * «en v o +0abya, + .+ab“aﬂ-”+a_ﬂ .
Nous avons
n n
= ®
p (f) ,Jff(unfvn’wn] o p(dai,dbi,dci]
- b v ; N g éé» (g .
= ) [ - L Ux Xy
j;_@_,pAC(dai,dciJ P o Plu) (R i) (W) ® p,  (db))
i=1 i=1 1’71
En désignant par ai 1'homomorphisme de Z dans 22 défini par
i=0, o3 “—3>b(1,0)

1=1...n1 0, : b2 b[1,a[a1+...+ai]]

et par ¢ 1la fonction

~ 'S (V\
¢ thie) = yxyb) . T %I (),
la premiere intégrale s’'écrit
n
’g¢ ((o,cyd + «uv + (0,c ) + aO(b1] LT an_1(bn)] = pai,ci(dbil ’
d’apres le lemme I.7 elle est majorée par
n
¢ (@ (b,) + ...+a (b)) ® p. _ (db,) .
_( o 1 n=1""n 1=1 84,Cy4 i
Par suite,
n ’(2 A v v
p"(£) sjiz Plda,.db .de,) P % P (a+..ata ) Y % Ylbtuutb )

¥
OxkTeb a, + eoo tabla, +...+va ).
2 1 n 1
p'f) < q'(f)
Etablissons maintenant que 1’on peut cholsir Kk de telle fagon que g ne soit

pas portée par un sous-groupe abélien de Na[a) et posséde la propriété (¥
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relativement & A .
Commengons par remarguer gue 'Ea C[o] >0, Poc Presque partout. D’apres

2

1"hypothése (A pAC[O,o] >0 et Po o n'est pas portée par un point, il est donc

possible de choisir k tel que E; o charge 0 et un autre point de B , par suite
g charge (0,0,0) et un autre point de B . D'autre part, puisgue p n'est pas portée
par un sous-groupe abélien de Nafal , 11 existe (ao.col > ey #0 tel gque

~ .
pAC(aO.co) > 0 , mals alors Pa {(0) >0 et q[ao,o,o) >0 . En cohclu51on q

’

o
charge au moins (0,0,0) et un autre point de A et de B , donc g n'est pas portéeg

par un sous-groupe abélien de NB(a) et posséde la propriété (%) relativement & A .#&

Achevans maintenant la démonstration de la proposition III.1.

L'application_qui & (a,b,c) associe(b,a,c) est un isomorphisme de (N3(011=]
{. désigne ls produit habituel) dans (Nsta),A) ol A est 1'opération
(a,b,c) & (a',b’,c') = (a',b’,c') (a,b,c) .
Puisque pn a la mé&me valeur dans les deux structures, le lemme précédent reste vala-
ble si 1'on échange les rbles de a et de b . A partir de g nous pouvons donc cons-
truire une probabilité r qul n'est pas portée par un sous-groupe abélien de NB(a]
invariante par z a8 support fini, telle gque pour
tout -Feﬁﬁﬂ et tout n >0,
p"(+) € £ (H
r est aussi invariante par n » 11 suffit pour s'’en convaincre de
remarquer que dans la désintégration
qlda.db,dc) =.quBC(db,dc) qblc(da]

est:invariante par 1'applicatiom qui & (b,c) associe (=b.,c) et Q. c = 9

qBC ,C

III.3. Preuve de la transience dans le cas de certaines probabilités & support fini.-

Proposition I1I.2.-

Soit p une probabilité apériodique sur Ns(a), d support fini inclus dans

Z, X {0} et imvariante par © et .1 alors la ma. de loi p sur zZ, est

trasnitoire.
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I11.3.1. Principe de la démonstration.-

Elle repose sur le lemme suivant emprunté a {2}

Lemme II1.3.-
Sott P une chaine de markov sur M , localement compact, et K un

compact de M tel qu'il existe une fonction + sur M satisfatsant 4 :

(% *) ‘o< f <1, 1im flz) =1, sup F(z) =d < 1
gl z- K
L_P f{z) > f(z) pour z g K

alorg si z & K

- 1-f(z)
z - - 1-d

ou T désigne le temps d'entrée de la chaine P dans K .

Démonstration du lemme.-

Soit Lzhlﬁ la chaine d'opératsur P . Puisque F est sous-harmonique en

dehors de K , [f(Zn )]n est une sous-martingale, par suite pour z 4 K

AT

Y2 f(2)

E, ['f(Zn’\T |

Décomposant le domaine d’'intégration et utilisant des majorations de f sur K et KC
1l vient successivement

{ . I . 1 > -z
E,WF(Z) s T2n ) + B [fZ) 5 T <n| 2 £2),
i 7 7
P, iT2zn{+dP, [T<n] 2 f(2),
enfin wun passage & la limite en n donne 1'inégalité de 1'énoncé. ®
Supposons que nous ayons pu construire sur Zé une partie finie K conte-
nant (o0,0) et une fonction f ayant la propriété (% *) relativement & Keat 3 1'op&

rateur P de la m.a. de loi p sur 22 , alors (o,0) est transitcire. En effet, dans

le cas contraire la classe C de 1'6lément récurrent (o,0) @est infinie et pour tout

(x,y) € C P(x v [T <+ w]= 1 , tandis que d'aprés le lemme précédent
1im P T <+ =]=0.
(x,y)= (x,y) -
[x,y)é&

La preuve de la proposition III.2. sera achevée avec :
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Construction d’une fonction satisfaisant
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(X%).-

Proposition I11I.3.-

Soit p une probabilité satisfaisant aux hypothéses de la proposition

III.2. et goit f la fonetion 4 valeurs dans R définie par
fix,y)l =1 - l(x,y)!_b
ot |ix,y}] = xt e s y2 et &, p sont des constantes positives.
Il existe & ,p > 0 et une partie finie K contenant (o,0) tel que £t pos=

séde la propriété

(X% %) prelativement & K et d P

Démonstration. -~

L'idée de la démonstration est de prouver que pour un choix convenable

de & et p , la partie principale de Pf(x,y) - f(x,y) , lorsque (x,y) tend vers
1'infini, est positive.
Le lemme sulvant résume les propriétés de la fonction f dont nous aurons

besoin.
Lemme III.4.-
£ 00y) = a0 | ouy) | TP [oapenn® + 3 62 42 ]

X
' (x,y) = 20 8 Itx,y]]-[p+2) 1 - 802p41) v }.

y
£ 00y = 28 o [0y [T L o (x| T

X
f gi (x,y) = x o[lx,y]l—(p+1]

xy
F‘% 5 {x,y) = o(l[x.y)l —(p+1)]

Xy
¥ 3 (x,y) = x. D(l(x,y)|-[p+2])

Xy
f‘i (x,y) = 0[|[x,y)]-(p+2]J

y

Lemme III.

5-‘

Soit fa,b,0) & N3(a) , on pose (x',y')

(x',y')]
(x,y)

(a,b,0) (x,y) , alors :

lim
[[x,y)'+ +0o0

1
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£ %0y = 240 [0uy) | TP e (] oayd |7y 4 P o] oy MY
X
72 - -
£% oy = xe o ooy TP v ooy [T
Xy ’
fE% 2(X'.y'] =0 (l(x,y]l"(p*1]
Xy
f7 txruy) = x 00y TPy w0 oy T
Xy
£ Lyt = ot ooy | TP
y

Démonstration du lemme II1I.5.-

Prouvons seulement 1l'assertion relative a f'4 .
ey ) b4
- - - -(p+
.F\/Z(Xv‘y'] = 24p l(x,y)| (p+1]+24p['(X‘,Y']I [p+1]-|(x,y)| (p+1]]+x'2‘j(l[7":y,]l (p 1)]
X
(x',y"3| _
puisque lim . y)

I[x,y]l++m

lfx"y'ﬂ_(p+1) - I(x,yll_(p+1] = 0(|(x,y)|‘(p+1])

et (Jixr,y1| 7P =of(|x.y]|-(p+1)) ,

par suite

T ya=200 0y 1T e (o 170 o (oo 70000026 0 oy | 7001
X

mais le dernier terme s'écrit

1300 2ot oy TPy 1{0}C(x)(x'2-x2] o (Jtx,yy| oY)
=0 (Jouy) TPy w2 sty TP

d'ou 1'expression de F’Z(x’,y') -
X

Lemme III.6.-

On peut choisir § , p de fagon que :

o > X2 £ Z(X,QJ > d x2 I[x.y)l-[p+1]
X y

.2 2 .2 .
= ‘53 pA(da] » 05 = ”fb pB(db) et d estunréel >0.

f” 2(x,y) + az 02

SN SN

ol o



Démonstration du lemme III.6.-

L’expression ci-dessus s'écrit

2

2P x2.|(x,y]|—(p+2]' {OE'E-[BO+2) x4+ 6y2f3+ §a" o £x4-6[20+1] y2 ]}

= 20 x° :I[x.y]l~[p+2) {igz - o? og 6(20+1)} y2 }

=N NN

2 2 -~ 4 I~
025 - 01(80+2] jx +§ 160

et il suffit de prouver que le systéme

ol cg § - o° (Bp+2) > O

6 02 - o o2 8(20+1) > 0

e’”
/
1
1\§ >0 , p >0

NN -

a une solution . !
4 of
{(&5p) = (_ET_?’ 0) est solution des trois, premiéres inéquations, par conti-
a” o

2
nuité i1 existe po >0 tel que

4 o©
— P
(7 %)

N N> N

soit solution du systéme .

Fin de la démonstration de la proposition II1I1.3.-

Ecrivant le développement de Taylor & l'’ordre 4 ,:au voisinage de' (x,y)

de la fonction (a,b) "% f({a,b,0)(x,y)) , en mettant en évidence les termes

I'[O+1]

d’ ordre Joxayd , 11 vient :

f{la,b,0)}(x,y)} = f(x+a, y+ obx)

Floy) + asfrly) +ab x £500y) + 1-Lazf"2[x,y) + 20 ab x " (x,y)+a2b2x2f"2(x,y
X

2 : Xy %
31 [ 3 "(x y}+3 aa bxf 2 {x,y)+3 azabzxzf ! (x y) + a3 baxsf 3(x,y]i}
L8 X7y xy® y
1

n

IA

— 24p a4.|(x,y)|-[p+1]

+

1 :
+ ZT' R(apb:x)y] »

41
avec
roTe - g
Ria,b,x,y) = a4 -Fg (x Y. - 24 l(x Y ]I»[p+1] + 4 o a3 b x-F)L {(x,,vy,)
1 1771 xay 1771
+ 6 a2 a2 b2 x2 {x,,y,) + 4 a a b3 3 (x LYA) F a4 b4 x4-f (x WV, )
2y2 1771 xy 1 y 1

gt [X1.y1] = (x+ (?‘a s y+ﬁa bx) , o < & <1
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Intégrons par rapport &8 p en tenant compte de ses symétries, puis du

lemme III.6. , en posant T, = ’fa4 pA(da) >0, 11 vient
Pfix,y) = f-‘(x.y)+l [czf" (x,y]+a202x2f" (x,y) l+ o T I(x.y]l-(p+1]+1—-(R(a.b,x,y]p[da,db
2 1.1 x2 2 y2 . 1 41 de)

(p+1) p+1)

PFix,y) > flx,y) + g—le(x,yll_ +p T1|(x.y)|_( + %T-(R[a,b,x,yJ p (da,db,dc)
LI

-

D'aprés le lemme III.5., puisque p est & support fini,

l.A

- [Rea,b,x,y) plda,db,de) = x7 ot] Geyd | ")+ at]oxayr |70

o »

'ol

Peiey) 2 #0uy) + ey TS ve oo 7T % s e 1, v e [I(x,yll‘“"’”;l}

Si I(x;y]| est choisi suffisamment grand pour que

[‘tp+1]] soient strictement positifs, on a

d. e(l[x.y)l—(p+1]) et p 1, +e¢ (|(x,y)

2 1

Pfix,y) 2 flx,y) . W
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