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SUR L'APPROXIMATION DES SOLUTIONS
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE

Par Michel METIVIER

Le présent exposé donne une version Hilbertienne d'un
théoréme d'approximation montré dans [ 3] pour le cas d'équations
relatives 3 des processus prenant leur valeur dans R* . La
méthode de Kunita reprise ici est directement inspirée d'un travail
de Strook-Varadhan [7] . Ce probléme, dans le cas de processus
réels semble avoir été abordé pour la premiére fois par Wong et
Zakai [8] . Melle Allain ([1] a repris le travail de Wong et
Zakai dans le cas de processus a valeurs dans RY . Dans ces deux
derniers travaux, les hypothéses permettent de conclure 3 la
convergence presque sure des approximations (uniformément par
trajectoire), alors que dans le présent exposé, comme dans ceux de
Kunita et Strook-Varadhan, les conclusions sont celles d'une

convergence en moyenne quadratique.

1. Position du probléme. On se place sur une base

+,P), la suite croissante de tribus (F,)

stochastique (Q,(E%) +

te R

étant continue 3 droite, et compléte pour P , et on considére

un mouvement brownien (B,) relatif 3 cette base, a valeurs dans

t

un Hilbert H , de covariance nucléaire C . Ceci signifie que
CeH ® H avec

a) (Bt) est une martingale relative 3 la base (T%)

b) Bt &)Bt-t.C est une martingale relative & la base J%

d valeurs dans le produit tensoriel H & H projectif

(muni de la norme trace).



I1 en résulte, comme il est connu, que le Bfownien ainsi
défini est un Brownien au sens usuel. (cf. Curtain and Falb par
exemple [2] ).

On consideére 1'équation différentielle stochastique
(1.1.) a XJC = U(Xt) d Bt + b(Xt) dt

ou

Vxe®d o(x) € LM ; H)

b(x) € H

On rappelle gqu'une solution de (1.1) est un processus X

tel que Vt
X. = X_+ 5 o(X_) d B_ + /5 b(X_) ds
T o] 0 s S o) 8
On consideére la suite (Hn)n>1 de partages dyadiques de
L - . n _ P
R n, = {k/2n : keN } . On notera tk = k/2n pour abréger.
Soit
*(n) _ S5 oD
(1.2.) BL = 27 .1 (t) (B - B )
k et | 0 7
] k’"k+1 k+1 k
Autrement dit, le processus B dé&fini par
(1.3.) BD = ;T (m) 4

t o s

est le linéarisé par intervalle de B pour le partage 1
On considdre les solutions X" de l1'équation différentiel-

le (1.4.) approéhée de (1.1.), de condition initiale X,

d X, ,
(1.4.) —_— = G(Xt) B, + b(Xt) dt

dt t
c'est-a-dire les processus x" , Vérifiant

n _ t n, o t n
=Xyt c(XS) BS ds + [ b(XS) ds

(1.5.) X
d supposer évidemment que (1.5.) admette une solution,

. . . n
La question est de savoir si les processus X convergent

en un certain sens vers X



La réponse est que, moyennant des conditions suffisantes
qui seront précisées par la suite, on peut établir une convergence
de (X™) vers la solution d'une équation qui n'est pas (1.1.)
mais 1l'équation (1.7.) ci-dessous que nous allons maintenant
définir.

Désignons par Dxc(@la différentielle de x ~i- o(X), en x
C'est une application linéaire de H dans £ (H ; H) . Pour tout
couple (hl’h2) de vecteurs de H , (on(x).(o(x).hl)).h2 est

un vecteur de H .

Définition 1. On notera D_o.o(x)1l'application bilinéaire de

(H x H) dans H , définie par

(on.c(x))(hl,hz) = (on(x) . (o(x)hl)) h2

Comme toujours on désignera de la méme fagon l'application 1li-
néaire correspondante de H ® H dans H
Avec cette définition, l'expression suivante a un sens
(D, g.0) . C
x
Dans le cas particulier ou H est de dimension finie d ,
il est immédiat de vérifier que 1l'application bilinéaire DXU.G(X)

est représentée par le "tenseur"

1]
2-—9—-———-(x) crk(x)

ad
L r
=1 3 X

(D, ao (x)7F =
r
et que

ij .

(D. ac (x)).C = E 30 - (%) ork(x) Ck]
X r
r,j,k 9x

Soit alors

(1.6.) B(x)

b(x) + 1/2(D o.0 (x)) C
L'équation (1.7.) annoncée est

- t t
(1.7.) X_t = Xo + fo G(XS) d BS + fo b(XS) ds



2. Enoncé du Résultat.

2.1. Notations. On notera donc H ® H 1le produit

tensoriel projectif des espaces de Hilbert H , et H @2 H 1le

produit tensoriel de Hilbert-Schmidt (i.e. le complété de

H @ H pour la norme préhilbertienne associéeau produit scalaire
(x®y | x'"®y") = (x| xD.(y | y") , (x| y) désignant le
produit scalaire de x et y dans H ). Rappelons gue toute
application bilinéaire g8 de H x H dans € s'identifie avec
sa norme, 3 un élément de L(HB® H ; 6)

On notera || la norme dans H.f@z H et

. s.

|l IIH.S. également la norme dans(l:(H <§2 H; G).

On notera ||’ la norme dans H & H (norme "trace").

|‘T'p

2.2. Hypothéses générales. Nous supposerons toujours que

A) 0 est bornée et différentiable comme application A
valeurs dans &€ (H,H) de différentielle on continue et bornée.
On suppose en outre que Dxc.o(x) (cf. définition 1) est un élé-

ment de £ (H é@ H ; H) et que sup |[D o.o(x)llH g <t o
‘ xeH * )

B) b est borné différentiable comme application a valeurs

dans H , de différentielle D b continue et bornée.

On sait que, sous ces hypothéses, les équations (1.1.),
(1.5.) et (1.7.) ont une solution unique (forte) pour une condi-

tion initiale X donnée.

2.3. Théoréme. I1 existe une suite croissante de temps
d'arrét (Tp) > T, HEe telle que pour tout p et tout T
(2.2.1.) lim sup E||Xx} - X 11? = o

noe tgT tATp tATp



De facon plus précise, soit o la famille de temps
d'arrét définie par
T = inf {t : ||Bt[| > p}
et soit BE = B le Brownien arrété a p

ta
p

Les solutions X?" de 1'équation
b _ t byn . + BT p.n
X + X + fo o(XS ) Bsds fo b(XS ) ds
et la solution XP de

P . t P p tat ¥ oyP
Xt = x_ + fo o(XS) d BS + fo b(XS) ds

o)
vérifient
(2.2.2.) 1im sup E|[X2°" - xP[]% = 0

n»o  tgT
2.4. Théoréme. I1 est possible d'extraire de la suite
n
(x™) de processus une suite (X k) telle que pour tout T
, n
ps. lim sup IIth - thl =0
k t<T
3. Preuve des théoremes. Remarquons que de la formule

(2.2.2.) du théoréme (2.3.) et un argument standard utilisant
Borel-Cantelli, on déduit immédiatement le théoréme 2.Y4.

Nous allons donc prouver par étape la relation (2.2.2.)

3.1. Rappel de lemmes sur la variation guadratique d'une

martingale hilbertienne.

Lemme 1. Soit M wune martingale bornée, continue,3 va-

leurs dans H . Considérons les suites de variables aléatoires
2 M

t, e Htk+1
k n

tkst

U(n,t)

_M-t

Vin,t)

|
=
of
1
=
of
Nt
®
~~
=
{—f
!
=z
of
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Sodent M et M les processus naturels de M 2
et M M respectivement (cf. 4 ).

On a alors, pour tout T < = ,

lim sup E|U(n,t) - <<M>>t|2 =0

N>o th

lim sup E||V(n,t) - b ||° =0

N> tsT H.S
Démonstration. (suivant une méthode due 3 Millar dans le cas réel([6].

On a 1'égalité tres simple
(3.1.1.) MM, - M @M _ = V(n,t) - s- o™ (W&d M_ - ;5 dM_@oe%(u)

T 7t o- o ’ o u o u
n
en notant ¢ (u) = ¥ 1 (v) . M
PR LWL Tk

et en considérant un élément h de [ comme un opérateur linéaire
g2 1> h®g (resp. g+» g ® h) dans la premieére intégrale stochas-
tique (resp. la deuxiéme intégrale stochastique) de (3.1.1.).

En considérant la forme bilinéaire (h|g) a la place de

l'application bilinéaire h ® g on obtient de méme

2 2 _ t n
||Mt|i -||MO|| = U(n,t) - 2 /s (¢ (u) | 4 Mu)
La convergence de &' vers M simplement en étant borné,
implique la convergence de ¢" vers M dans HQ(R+xQ,fi<<m>> ),
t n t
et donc la convergence de fo @u & d Mu vers »fo Mu ® d Mu dans

2 t, . n
L El&z H(Q,ﬁQP) et la convergence de fo(¢u|d Mu) vers

t 2
fO(Mu | 4 Mu) dans L°(q,%,P).
I1 existe donc un processus réel positif, évidemment

croissant S et un processus A d valeurs dans H\@z B tels

t t

que

lim sup E | U(n,t) - S | =0

t

n>eo teT

lim sup E ||V(n,t) - Atll2 = 0

N->oco teT ‘,’"S .
avec en outre

2 2 t
(3.1.2.)  S_ =[MLI]° - ML+ 2 s Qe JaM )

- _ t t
(3.1.3.) At = Mt @)Mt Mo @)Mo L Mu ® d Mu I, d Mu @)Mu



La formule (3.1.2) prouve immédiatement que S; est con-
tinu tel que HM_tHQ—SJC soit une martingale. Donc S. = <<Mo>>
Rappelons que le processus naturel V d'une quasi-martingale X
de classe D 4a valeurs dans un espace de Banach 2 , dual séparable
d'un espace de Banach F , est caractérisé comme 1l'unique processus
V continu & droite 3 valeurs dans U , tel que pour tout y € F

t'4«9<Vt,y> soit 3 variation bornée, et vérifiant

3.1.5) Yt Vre F_  E(p.V) = ‘g s E(1p) ® ) d)

ou ) est la mesure définie sur la tribu des prévisibles par
Y s $t FG_Q"JS
A (Is,t] xF) = Elp.(X,-X )} € B

. - . . - ”N . aY
Nous considérons ici Xt = Mt Qg)M_t € Heat cH &, 3]

Nous allons montrer que A est le processus naturel de
XJc , considéré comme prenant ses valeurs dans l'espace de Hilbert

B @b H . Comme A prend ses valeurs dans [H ® H la formule
(3.1.4) montre qu'en fait <M>t = AL p.s, et comme tzA (o) et
t'29<Mt>(w) sont tous deux continus d droite en tant qu'applications
d valeurs dans H @E H , les processus A et (M) sont indistin-
gables.

Pour montrer que (3.1.4) est vérifié pour un processus
V donné, il suffit évidemment de montrer que pour un ensemble total

IFOC_IF on a

(3.1.5) VyeF  Vt, V'Feﬁ:t

E(lF.<Vt,Y>)>= ECIp|F ) d (ny)

jjo,tj x T

Notons que A, est un €lément symétrique de H @5 H .

Nous avons donc a montrer que VheH , teR" et Fe f}



(3.1.8) E(1p.(A,,h&h)) :fjo,t]er(iF'j;) d<A ,h@®h)>

Mais d'une part <A,hsh> est la mesure sur la tribu des previsibles
engendrée par le processus <M,h> et d'autre part

(A, >hOhY =<Mt,h>2 - <Mo,h>2 £ 250 (MhY d (M Lh)

Comme cette derniére formule exprime que le processus continu
<A,h®h> est le processus croissant naturel de la sous martingale

!<Mt’h>l2 , la formule (3.1.6) en résulte.m

Lemme 2. On suppose que M est une martingale bornée,

continue, 3 valeurs dans H . Soit ¢ un processus continu, 3a

valeurs dans J:(H éb H ;5 6), de norme uniformément bornée par K

M (u,w) = 1
2

Suw) v (ty,w)
100 tiera] k

Alors, pour tout T

. t 2
lim sup E|| > o(ty o). (M -M, deM_ -M_d-s o aM y||" =0
nso t<T ‘tkénn k+1 k k+1 k

Tepq §T
Démonstration. Posons
. _ _ _ _ .t
(3.1.7) W)= 31 ey -4 -M @M. M )-r0 e d(M)
tkenn k k+1 k k+1 k
Trest
on a, avec les notations du lemme précédent,
(3.1.8)
t, n ®2
Wn,t)=s (e (W=-e(u)dMH+ 37 o |1, =M - y+(M )] .
°. Y tien, tk[ a1 T ¢ Terr” Y
tk T

En posant A =¢,_ .|(M -M, &M -M_ )-(M >+M ﬂ
K tk[ Terr T Yk et Ty

grace a la propriété de martingale de M et de MgM-{(M) :



on voit immédiatement que, si on pose

ap = LAY

le processus (dt ,?% ) est une martingale. Par suite, d'aprés
k k ke N

une inégalité de Doob (cf.[5] remarque 2 chap. VI)
2
||

2 2
Esup |[[a |]® ¢« E  sup <||0tth ) < 2 Elfag]]

tgT {k:tksT}
Comme E(Ak.A£)=O, pour k # 1 on a donc

(3.1.9) Esup [l s 2E S |la]]?
t<T {k:tk <T}
n

En utilisant 3 nouveau la propriété de Martingale

(3.1.10)
2 2 <7 K2 2
B2 A 1% <« k5[] 20 o -M_ )77 (M +(M O]
i €T K t, €T kel Tk < tk+? % H.s
n

Par ailleurs, pour chaque trajectoire w, <Mu> définit une mesure 3a

variation finie d|<Mu>| (majorée par la mesure définie par «M>y )

t o0 2 T|| .0 12
E iggllfo(¢ (w-e(uaM Sy ¢ s E[}Ollé (w-e(w ||, o d|<Mu>[]

< E EKM>> - sup [Je"(w-ew ]|y 4] ’

ugT

Comme les fonctions o - o convergent sur toute trajectoire uni-
formément vers zéro, les processus ||o" _®||H.S €tant par ailleurs
borné, on a bien

(3.1.11)

lim E sup | [ricem(w-a(u)) d Myl [Py ¢ = 0
n->o tgT .

Le lemme 1, avec les inégalités (3.1.9), (3.1.10) et

(3.1.11) implique donc maintenant le lemme 2.w



_10_

3.2. Expression approchée de x"

On écrira Bt au lieu de BE pour simplifier dans toute la suite.

lére Formule : En intégrant deux fois par partie, pour une fonction

trois fois différentiable f sur R

t
N2 14 k+1
e e e +2f e

- , 1
ity )-£0t )= 0t -t ) E (1 ) +5(t )

2
LY f%u)du

k+1 kK

28me Formule : On applique cette formule 3 Y"

trajectoire par

n _ ft
o

trajectoire ou Y,

n
Au du avec

n ny xn N
Au = G(Xu)oBu processus a valeurs dans H

On obtient ainsi

(3.2.1.) x"(t) = :;;_ (), -7 OAD 47 2{%_ (t,,,~t)° Aﬁk
kitpst kitpst
s L ftk+1(t -u>2'xn du + YO (t)-y" T (x%)ds
2 "t k+1 u - o} S

k [2™t]2
A partir de maintenant pour les évaluations intermédiaires on
ne répétera plus n : on écrira YJC = fg Audu

AL * O(Xu) B‘:‘1

3.3. Formule de Dérivation et majoration.

(3.3.1.) Xu

A+ b(X )
u u

(3.3.2.) Au U(Xu)'éu éu étant constant dans chaque intervalle

]tk’tk+11 :
(3.3.3.) A [on(xu) . [Au+b(Xuﬂ} : éu

Commentaire : Dx o(y) e X (H ;i([Hl ; H )

D, o(y) . h € L w

[DX o(y) . h} . nh € ®H



(3.3.4.)
A _=[p?, dx ). [A+px ) %J B + D o(X).[A +D b(X,).X ].B
u L- 2 u’ " Lu u Tu Tx Tut T bu Tx T Tut TTud T T

Utilisant la formule de définition (1.2.), et la définition 1

(3.3.5.) A =2 D o.o(X ){.(B -B, )7"+2 |D_o(X ).b(X )i .(B -B

u [ X u-] tk+1 tk [ X7 T u u;] tk+1 tk
pour tk < u g tk+1

On voit de méme qu'en explicitant Au et Au , la
t A2 1
formule (3.3.4.) s'écrit, pour T < usg t gy
(3.3.6.)
Ru=23nwl(xu>.(3t -B, )®3+22nw2(xu>(Bt -B, %742y (X )=(B_  -B_)
k+1 k k+1 k k+1 k

ou Wl, ¥, et ¥, sont des applications continues bornées de H
dans L (ﬁgs s HY <£(HP2 ; ) et L(H ; H) respectivement.

On déduit évidemment des formules qui préceédent l'existence

d'une constante K , telle que
Yu € Ity ]
(3.3.7.) |la ]l < x,2" ||B -B, ||
u K+l T
m n n
(3.3.8.) |]la |l < K {23 | B -B, |f+22|B -B
u tk+1 tk t tk

K+1
n
+27|B - B IY]
st Ty

3.4. Evaluation des différents termes de la formule (3.2.1.)

t

]2

fer terme : On notera dans tout ce qui suit [un] = sup{tiztn<u}

On obtient ainsi

(3.4.1.) 2 (t% —tHa" (X (B -B ) :
R L

k+1 "k
k+1 k

[,]
treq st Ty
c(x™ )y dB - 5 _ox™ ) as
[u"] S £ B T

1t

1)

i

ot =
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?2éme terme

~~
w
=
N
=
Nf =
I
l
~~
t
o]
=
+
IS
I
t
~ 3
~
N
:}>»
t 3
[
[+

. 2
> D g.5(X" ).(B - )®
40 k I X ti t£+1 ti
k+1§t k+1$

1

2n+1

n

[ul

1] n
Fb o o b )aB_

32me terme

par

+ + 2 n n

(3.4.3.) I(n,t)=K[%upl|B LB ]+ __J Cz |8, -B_||?+ L,
K+l Tk s 2

3.5. Maioration finale pour Xt - Xz s Xi vérifiant (1.7)

i g

(3.5-1-) Xt—At:

t N t n
I [g(xu)‘o(X[@]{} d B_*/_(b(X )-b(X))) du

1 t n ®2
+ 2 [foDXo.o(Xu).C du - En DyooX")(B , <B )
[kt st] k k+1 Tk
+ e(n,t)
ou, compte tenu de (3.2.1.) et des formules (3.4.1.) a (3.4.3.)

le terme e(n,t) donne lieu a la majoration.

(3.5.2.) |le(n,t) [|s constante xsup [[B.-B_]||
| <s <t 5

1 t n
+ ;H!IIO DXO.b(X[U])d Bull] + I(n,t)

Remarquons également que

-
k1

sup I(n,t) K[ sup ||Bt—BS|l+%H} « > | 1B
5
F*tk+1<@

t<T lt-s |27"
t,ng

E | |B L, ~B n||2 converge dans L2 (lemme 1), la

(<1, <7} T Tk

Comme U
n

décroissance vers zéro, de la suite uniformément bornée de varia-
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ble n_ = sup ][Bt—BS|| + %n , implique la convergence de
lt-s|g2™"
t,sgT

2 est uniformément

intégrable, qu'il en est de méme de ni . Uﬁ et que (}i . Ui

P 2
nn Un vers zéro dans L° (remarquer que |Un|

converge en outre en probabilité vers zéro).

Notons que (inégalité de Doob appliquée aux T.2" sous-

: Y
martingale (]|B,.-B_ || ") )
Tt eIt s ]
(3.5.3.) E  sup (HBt-Bt ||2) <constante.2” E||B, -B, ]l”
t, <tsT k k+1  k
1
t-t, =
k'on §constante.1—
X 21"1
et, en utilisant une inégalité de Doob (cf. [5] chap. VI, remarque 2),
2 2
E f D b(X )d B LE f D b(X )d B =
i‘jgll g. ([3 uH\< H %9 {ul u”
¢ constante.E fTIIW]Izd {B )
S ’ o u
< _ n
ou W—Dxc.b (XDQ) . Donc
E sup | |/f Doo.b(X5~).d B !IQ < constante.(E ||B.]||
teT o ’x i u N T
La formule (3.2.1.) implique donc
(3.5.4.) lim E(sup ||e(n,t)|[2) =0
n*e t<T ‘
Notons également que si [s]
n n .s n s n
X - =2 J7 o(X)(B =B, Jddu + S b(X ) du
S [S] [Sj u tk+1 tk I:'S‘_] u
t
v 1 yD_yD (12 on 2 k+1 n 2
aron |Ix-x 17 ¢ 2,27 f1m  -p |l lftk 1o x| | au
T+t n 2
+ 2llfJC b(x ds)|]|
u
k
Et
2 1
E sup IIX -xn ]] < 2K°E [sup B -B + — | < constante. =—
s<T R l T4t tkll 52" o

Un raisonnement déja fait précédemment, appliqué 3 la

martingale IZ (U(XS)‘O(X?gj)) d BS , et le caractére lipschitzien
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de o impliguent

T

2
e <y

(3.5.5.) E sup | [/ (o(XD)-o (X

)) d B
t<T [s] s

2 n . n 2 :
K 'EIIXS‘XLSJI ds)
On voit que, compte tenu du lemme 2 , de (3.5.4.)vet (3.5.¢

cn peut déduire de (3.5.1.), et du caractére lipschitzien de o

et b
. 2 2 T 2 ,
E (sup llxt—x2|| ) g4 KS s EIIXS—XglI ds + e’ (n)
t<T
ol lim €(n) = 0O
n->o

Le lemme classique de "Cronwal" permet de conclure

2 2
E(sup |]%, -x% ) £ e exp 4 K°.T
t$¥ l t tII n

D'ol finalement le théoréme.
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