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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES

D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES EN DIMENSION 2

par

PHAM THE LAI

§ 1. Introduction

Le but essentiel de ce travail est 1'étude du comportement
asymptotigue des valeurs propres d'une classe d'dpérateurs elliptigues A
autoadjoints positifs dégénérant au bord d'un domaine  borné de R".

Ces opérateurs constituent une généralisation en dimension gquel-
conque de 1'opérateur de Legendre %— (1-x2] g sur 1l'intervalle [}1,T].

X dx

Une étude spectrale de ces opérateurs a été faite par
M.S. Baocuendi et C. GOULABUIC [3] dans 1le cas du second ordre. Leurs re-
sultats sont précis pour dimQ = n = 1, mais la prééision diminue lorsque
n augmente.

En étudiant la classe de compacité d’un opérateur continu de
LZ[QJ & image dans une classe d'espaces de Sobolev avec poids, nous avons,
dans [3] déduit une minoration des valeurs propres de A. Auparavant,
Boutet de Monvel et P. Grisvard dans [4], ont donné une majoration et une
minoration de ces valeurs propres ; leur méthode est basée sur la connais-
sance des valeurs propres de A lorsque Q est la boule unité-et A 1'opéra-
teur type de Legendre.

En adaptant la m&thode de S. Agmon [1] et [Z] au cas d'opérateurs
dégénérés, nous donnons dans ce travail un équivalent de N(t) = z 1

Asgt

avec une estimation du reste dans le cas n=2 pour une classe d’'opérateurs

d'ordre Zm, m31.



C. Goulacuic a eu la gentillesse de nous signaler le travail de
€. Nordin [7] gui donne un équivalent de N(t), pour n guelcongue, pour

1’'cpérateur de second ordre div(Y¥ grad), nous lui en remercions.

§ 2. Enoncé des résultats

Considérons Yune fonction de R" —> R, de classe Y?n telle gue

0 = {x; Y(x)>0} ;5 352 = {x; ¥(x)=0} d¥ (x) # 0 pour x € Q.

Les différentes normes rencontrées seront notées | ,» sauf mention du con-

traire.
Nous utilisons les notations
s d RV .
Dj = -1 . i 17 5 Jel1,...,n)
J
pour un multi-indice a = (a1,---,an] ,
o a1 an
D™ =D . D
1 n

‘@(Q], @F[Q], Ea) désignent respectivement 1'espace des fonctions conti-
rues, continlment différentiables jusqu'ad l'ordre k, indéfiniment différen-
tiables & support compact, sur Q.

LZ(Q] désigne l'espace des (classes de fonctions de carré inté-

grable sur 2, de produit scalaire

(u,v) 5 = j ulx) vix) dx
L (R) Q

Pour m entier 3 1, Hm(Q) désigne 1l’espace de Scbolev usuel avec

7

la norme naturelle
o 2 172
ol o[ e, ]
H' @) Yalgm L ()

HE[Q] désigne 1'adhérence de &)(Q) dans H™ ()

Dzm[Q] désigne 1l'espace des distributions :

{lue D'@Q) 5 ¥

™% e L), la| < 2m}



avec la norme

oo 2 11/2
I P e
D7 Q) |a|g2m L7 ()

c'est un espace de Hilbert.

Soit
(Ix,0) = Yo Z a (x) D” + thlm—1 Y a (x)D% +...+ ) a (x) 0%

a o o
‘al=2m |u|=2m—1 ]além

un opérateur différentiel linéaire d'ordre 2m.

Nous faisons les hypotheses (H)
~ les coefficients a s pour |a| = 2m, sont des restrictions & @ de fonc-

tions de classe fﬁ[ﬂn]
- les coefficients a,» pour Ia] < 2m, sont des fonctions dans L (Q)
- (L est formellement auto-adjoint

~)
- Qix, o) = 2 a (x) D est uniformément elliptique, c'est-a-dire
|a|=2m

P Q

CL;((EJ ) a (x) £ ;0 B

]a!=2m
pour tout x € Q ; g e(Rn, c étant une constante > O.

Un opérateur non borné A dans LZKQ) est dit une réalisation auto-
adjointe dans LZ(Q] de (L si A est auto-adjoint avec un domaine de défini-
tion &(A) vérifiant
(2.1) Him[m c 2m ¢ 0°™a)
et si tout u e &(A) esf solution au sens des distributions de

Clix,D]u = Au

Le résultat suivant est vrai pour n guelcongue

Théoreme 1 : Soit A une réalisation auto—adjointe positive dans LZ[QJ de
QLix,D) d'ordre 2m, vérifiant les hypothéses (H). Alors le spectre de A
est discret.

Supposons, en plus, que m > n = dim . Alors :



1) A a une résolvante compacte. Pour tout t > 0, A+t est inversible et
(A+t3_1 est un opérateur intégral avec un noyau d'Agmon (cf. [ ]) continu
et borné Gt[x,yJ

(Avt) g = ] G, (x,y) £ly) dy Fe Lo(R)
Q

2) Il existe wune constante C > 0 telle que l'on ait :

n

| —14—.
nil . nlly-1 -n/2 2m
(2.2) |6, Gox) - 5= (sin 507 90x) Clx) t <
2n+1 2n-1
T2 BT
C Y t
pour tout x € Q et t 2 1.
Dans (2.2), c(x) est la fonetion de classe %ﬁ[ﬁn]
(2.3) clx) = (2m)7" JN, dg
Q (E)<1
Remargue : En vertu de (2.1), nous avons :
2m
Da) c HT (a)
En utilisant les résultats de [?] ou de [i], nous avons :
1-2
. 2m _n . nll, -1 -n/2
lim  t G, (xsx) = 5= (sim =] P(x) c(x)

>+
uniformément sur tout compact de §.
(2.2) précise donc le comportement de Gt[x,x] lorsgue x est voisin du bord

de Q.

Théorgme 2 : Soit A wune réalisation auto-adjointe positive dans LZ[QJ
QLix,D) d'ordre 2m, vérifiant les hypothéses (H).
Supposons en plus que

() dim Q = 2

.. . . 2
(27) pour wn certain entier k > = oomac:



HZKm
0

¢ ok ¢ 0%

ST {).} est la suite croissante des valeurs propres de A répétées avec leur

multiplicité, alors :
(2.4) N = ] 1= <upe £ Log 1M s 0t (pee)
ALt
i
Dans (2.4), wy est la forme de Leray associée 4 ¥ et c est la fonction dé-

finie par (2.3).

§ 3. Preuve (rapide) des résultats

3.1. Preuve du théoréme 1

Pour cela, nous utilisons essentiellement le résultat suivant

établi dans [ ] :

Théordme 3.1 : Soit m entier avec m > n. Soit T un opérateur continu dans

L2(Q) dont les images N (T) et RT*) (T adjoint de T) sont dans 0°™0) .
Alors T est un opérateur intégral avec un noyau d'Agmon K continu et borné

sur 2 x Q 5
Tf = [ Kix,y) fly) dy f e L7(R)
Q

De plus, nous avons : .

| lsc A, 1 )n/zm ||||1--E
(3.1 |kboyd)fgce {1 T T
D2m D2m L2

n

n/4m 5

-n/4 * -
(P PR

(3.2)  |Kix,y)|sC [Pea¥iy)]

pour tout (x,y) € Q x Q ; C étant une constante > 0 indépendante de x et y.
Dans (3.1) et (3.2), HTHL2 , ”T“D2m , ”Tf”DZm désignent respectivement

les normes de T de Lz(QJ dans L2(Q), de T de L2(Q) dans Dzm(QJ, de 7% de

L21Q) dans 0°™().

Ce résultat appliqué a St = (A+t3_1, pour t > 0, donne le



Corollaire 3.2 : Dans les conditions du théoréme 1, S, est un opérateur

t

tntégral avec wn noyau d'Agmon Gt(x,y] continu et borné sur Q x Q.

Nous avons :
_']+£

Ct

in

(3.3) |G, (x5 y)]

+
-n/4 2m

A
(an}
t

(3.4) |6, 0, y)] [P(x) Ply1]

pour tout (x,y) € Q@ x Q, t

fiv

1, C étant une constante > 0 indépendante de

X,y,t.

Considérons x € Q et t 21 fixés.
Si 1l'on a :
1
tm > YPix)

il est facile, gréace au corollaire 3.2, de vérifier (2.2]}.

Nous pouvons donc, pour la preuve du théoreme 1, supposer :

1
i
(3.5) t § Yix)
Notons ) 8i<€,n>
F o p(n) = (2m n J T
’ R" QO (E)+t

et considérons, pour f ¢ LZ(Q], 1'opérateur de convolution

")

Rt T F e *f g

v}
f étant la fonction de Lz[Rn] obtenue en prolongeant f par O hors de Q et

n
FX + * ¥ |Q est la restriction & @ du produit de convolution Fx + * f,

Il est clair que Rx + est continue dans LZ[QJ.

’

Soit p > 0 suffisamment petit et considérons gx 0 une fonction de
classe 6, a support dans la boule de centre x, de rayon p, égale & 1 sur
x. Notons alors

T tso ~ Sxup [St_Rx.t)Cx,p



TX ke est un opérateur intégral avec un noyau d’'Agmon donné par

Hx’t;D(y’Z] i g><,o(y] Cx,p(Z] [Gt[y,z] - Fx,t(y-z)]

En particulier, lorsque y=z=x, nous obtenons, par un calcul aisé

n
_’I + ——
n/2 2m

n Il nil, -1 ?Tx]_ ¢

(3.8) Hx,t;p[x’X] = Gt[x,xJ " S (sin 55]

lLa gquantité p restant a notre disposition, nous allons la choisir égale &

(3.7) - (oo MTVE

k étant égal au sup |grad ¢
X €Q

~

Gradce a (3.5) et au choix (3.7), 1'utilisation du théoréme 3.1

permet de prouver gqu'il existe une constante C > 0 telle gue

n

(3.8) |H . (21| se [P )™ 0 B g MM

X,t; =
Alors (3.6) et (3.8) prouvent (2.2) dans le cas (3.5), ce gui achéve la

preuve du théoréme 1.

3.2. Preuve du théoréme 2

Elle s'appuie sur 1l'égalité bien connue

(3.9) j G (x,x) dx = r (et) 1 ANCT)
t
Q o

Gr&ce & 1'hypothése (ii), on voit aisément que 1'on peut supposer, sans

diminuer la généralité, que m > 2 = dimQ.

Soit 91 ={x g Q; (x) 2 t—1/4} et QZ = Q- %.
Alors, en vertu de (3.3), nous avons
1
_/|+__
(3.10) 0 < j G (x,x) dx SC ¢ m
QZ
En vertu de (2.2), nous avons
1
1,1, -1
(3.11) ‘f Gt[x,xldx —-%[sin E] t [ Yix)  elxddx | g
91 u1 _1+§1—
< cyg M {r P02 ax
J



Un calcul aisé prouve gue 1l'on a

1/m

(3.12) j W[x)_q clx) dx = o> Llog t + 001) (t>+o)
Q

1

<w?.
ol <w.g .C> 2st la valeur de la forme de Leray w,, associée a ¥, en c.
¥ g

(3.10), {3.11) et (3.12) donnent donc :

, -t et

(3.13) f G, (x,x)dx = —(sin =) ' t Log t + 0 (t ) (t>+),
Q t m m

En utilisant maintenant un théoreme taubérien de J. Karamata [5],
avec la précision du reste de P. Malliavin (ef. introduction de [@]J, nous

obtenons {2.4) ; la preuve est donc achevée.

Remarques
1) La classe d'opérateurs elliptiques dégénérés de second ordre, de type
variationnel, étudiée dans [i] entre dans le cadre étudié ici.

Rappelons qu'il s'agit de la classe d'opérateurs

Qex,p) =} D, a,  (x)¥(x) D
. J 3.k k
0g],kgn
avec a; € € (R") pour i,k € (0,...,n).
J
Soit la forme intégro-différentielle
alu,v) = .2 ] 25 ) Px) Dyju Dpv dx
ogj.ksn 7Q

et %}l'espace des distributions

- {ue @' Q) ; kF’]/Zu e L), ‘101/2

Dju e L20) . j e (1,.ea,n)}

muni de la norme hilbertienne naturelle.

On suppose gue a est -coercive : il existe donc un opérateur non borné A
dans LZKQJ tel que

(3.14) ~alu,v) = (Au,v) u € DA, veld

L)
Si 1'on suppose que a est hermitienne, alors A est auto-adjoint positif.

Suivant un résultat de régularité de Eﬂ, nous avons



(3.15) (A%) = M) v ok ¢ N

(3.14) et (3.15) prouvent gue A est une réalisation de (.(x,D) au sens de

la définition du § 2 et les théoréemes 1 et 2 sont applicables & A.

2) Considérons & présent le cas particulier intéressant suivant
Q= {x; |x| <1}
n 2
x) =1 - |x|

Qux,D)

7
Y D, Yix) D,

ogjgn
La forme de Leray est ici proportionnelle & la mesure de surface de la
sphere unité

{ cl(s) dsS

1
<L0\‘;(.C> = *i JBQ

La fonction c est, dans le cas présent, constante et nous avons, pour n=2

-2 1
c = (21) j d = -
161 %<1 4

1 ] 1

<W,,«C> = — ds = —
( :

1 8 LI9] 4

Le théoréme 2 donne donc

N(E) = —E98E L 0(e) ()

Nous retrouvons ainsi 1'équivalent de N(t) déj& donné par N. Shimakura Dﬂ

(cf. aussi Nordin [i]]. La méthode de N. Shimakura utilise la connaissance

explicite des valeurs propres de A dans ce cas.
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