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THEOREME D'INDICE ET REGULARITE POUR UNE
CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES

par

Dominique PREVOSTO et Jacques ROLLAND

Résumé. On se propose d'étudier des problémes aux limites, dans un ouvert o régu-

lier de R", associés a des opérateurs L elliptiques dans Q, dégénérés sur le bord
I de @, de la forme : M-r
Lu(x) = = Pm-h(x 3D, ) 1 Y(X)q(m—r-h) u(x)?,
h=0

ol q est un réel > 1, m et r sont deux entiers tels que 0 < r <m et q(m-r)& N,
Pm'h(x ;DX) est un opérateur différentiel d'ordre au plus m-h, Pm(x ;DX) est un
opérateur d'ordre m elliptique dans @ et ¢ une fonction réquliére équivalente &
la distance au bord T.

Pour tout entier p > 0, L est un opérateur linéaire continu de 1'espace
de Sobolev avec poids Wgtg_r(ﬂ) = fue H™P(q) ; (Pq(m-r) ue H™P(a))

muni de la norme canonique, dans 1'espace de Sobolev usuel Hp(Q).

On fait une hypothése "d'ellipticité générale" sur 1'opérateur L, qui
implique que Pr(x ;DX) est elliptique sur r. On introduit alors u opérateurs
frontiére Bj(x ;DX) tel que YB = (YBj 3 J=1,...,u) soit un opérateur linéaire

. M - _
continu de WP () dans 1 HI*P 5 %(r).
qsm-r ‘o
j=1
On montre que sous certaines hypothéses, le couple (L ; YB) est un opéra-

teur a indice de WP () dans KP(2) x E Hr+p_mj_§kr),
q,m-r j=1
1'indice étant indépendant de pe IN.
Le théoréme est montré pour p=0 dans [1J. A partir de 1'estimation a
priori L2, on obtient, par la méthode des quotients différentiels, la régularité
tangentielle ; on est alors ramené, pour la régularité normale, a étudier la

régularité d'un opérateur différentiel ordinaire sur un segment [O,T[.
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I. INTRODUCTION ET ENONCE DES RESULTATS.

Soit @ un ouvert borné deﬂfﬂ de frontiére T', tel que 2 soit une

variété a bord de classe C". On se donne une fonction fe C°°(an ; R) telle que :

o= {xe R" ; Y(x) > 0}

r

{(xe R" ; (((x) = 0} 3
Yxer, grad ? (x) # 0.

Soit L = L(x;D,) 1'opérateur défini sur o par :
m-r
Lugx) = Lx 30 u(x) = 2 P00, 1 00wy, oo
. . - =0

(i) qestun réel > 1, m et r sont deux entiers tels que o < r <m et

g(m-r)e N ;

m-h

(i1 ) pour tout h=o0,...,m-r, P "(x ;DX) est un opérateur aux dérivées

partielles & coefficients indéfiniment différentiables sur Q, d'ordre
inférieur ou égal & m-h :

-h m-h a
p" ; = ) ;
Do) = TR0 0

m-h

Si g(m-r-h) &N, P "(x ;DX) est, par définition, 1'opérateur nul.

(i) Pm(x ;DX) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans @, c'est-a-dire

que, pour tout x & Q et tout £ R"~ {0}, on a :

Pm(xo;a) = T opl(x) £ £ 0.
|o|=m
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Pour tout h=0,...,m-r, on note Pm:ﬂ(x ;D) la partie principale d'ordre

)
X
m-h de Pm-h(x 3D,)-

On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(C) Pour tout x € I, tout xef et tout e R"N {0}, on a :
m-r

X_ 3X,E) = I Pﬁ:n (g5 8) ¢f(X)Q(m-r-h) 0.

LolXo heo

Cette condition implique que 1'opérateur Pr(x ;Dx) est elliptique sur T,
c'est-a-dire que, pour tout xoel" et tout ¢ e R"\ {0}, on a :

P:(x0 s E) # O

Pour tout X & Ts et pour tout couple de vecteurs (£,£') de R" Tingaire-

ment indépendants, soit u le nombre de racines t de 1'équation :

r

Pr (x0

s E+tE') =0

telles que Im t > 0. On suppose que u ne dépend pas de X E T, et de (£,&') pour n=2.

On définit alors u opérateurs frontiére, & coefficients C (Q) :

— a .=
Bj(x,DX) = |a|§m. bja(x) DX N ) S TR

J
ol, pour j=l,...,u, mj est un entier inférieur ou égal a r-1.

On note YB = (YBj 5 J=l,...,u), ol vy est 1'opérateur restriction a r.

On suppose que le probléme (Pr, YB) est régulier, c'est-a-dire que 1la

condition suivante est vérifiée, (voir [8]) :

(C') Pour toutx6ar‘et pour tout vecteur g cotangent en X a I, le probléme aux

0
limites :

P:(xo; £+ grad @ (x) D) v(t) = 0

Bg(ﬁ); £+ grad ¢ (x) Dt) V|t=o =0

n'admet que la solution v=0 dans ﬁf(ﬁ;)(*l oi B

ipale d'ord . de B.(x ;D).
cipale d'ordre mJ e J(x X)

(%) L(R,) désigne 1'espace des restrictions a R, des fonctions C” surR 3
décroissance rapide en t =,
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Définition 1.1. Soient s N et 1€ 1. On note Wg S(Q) l'espace des distributions

ue H’Q’-S(Q) telles que (rqs ue HQ(Q). On munit cet espace de la norme du graphe.

Le principal résultat de cet article est le suivant :

Théoréme 1.1. Sous les hypothéses (C) et (C'), pour tout p& N, l'opérateur (L,YB)

u -m.-
est lindaire continu et d indice de W2+r?l_r(ﬂ) dans Hp(Q) x 1 HP mj Z(I‘), et son
’ j=1

indice est indépendant de p.

m

Corollaire 1.1. Sous les hypothéses (C) et (C'), st u€& Nq -

(Q) et sz

(L,YB) u€C™(2) x T C(T), alors ueCl ().
j=1

Remarque 1.1. Si Pr(x s D) est proprement elliptique, on peut prendre comme opéra-
X

teurs frontiére le systéme des conditions de Dirichlet

? Bj = Yj s j=0’---’U'13
59 L . .

ol Yj = —3 avec v normale a T orientée vers 1'intérieur de Q.
ERY

Remarque 1.2. Le cas ol g<1 a été traité dans [2] ; et dans ce cas, la condition

"d'ellipticité générale" (C) introduite ici doit étre remplacée par la notion

d'équation indicielle. Citons aussi [1] pour un cas particulier.

IT. PRELIMINAIRES.

IT.1. Quelques espaces de distributions.

II.1.1. Espaces de Sobolev avec poids wg s(I).

Soient g un nombre réel > 1 et s un entier > o0 tel que gse N, 1€ Z
et I un intervalle de R. On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants :

wg (1) = ue W31 ; t¥ ue v(D))

Ce sont des espaces de Hilbert si on les munit de 1a norme du graphe.
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Remarque 2.1. On a 1'injection continue suivante :

L L R
ou wgs(l) est 1'espace introduit dans [3]. Pour les propriétés des espaces wi(l),
voir [3].

Proposition 2.1. Pour tout entier k tel que o0<k<s et gke N, l'application :

2 L
q g,5

ur—> tQku est linéaire et continue de W S(IR) (resp. W ([R+)) dans HSL-s+k([R)

(resp. HS™K(R ).

Démonstration : Soit u appartenant a Wt (R) . Désignons par u la transformée de

g,s

Fourier, sur R, de u. On a :

(1+])*7S U(r)e LA(R) et (1+]<])* 0% u(r)e LA(R).

Nous voulons démontrer que si k=0,...,S, avec gke N, alors :

(1)) 0% U(r) e LA(R) .
I1 suffit de démontrer cette propriété surR . Soit T > o. Sur (0,T),
on a : G(r)es L2(0,T) et Dgs a(T)éi L2(o,T) ; donc G(r)eg Hqs(o,T) ; par conséquent
0% u(r)e WK (0,1 g 12(0,T). Dot :
(1+])* 5 0% U(r) € LZ(0,T).

Sur (T,+<), on a :

2

78 (r) € LA(T,#) et % D3 u(r) e LE(T,4e).

On en déduip que, pour tout entier j=0,...,05, on a :

J
L=S+= . .
T g D‘l u(t)e L2(T,+oo).

En particulier, pour k=0,...,s avec gke N, on a :

7S DI y(r) & LA (T, 4e).

En regroupant les résultats sur (o,T) et sur (T,+=), on obtient que

(1+|TI)£-S+k ng u(t) appartient a LZ(R , avec :

)
+
e=-s+k ~qk © -5 [} R
IS 0T w5 <CNHDYS w0 ull , b
L R+) L (R+) L (R+)
ou C est une constante indépendante de u.
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On procéde de maniére analogue sur R. La proposition 2.1 est donc

démontrée pour u appartenant a 1'espace Wt (R).

q,S
Le résultat, pour u appartenant a 1'espace wg S([R+), résulte du lemme
suivant :
Lemme 2.1. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de Wg S(!R+)
2
dans Wq’S(R).

Démonstration : Pour u appartenant a Wt

q,s(R+)’ on pose :

u(t) , si t>o

Pu(t) =
r
L a; u(-jt) , sit<o,
j=1 !
avec : r = max (qs-¢, qs, 2-s-14gs)
et ol : r K
) oy (-J)" = 1, pour k=min (2-95,-QS),..., max (&-s-1,-1).
j=1

On peut trouver des o5 satisfaisant ces conditions puisqu'il s'agit

d'un systéme carré de Vandermonde.

ler cas : 2 > 0 et 2-s>0 ; dans ce cas, r=2-s-1+qs et k varie entre -gs et

2-s-1. On a donc :
r ok
.E aj(-J)
J=1

continu de H*"S(R

= 1 pour k=0,...,2-s-1 ; ce qui montre que P est linéaire

,) dans H*S(R).

De plus, on écrit : t9% pu = Q(tqsu),

ou

v(t), sit>o0
ity =) .
z J v(t), sit<o.
3= (-)%
r k
Comme = a; (-j) =1 pour k=-g$,...,2~-qs-1, on a :

j=1

=1 pour k' = 0,...,2-1 ;
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ceci montre que Q est linéaire continu de HQ(R+) dans HR(R). On a donc démontré

. ) % 3
que P est 1linéaire continu de wq,s(m+) dans wq,s(m)'

2éme cas : 2<o0 et 2 -s<o0 ; dans ce cas, r=qgs-2 et k varie entre 2-gs et -1.

Pour montrer que P est linéaire et continu de HQ-S(R+) dans HS(R),
on montre que tP est linéaire continu de HS_Q(R) dans HZ-K(R+). On a :

t
< " Pe, u> __ _ =< o, Pu~>
TR, x TSR

H(R,) H™H(R) x HS(R)

)

D'ol, par intégrations par parties :
Y o.

tP<1>(t) = ¢(t) + = 4 o (- E), pour t > o.
RN J
J
r k
Ona: £ a:;(-J) =1pour k = 2-s,...,-1 3
o1 J
J
donc : P o Lk
r +(-%) =-1pour k' = 0,...,5-2-1.
j=1 J J

Ceci montre que les s-% premiéres traces de tP@ sont nulles. D'ou 1la

continuite de ‘P de H*TH(R) dans HH(R,).

Pour 1'opérateur Q défini comme dans le ler cas, on procéde encore par

dualité. On a :

r k
T o:(-J) =1 pour k=2-gs,...,~-gs-1 ;
-l J
J
donc
r -gs 1 ,_ 1,k'
z a.(-J) 9 F(-%) =-1pour k'=0,...,-2-1.
je1 d NN

On en déduit Ta continuité de tQ de H'R(R) dans H;z(R+) ; d'ou la
continuité de Q de HQ(R+) dans HQ(R).

3éme cas : £>0 et 2-s<o0 ; dans ce cas r=gs et k varie entre -gqs et -1.

La continuité de P de H*"S(R,) dans H*'S(R) se fait comme dans le

+)

2éme cas, par dualiteé.
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La continuité de Q de HE(R+) dans HQ(R) se fait comme dans le ler cas.
Le Temme 2.1 est donc complétement démontré.

Par conséquent, la proposition 2.1 est démontrée pour u appartenant a
Dans les lemmes qui suivent, m désigne un entier > o tel que qm appar-
tienne @ IN et p est un entier de 1.

Lemme 2.2. Soit u appartenant a W2+5(0,T). Alors, pour tout j=0,...,Mm tel que :

qie N, on a : t% ue P (o,T).

Démonstration : Ceci résulte directement ae 1a proposition ¢.1.

Lemme 2.3. Pour tout entier j=0,...,M tel que qj&€ N et pour tout entier k=0,...,j,

Llopérateur :

U —> tQJ'k D%'k u

est lindaire et continu de W2+£(O,T) dans Hp(o,T). De plus, si k>1, cet opérateur
2

est compact de W2+§(0,T)ahns Hp(o,T).

Démonstration : Soit u appartenant a w2+g(o,T). Puisque u appartient a Hp(o,T),

9

ona: tNJ uenP(o,T), avec :

"tqj-j ull < C [l » ol C ne dépend pas de u.
HP (0,T) HP(0,T)
On en déduit que :
€973 ) < C ful :
HP (0,T) MACR)

: '_k
La continuité de 1'opérateur u +—s 9 k ﬁk u est donc montrée pour k=j.
Supposons que la continuité de cet opérateur ait été démontrée pour k=h,...,j

avec h > 0, et démontrons-la pour k=h-1, si h-1>0.

Ona:ue Hp(o,T) et, d'aprés le lemme 2.2, tq‘j ue Hp+j(o,T).
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Donc, ue wg+§(o,T). D'aprés la remarque 2.1, on en déduit que ue wg;‘](o,T).

Par conséquent, (voir [3]) :
tqj"(h'l) ve Hp+j-(h-1) (0,T).

D'ol : . .
pJ~(h"1) (¢9=(""yy e W(o,T).
Or = . . . j-(h-1) . .
pd=(h-1)¢4ad=(h-1) 3 _(@d-(h-1) pi-(h-1) , .7 *5 77 o yad-(h-1)-2p-(h-1)-2
t t g 2 t

L'hypothése de récurrence montre que pour tout 2=1,...,j-(h-1), on a :
£@37(h=1)=2 pJ=(h-1)-% & WP(o,1).

Par conséquent : £ad-(h-1) D%_(hnl)u appartient a HP(0,T), avec :

j- (h-1 j-(h-1
J£39-(01 pdm (e Uyp el

HP(0,T) Wy n(05T)

9

Ceci achéve la démonstration de 1a continuité.

On montre maintenant la compacité de 1'opérateur : ut+—— th'k D%-ku

pour j=1,...,m et k=1,...,J, avec gqje N.
Soit (un ;ne N) une suite bornée dans w2+$(o,T). On peut en extraire
une sous-suite, notée encore (un;r1esW), qui converge faiblement vers u dans

wg+3(o,T). Par différence, on peut supposer que u=0.

Montrons que la suite (th_k D%'k u_;ne IN) converge fortement vers 0

n
dans Hp(o,T) quand n > + « .

On a : u, € Ng+$(o,T). D'aprés la premiére partie de la démonstration, on en
déduit que : a3k Di'k u, appartient a HP(0,T).

J-k

Par conséquent, tq‘j"k+1 Dt U, appartient a Hp(o,T).

. qj-k+1 j-k e qi-k ~i-k Qj-(k-1)nd-(k-1)
Or, puisque k>1, Dt {t Dt un} = =i(qj-k+1) t Dt un+t Dt u

appartient a Hp(o,T).

Par conséquent : $Qd-k+l pa-k u e Hp+1(o,T), avec :

t
” tQJ'k+1 DJ-k u

t n”Hp+1( - < Clull , 0l C est une constante
0,

q,m* ">
indépendante de ne N.
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Or : Di-k u € Hp'j+k(o,T), puisque u € HP(0,T).
ponc : 037K y e WPl (0,T), car Hp'j+k(o o Hp-qj+k(o T)
B n qj-k+1*7° 7 i e

On en déduit (voir : proposition 1.2 de [4]) que £d-k D%-k u & HP(0,T) et que,

pour tout n > o, il existe une constante Cn > 0 indépendante de n& N telle que :

j-k ~Jj-k qj-k+1 ~j-k j-k
£ 0 | <nft Dy "u + C oy " ulll s
t “n Hp(o,T) t n Hp+1(o,T) n Tt n' P qJ+k(o,T)
-k
<nC ful sC o™l .
"o, n Tt Tnhypmadtkeg 1

Posons : M = sup |u_| .
nemnN " W2+5(0,T)

€

2 CM °
est compacte, il existe n&s N tel que, pour tout n >N, s on ait :

Soit € > 0. On prend n =

Ensuite, comme 1'injection Hp_j+k(o,T)c;Hp-qj+k(o,T)

j-k €
o™ ull s <z
t n' ,p q3+k(0’T) ?f;

Donc, pour tout n >N, »0na:

[ N R
H"(0,T)

Ceci prouve que la suite (th-k D‘]_k u

t ; ne IN) converge fortement vers 0 dans

n
Hp(o,T) quand n + + «.

Le Temme 2.3 est donc complétement démontré.

Lemme 2.4. Pour tout p& Z, 1l'opérateur Dt est linéaire continu et d indice de

m+p+1

q.m (0,T) sur Wm+p(0,T), d'indice 1.

HP* 1 (0,T) sur HP(0,T), d'indice 1, ot de W o

Démonstration : La premiére partie du lemme est triviale.

Soitue w2+5+1(o,T). Ona:ue Hp+1(o,T) ; donc D, ue Hp(o,T), avec :

t

[10ull b » ou C est une constante indépendante
H

< Clull oy

= p+1
(0,T) Wy (0T)
de u. m+p+1

D'aprés la remarque 2.1, on sait que ue wqm

(0,T). Par conséquent,

(voir [3]), TS Lt T H™P(0,T), avec :
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-1
19 ) < C [uf < Cuf
H™P(0,T) WP 6,1

+p+1 )
an w’;,g* (0,T)

Puisque tMue Hm+p+1(o,T), on a : Dt 1t ue Hm+p(o,T), avec :

lo, (t9" wy < C flul -
t H™P(0,T) wﬁ*ﬁ*l(o,T)
Or : Dt (M uy = -igm tqm-l u+tdm Dt u. On en déduit que " Dtu appartient
a Hm+p(o,T), avec :
19" Dyul < Clul -
t Hm+p(O,T) Wm+p+1(o,T)
q,m
On a donc montré que Dtuez N2+£(0,T), avec :
"Dtu“wm+p(0 - <C ”u“wm+p+1(0 . ol C est une constante indépendante
y q,m* "’ P
e u.

Montrons maintenant que Dt est surjectif de WE+E+I(O,T) sur w2+$(o,T).

vV =Uu.

Soit donc ue w2+3(o,T). Comme u & Hp(o,T), il existe ve Hp+1(o,T) tel que Dt

oma:tMve Hp+1(o,T).

m
v+ oZocp £am-k D$+1_k v
k=0

tqm-m-l

or : DT+1 (93 = ¢

m+l
m

v+ oIog tqm-k D
k=0

m-k

gm-m-1
t t

Cm+1 u.

Comme ue wz+$(o,T), le lemme 2.3 permet de dire que, pour k=0,...,m,
tam-k D?’k ue HP(0,T). De plus, puisque ve HP(0,T), on a gam-m-1y o HP(0,T),
(car gm-m-le IN). Donc : D','c]+1 1ty e Hp(o,T).

Et comme tT" ve Hp(o,T), on en déduit que t" ve Hm+p+l(o,T). Par conséquent :
est donc démontrée.

dans w2+$+1(o,T) est

ve wz+$+1(o,T). La surjectivité de 1'opérateur D,

Enfin, il est clair que le noyau de 1'opérateur Dt

de dimension 1.

Le Temme 2.4 est donc complétement démontré.
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Lemme 2.5. Soit p& Z et soit b(t)& C“(IR) telle que b(0) =0. Alors, pour tout

j=0,...,m-1 tel que qj € N, 1'opérateur b(t) £9J D‘,]c est un opérateur compact de

wE*Q(o T) dane HP(0,T).

Démonstration : pour p=0, le résultat est trivial.

Pour p > o, la démonstration se fait par récurrence. Supposons donc que
le lemme soit démontré pour p < o et montrons-le a 1'ordre p+l.

Soit j un entier compris 0 et m-1, tel que qj<€ IN. Pour montrer que
1'opérateur b(t) tqj D% est compact de wgt;+1(o,T) dans Hp+1(o,T) il suffit de
montrer que b(t) tqj D% est compact de wgt5+1(o,T) dans Hp(o,T) et que
Dt {b(t) tqj D{} est compact de w2t3+1(o,T) dans Hp(o,T).

Or, d'aprés le lemme 2.3, 9 D% est continu de wg+3+1(o,T) dans Hp+1(o,T).
Comme 1'injection Hp+1(o,T)c; Hp(o,T) est compacte, on en déduit que 1'opérateur

b(t) tqj D% est compact de N2+3+1(0,T) dans Hp(o,T).

T . . .
De plus : D, (b(t) t¥ Dd} = ~i[b'(t) + ] _lgﬁi{th ody + b(t) t%9 o) (0,1 .

Comme b(t) € C"(R) et que b(o) =0, on déduit que [b'(t)+qj E%)—]e C*(R) ;
par conséquent : [b'(t)-+qj Péiij{th D%.} est compact de w2+3+1(o,T) dans Hp(o,T).

¢ est continu de w2+£+l(o,T) dans w2+£(o,T) et que, par hypothése

de récurrence, b(t) th D% est compact de w p(o T) dans Hp(o T), on déduit que

Enfin, comme D

b(t) 9 DJ {D .} est compact de w2+p+1 0,T) dans Hp(o,T). Par conséquent,

D {b(t) th DJ} est compact de w2+p+1(o,T) dans Hp(o,T). On a donc montré que

b(t) £% D% est un opérateur compact de wg+p+1(

0,T) dans Hp+1(o,T). Le Temme est
donc démontré pour p > o.
Pour p < 0, on procéde encore par récurrence. Supposons que le Temme

soit démontré pour p < o et montrons-le & 1'ordre p-1.



IT - 13

Soit j un entier compris entre 0 et m-1. Comme toute partie bornée de

wm+p 1(o T est 1'image par 1'opérateur D, d'une partie bornée de NE p(o T) ,

t
il suffit de démontrer que 1'opérateur b(t) th D% {Dt.} est compact de

W2+g(o,T) dans HP"L(0,T). Or, on a :

b(t) W Dii {0 (b(t)t¥ D;Z} +i[b'(t) +qj E%l] +9d pJ

g} = 0t t
L'opérateur [b'(t) + qj PLEQJ £ D{ est continu de Wgtg(o,T) dans
Hp(o,T) ; comme 1'injection Hp(o,T) G Hp_l(o,T) est compacte, cet opérateur est
compact de wm+p (0,T) dans Hp'l(o T). De plus, par hypothése de récurrence,
b(t) th D% est un opérateur compact de wq 5(0 T) dans Hp(o T) 5 donc
Dt {b(t) th D%} est un opérateur compact de WE,;(O’T) dans Hp-l(o,T).
Par conséquent, b(t) tqj Di {Dt.} est un opérateur compact de WETE(O,T) dans
Hp'l(o,T). Ceci achéve la démonstration du lemme pour p < o.
Le Temme est donc complétement démontré.

I1.1.2. Espaces de Sobolev avec poids wg S(an) et W (Rn)

q,s

Soient q un nombre réel > 1 et s un entier > 0 tel que qgs€ N, 1 &€ Z et
I un intervalle de R. On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants :

W (R") = {ueH  S(R™) ; tB5 u e HY(R")}

g,s _
wé’s(mﬁ) = (e (R)) 5 t¥ uent(R]))
et
uE (LR D) = ekt ™S L2 R™h) 5 6% we (1L AR ),

Ce sont des espaces de Hilbert si on les munit de Ta norme du graphe.

Remarque 2.2. On a 1'injection continue suivante :

%, on 2 N, _ 0
q,S(lR )G wl,qs(!R ) = qu

(Rn) est 1'espace introduit dans [2]. De méme sur RZ. Pour les propriétés

W (R"),

)
ol qu

de ces espaces, voir [2].
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Proposition 2.2. Sotent € Z et se€ N tel que qs&€ N. Alors, pour tout entier k

tel que 0 < k < s et gke N, l'application : ub+—> tqku est linéaire et continue

[) 2 2-s+k, N L=-s+k
de wq’s(IRn) (resp. Nq,s(lRZ)) dans H (R") (resp. H (R:]_)).
Démonstration :

ler cas : #2-s>o0. Soit ue wé S(an). On a, puisque 2 et 2-s sont des entiers > o:

2-s 2 Z(Rn-l)) .

ve HS(R; LX(R™L)) et t95 ue HY(R; L

Par transformation de Fourier sur IR, on obtient, de T1a méme fagon que

pour la proposition 2.1, que tqk ueHE_S"Lk(IR; L2([Rn_1)), pour k=0,...,S tel que

qgke IN.

2

Comme 2-s+k>o0, cn a : tqk uel (an) . Pour montrer que tqku appartient

ﬁ-s+k'{tqk 2(IR") ot

u} appartient a L

i H’L'$+k(mn), i1l suffit donc de montrer que D u} appartient a L

P-s+k ,qk 2

X5

(R") .
2

que, pour i=l,...,n-1, D

Nous avons montré que 1K e H2-5+k(IR; L (Rn'l)) . Par conséquent :

Di'“k{tqku} appartient a Lz(an).

Par ailleurs, ue W S(R") et t% ue HY(R") ; donc ueLz(lR ; HQ-S(IRn-l))

2 2, mn-1

et tP uet (Rs; H'(R" ")) . Un théoréme de dérivées intermédiaires, appliqué

aprés transformation de Fourier sur R, permet d'en déduire que, pour tout entier

2

k=0,...,s tel que gke N, on a : 1K ye L (R H’L-S+k(IRn-1)) . D'ot, pour

i=1,...,n-1 : DL7S*K 1%y & LA(R").
i

La démonstration de 1a proposition 2.2 est donc achevée sur R" lorsque

2~-s > 0.

2éme cas : 2-s<o0. Soit ue wg S(IRn). On définit une distribution v sur R" par :
2=s "’

{(1+|g'|2+r u (g'st)} (x), ol . désigne la transformée de Fourier

sur R" et 9'_1 désigne 1'inverse de la transformée de Fourier sur R".
Comme u & HQ'S(IRn) et t% ue Hz(an), ona:ve L2(IRn) et

t9s veHS(IRn). Donc, v appartient & NZ S(IR"). Et, d'aprés le ler cas, pour
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k

tout entier k=0,...,s tel que gke N, on a : tqk ve H (an). On a donc, pour tout

k
g,k

pour tout j=0,...,qk, on a : k-3 | g Hk_‘](an). Par conséquent, pour tout

k=0,...,s tel que gke N, ve W (Rn) G wgk(m”) . D'aprés [2], on en déduit que,

k=0,...,s tel que gke N et tout j=o0,...,9k, on a :

. k-J 2-5
qk-J ~5= 5= il
CRENC ¥ (1fe' |2 42%) & 0P q(1+fe! P4 x?) 2y 0P e e LR .
P=o gs s,
On a : Df {(1+|g'|2-+T2) 2 } = 3 c_ 2P (1+|g'|2-+T2) 2 , ol [g] désigne

le plus petit entier positif ou nul supérieur ou égal a g .

2)k-ngL-s

Pour j =gk, la formule (%) donne : (1+|g’|2 +1 ue LZ(Rn).
Pour j =qk-1, on a :
k-(qk-1) 2-s k-qk+1+2-s 4
: 2, 22 8 (2 -1
R R E N R e I N R AL C P L W Y
k-qk+2-s
<C(e')P+h) P jlleli(RY).
k-(qk-1)+2-s
2. 2 2 -l 2, n
Donc, t(1+|g'|"+1") u appartient a L“(R") . Et, par différence,
k-(gk-1)+2-s
2, 2 2 - 2, on
la formule (%) donne que (1+|g'|“+:°) D_uel™(R).

Soit maintenant j un entier tel que 0<j <qgk-1. Supposons, par récurrence

que, pour j'=j et j'=j+l, on ait, pour tout p=o0,...,qk-j' et tout r‘=[§],...,p :

k=j'+2-s _

2 2

227 (14]e 12410 pdIP e LA(R").

Soit alors p=1,...,9k-(j-1) et soit r'=[gl +1,...,p. On a :
2 2 2—L‘)—‘—k_ j_%ﬂ_s"” k-(j-1
|<27P (et P I (-D7P |

E:ii&ji_(r_l)

< 2Pl g4y 24,2y 2 pdk-3-(P1) 4 | LB(RY)

d'aprés 1'hypothése de récurrence car p-1 est compris entre 0 et qk-j et r-1 est

compris entre [ E%l-J et p-1.

Pour r = {%J » Si p est impair, le calcul précédent est toujours valable
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car [%] -1 = [E:l] . Si p est pair, on a :

2
k-(j=1)+2-s-p
(1+]e)%+%) @ pdk-(=l)-p
k=(j+1)+2-s-(p-2)
(1+] 2" 24%) e pdk=(I*1) = (p=2) g (2R,

par hypdthése de récurrence puisque o0 <p-2 <gk-(j+1).

Et, par différeﬁce, la formule (%) montre que :

k=(j-1)+2-5 _
(+le' P4 7 pdk-(l) G e L ?(r .

On a donc montré par récurrence que, pour tout j=o,...,qk, tout

p=0,...,qk-J et tout r = [%} se-.3p 5 ON A :

k-j+2-s
T2r-p 12) 72T 2

(1+]e* |2+ p3kIP e L3R .

En particulier, pour j=o et p=0, il vient :
kts-s
2) 2

(1+[g' %+ o3 L e L5(R).

Ceci prouve que tqku appartient a Hl_s+k(mn). La proposition 2.2 est
donc montrée sur Rn, dans le 2éme cas.

Le résultat, lorsque u appartient a w (Rn

qs5 +) » découle du Temme suivant :

Lemme 2.6. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire et continu de

W (R)) dans W (R").

q.,s g,S
Démonstration :

u(x',t), si t>o0
On pose : Pu(x',t) =} r

Z a; u(x',-jt), si t<o,

j=1
r k
avec r = max (gs-%£, qs, #2-s-1+qs) et ol I o (-=3)" =1
Jj=1

pour k = min (2-9s, -9S),..., max (£-s-1,-1). On peut trouver des oy satisfaisant

ces conditions car il s'agit d'un systéme carré de Vandermonde.
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On montre, de 1a méme fagon que pour le lemme 2.1, que P est un

opérateur linéaire et continu de wé s(IRE) dans wé S(Rn).

Dans les deux lemmes suivants, m et r sont deux entiers tels que

o<r<m et qg(mr)e N.

m+p

Lemme 2.7. Soit pelN et soit ue wq,m-r

(lR_r:_) tel que, pour tout i=l,...,n-1,

on atit DX ue W[3+r?1_r(ﬂ?2) . Alors, pour tout h=0,...,m-r tel que q(m-r-h)e N
1' b1 .

et tout a = (a',an)e N" tel que |a| <m-h et an<m-h, on a :

o
0%, 0" (3™l (RY) , avec -

X
o, o, (3T Ryy) < (] "5 o, )
x' Ut HPHL RN~ m+p N o X ™R (RN ?
+ g,m-r' "+ q.m-r' "+
ou C est une constante indépendante de u.
Démonstration : D'aprés la proposition 2.2, on a ga(mr-h) e Hm+p_h(R2).

o4
ler cas : |a| <m-h. Alors, on a : Di, Dtn {tq(m'r'h)u}e;Hm+p'h_|a|(RE).

o
Comme m-h-]a|>1, on a donc : Di. Dtn {tq(m'r'h)u}erH(lR:) , avec :

o
n m-r-h N
”Dz| Dt {tq( )u}“ p+1 n < C ”U” m+p n , ol C est une
H™ " (R,)
+ g,m-r* "+

constante indépendante de u.

2eme cas : |a| = m-h. Comme o < m-h, il existe i=1,...,n-1 tel que o, > 1. Alors :

a a
a' n ,.q(m-r-h) _aB' nn .q(m-r-h)
Dx' Dt {t ut = Dx‘ Dt {t Dxiu} s
avec :
g' = (al,..., ai_q > ai-l, Gipq »eeeo an_l).
210 - 1 . _ . m+p n
Si 1'on pose 8 = (8',a ), ON & : |g| <m-h. De plus : Dxiueiwq’m_r(m+).
[ o
On applique le premier cas a DX u. Par conséquent : Di. Dtn {tq(m r h)u}eEHp+1(R2),
i
et : o
o' n ,.q(m-r-h) -
1D, D" {t u}HHp+1(Rn)§_C D, ul o g , o0 C est une
+ g,m-r‘ '+

constante indépendante de u.

Le Temme 2.7 est donc démontré.
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+p n . . _ m+p n
Lemme 2.8. Soient pe N et u€ w’" P (RY). 52 pour i=l,...,n-1, Dxiuewq’m_r([R+)
et st UE Ngﬁf:'i (R, 2(an-l)), alors UuE WZH}T}\(IR ) » avec :
l T ul e llul
Il +p+1 -n—<-C Ju n+.Z Dy, Y u 2, on-1,\ °
Wy mor (R3) Wy o (RY) Wb WML 5 L5(RY)

q,m g,m-r* +°

ou C est une constante indépendante de u.

Démonstration : On a : ue Hp+r(|R2); donc, pour 2=0,...,p+r, on a :

ve Hp+r-2(|R+ . HQ(IR”'I)) .

. . _ m+p n ) ptr, mn, .
Puisque, pour i=1,...,n-1, Dxi ue wq,m—r“R+) » ONn a : Dxiue H (R,) 5

Donc, Dx ue Hp+r-£(|R H W (R R"" 1)) pour £=0,...,p+r. Par conséquent, pour tout
i
2=04,...,p+r, on a :

+

ve pr'z(lRJr : Hz+1(mn—l)) .
Mais on a, de plus, par hypothése : uew'g*;‘_’},( +3 L (!Rn 1)) ; donc
ve le‘+p+1(lR . L2(Rn'1)) .

+
Par conséquent, pour tout 2=0,...,ptr+l, on a :

ue PR 5 HE(R™D)) L Donc, ue HPTL(RY).

Pour montrer que ue WZ'J'E:I,(!R:) » i1 reste a prouver que :
tq(m—r) ue Hm+p+1(IR2) .

Par hypothése, tq(m-r) ue Hm+p(lR2) ; donc, pour tout 2=0,...,m+p ,

on a @ :
£3(Mr) e WP (R, 5 HYR™MY)) .

De méme, £4(m-r) D, ue H"P'p(IRn , pour i=1,...,n-1. Donc, pour tout i=1,...,n-1

i +

et pour tout g=0,...,mtp, On a :

b, (t9™ "y e M (R, 5 HA(RTY)).
1

Par conséquent, pour tout 2=0,...,m+p , on a :

£3(mT) g PR 5 (M)
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m+p+1 .12, pn-1 . +9(m-r) m+p+1 .12, mpn-1
Comme ue wq’m_r(R+, L"(R” 7)), ona : t ue H (R, L°(R" 7)) .

On a donc : t3(M7) , g ymprl-t (R, s HZ(Rn_l)), pour tout 2=0,...,m+p+1.

Ceci implique que : (™) e Hm+p+1(R2).

Le Temme 2.8 est donc démontré.

II1.2. Etude d'un opérateur différentiel ordinaire.

I11.2.1. Notations et résultats.

Soit M 1'opérateur différentiel défini sur R par

m-1 . .
M(t,D,) u(t) = Dy [t u(t)} + z a;(t) D% (1t¥ u(t)y
J=0
ou
(i) q est un nombre réel > 1, m un entier > o tel que gme N ;
(11) pour j=o...m-1, a; & C*(R) et a; = 05siq; €N,
On considére 1'hypothése suivante :
(H) Pour tout te R et tout t R, on a :
m-1 - .
M (t,t) = A a.(o) o tH ¢ o,
0 s J
j=o0
Cette condition (H) est équivalente & dire que les polyndmes
m-1 .
P+(T) L a. (o) o
J=0
et
m-1 .
P (x) = (-1 ™+ 1 a.(0) (-1)¥ J
j=o 9

n'ont pas de racine réelle. On notera m, (resp. m ) le nombre de racines t de
+ -

P'(t) = o (resp. P () = o) telles que Im t > o.

Théoréme 2.1. Sous 1'hypothése (H), pour tout. pEZ et tout T >0, M(t,Dt) est un

opérateur linéaire continu et d indice de W2+3(-T,T) sur Hp(-T,T) d'indice indé-

pendant de p et égal a m-m,_ + m_ .

+
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Corollaire 2.1. Sous 1'hypothése (H), soit p€ L. 5i u appartient d w"1+ID -T,T) ¢

57T M(t,Dt) U appartient a Hp+1(-T,T), alors u appartient Q wm+nﬁ+1 -T,T) et on a :

Il + }

< C {||M(t,D,)u]
R RIC N DR AT

+p+l,
”E,m (-T,T
ol C est une constante indépendante de U.

Corollaire 2.2. Sous L'hypothése (H), si ued'(-T,T) et si M(t,D,) ue C(-T,T),

t
alors ue C (-T,T).

On retrouve ainsi un résultat qui découle du théoréme 4.2 de [5] et du
théorame 3 de [6].

Le théoréme 2.1 se déduit d'une étude sur (o,T).

Pour cela, on introduit 1'hypothése :
(H,) Pour tout te R, et tout t& R, on a :

Mo(t,'t) £ 0.

Ceci équivaut a dire que le polyndme P+(r) n‘a pas de racine réelle.

Théoréme 2.2. Sous l'hypothése (H,), pour tout pEZ et tout T >0, M(t,Dt) est un

opérateur lindaire continu et 4 indice de N2+£(0,T) sur Hp(o,T), d'indice indé-

pendant de p et égal a m-m_

Corollaire 2.3. Sous 1'hypothése (H s soit PEZ et soit UE WETE(O,T) tel que

M(t,D,) ue HP*1(0,T); ators u w'g“g*l(o T) et ona :

< CJ|IM(t,D
Mgt =M honiy Mg

ot C est une constante indépendante de u.

Corollaire 2.4. Sous 1'hypothése (H,), si ued'([o, T] et st M(t,D,) ue C”([o,T])

alors u€ C([0,T]).



IT - 21

I1.2.2. Démonstration du théoréme 2.2 pour Mo(t’Dt)‘

Proposition 2.3. Sous 1'hypothése (H+), Mo(t,Dt) est un opérateur lindaire continu

a indice de Wﬁ m(o,T) sur L2(0,T), d'indice m=-m

L -
Démonstration : Cette étude est analogue & celle faite dans [10]. On fait le chan-

i o+l %
-q+1

. q
gement de variable : y ; et, dans 1'équation : t Mo(t,Dt) u(t) = t éf(t)

q
on fait le changement de fonctions fl(y) =t Z f(t), wly) = ‘cq/Z u(t).

L'équation précédente devient :

P(y:D,) W(y) = Py(y:Dy) wly) + Py(y,D,) wly) = f;(y)

y
ol : m-1 .
m J
= T .
Po(y’Dy) Dy + 2 aJ(o) Dy
et m J -k _i-k
P(ysD)= 1 = C, pd=k |
1(y:0) Lo iy ik y ~ by
On a :

uEe w'g’m(o,T) > WE Hm(-m, y(T)) s

feLZ(o,T) «— f e L2(-°°, y(T)).

L'hypothése (H+) implique que Po(y,Dy) est linéaire continu et & indice

de Hm(-w, y(T)) sur L2(-m, y(T)), d'indice m-m_ .

Les coefficients de Pl(y,Dy) tendent vers 0 quand y tend vers -« , et
1'ordre de Pl(y,Dy) est inférieur ou égal a m-1 ; on en déduit que Pl(y’Dy) est

2

compact de Hm(—w, y(T)) dans L™ (-«, y(t)) ; par conséquent, P(y,Dy) est a& indice,

dindice m-m, , de H"(-=, y(t)) dans L2 (-, y(T)).

Par un argument de perturbation, on obtient facilement la surjectivite
de P(y,Dy) de Hm(-w, y(S)) sur L2(-w, y(S)), pour S assez petit tel que 0<S«<T,
car la norme de Pl(y,py) dans éf(rWR—w, y(S)) ; L2(-w, y(S))) tend vers O quand

S tend vers 0.
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En revenant & la variable t, on a donc démontré que Mo(t,D est a

t)
de wg m(o,T) dans L2(o,T) et qu'il existe S, avec 0 <S <T,
2

indice, d'indice m-m_ ,

tel que Mo(t,Dt) soit surjectif de wg m(o,S) sur L(0,9S).

Démontrons maintenant la surjectivité de Mo(t’Dt) sur (o0,T) :

Soit f€ L%(0,T) 5 i1 existe u€ W (0,5) tel que M _(t,0,) u = f

q,m t)

sur (0,S). S
Soitcf une fonction de.@(F_l_), égale a 1 sur (O, /2) et 3 0 sur (S,T),

avec O_gtfil. On a :

£ sur (0, Y2)

Mo(t:Dy) ()

ot M (t.0,) (¢ u) 2

g sur (Sé,T) avec g€ L

I

(0,T).

Soit v € Hm(sé,T) tel que :
Mo(t,Dt) v = f-g

et D% v (%Q) =0 pour j=o0...ml,

Y]
Si v désigne le prolongement par 0 de v sur (0,32), on a :

‘\;em
v wq,m(o,T)

v
Mo(t,Dt) v

f-g sur (§?,T)

" S/
et Mo(t’Dt) v=0 sur (0,72).

v
Posons : % = l{u+v;ona:

m
% e (o)
et Mo(t,Dt)ﬂ = f sur (0,T).

Ceci démontre 1a surjectivité de Mo(t,Dt) sur (0,T). La proposition
2.3 est donc démontrée.

Pour démontrer le théoréme 2.2 pour p #0, on utilise la méthode de [3].

On écrit :

C M (sD,) = M(t,D,) + My(t,D,),
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m-1 ..
- +4m nm q) nd
M1 (t,Dt) =t Dt + ‘g aj(o) t Dt
j=o
m J . -
et My (t.0) = 1 1 a,  t¥Kplk
j=1 k=1 J°
avec a\].’k =0 si qj &N.

Le Temme 2.3 nous dit que M2(t,Dt) est un opérateur compact de w2+$(o,T)

dans Hp(o,T), pour tout p dans Z.

Démontrons que Ml(t,Dt) est un opérateur 3@ indice, d'indice m-m_ , de

w2+£(o,T) dans Hp(o,T), pour tout p dans Z.

Pour p=o0, ceci découle de la proposition 2.3 et du fait que Mz(t,D
2

t)

est un opérateur compact de wQ m(o,T) dans L"(0,T).

Supposons le résultat démontré pour p > o et montrons-le & 1'ordre p+l.

m+p+1(

Pour tout u € wq’m 0,T), on a :

D, {Mj(t,D)u} = {M)(t,D,) + M'(t,D,)} (Dyu)

ol m-2

. . m-1 m-1 . j+1)-1 J
M'(t,D,) = i fqm 91 DI 4 =z a(i+1) a5,,(0) -1 pd
Le diagramme :

M, + M
wgtr?](o,T) L > HP(0,T)
‘ Dy Dy
mp+1 M 41
ARICR) > K (0,T)

est donc commutatif.

Par hypothése de récurrence, Ml(t,Dt) est un opérateur a indice,

d'indice m-m_, de wg+5(o,T) dans Hp(o,T). D'aprés le lemme 2.3, M'(t,Dt) est
m+p(

p
q.m 0,T) dans H"(0,T).

un opérateur compact de W
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Le lemme 2.4 et le fait que le diagramme soit commutatif permettent

de wm+p+1

de conclure que Ml(t,Dt) est a indice, d'indice m-m_ , q.m

(0,T) dans
W lo,T).
Pour p < o, on utilise 1a méme méthode : on suppose que le résultat

est vrai pour p+l ; et, comme ci-dessus, on le montre pour p.

m+p(
q,m

est & indice, d'indice m-m, , de wQ*E(o,T) dans HP(0,T),

La compacité de M2 (t,Dt) de W 0,T) dans LZ(O,T) nous permet de

conclure que Mo(t,Dt)
pour tout p dans Z.
Puisque 1'indice est constant, la codimension de Mo(t’Dt) (w2+;(o,T))

dans Hp(o,T) est constante. La surjectivité de Mo(t,Dt) de wg m(o,T) sur L2(o,T)

entraine la surjectivité de Mo(t’Dt) de w2+£(o,T) sur Hp(o,T) pour tout p dans Z.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.2 pour Mo(t,Dt).

I1.2.3. Démonstration du théoréme 2.2 pour M(t,Dt).

On a : M(t,D,) = M _(t,0,) + [M(t,D,) - M (t,D,)]

N m-1 . s
ot : - - qJ pJ
M(£Dy) - Mo(tDy) = 3 by(t) tH ]
j=o
avec bs(t) € C7(R) et b;(0) = o.

Le lemme 2.5 montre que M(t,Dt) -Mo(t,D est un opérateur compact de

t)

w2+$(o,T) dans HP(o0,T).

) est & indice, d'indice m-m, , de wm+p(o,T)

D'aprés II.2.2, M (t,D + q,m

t

sur Hp(o,T). Ceci entraine que M(t,Dt) est @ indice, d'indice m-m_ , de w2+3(o,T)

dans HP(0,T).
Pour montrer la surjectivité de M(t,Dt), on procéde comme suit :

Mo(t’Dt) admet un inverse a droite R de Lz(o,T) dans NE m(o,T) ; 1'application
N o ?
> R f (ou f est le prolongement par 0 de f sur (S,T)) est un inverse a droite

pour Mo(t,Dt), de L2(o,S) dans wg m(o,S) pour tout S GI]o,T], de plus, sa norme

f

est indépendante de S.
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Par un argument de perturbation, on en déduit facilement qu'il existe

S assez petit tel que M(t,D, ) soit surjectif de wg m(o,S) sur L2(o,S), car la

t)
norme de [M(t,Dt) - Mo(t’Dt)] tend vers 0 lorsque S tend vers 0.

La méthode utilisée pour Mo(t,Dt) permet d'obtenir la surjectivité de

2
M(t,D,) de wg’m(o,T) sur L%(0,T).

Puisque M(t,Dt) est & indice, d'indice indépendant de p, 1a codimension

de M(t,D (wm+p(o,T)) dans Hp(o,T) est constante. Comme M (t,Dt) est surjectif

t) g,m

de wz m(o,T) sur Lz(o,T), on obtient que M(t,D

Hp(o,T), pour tout p€ Z.

s mp
t) est surjectif de wq,m(o,T) sur

1I.2.4. Démonstration du théoréme 2.1.

Proposition 2.4. Sous 1'hypothése (H), M(t,Dt) est un opérateur linéaire continu

et d indice, -d'indice m_ , de Wm+p(-T,O) sur Hp(-T,o), pour tout p€ 1.

g,m
Démonstration : On fait le changement de variable y = -t. L'opérateur M(t,Dt)
devient : ' m-1 C . .
N(ysD) = = ay(y) (-1)W™ o) (y¥oy + (1) ol (v,
y j=0 J y , y

Puisque M(t,Dt) vérifie 1'hypothése (H), on a :
Pour tout ye R et tout te R , No(y,r) # o et 1e nombre de racines t de No(l,r) =0

telles que Im t > o est égal a m - m_ .

Le théoréme 2.2 nous dit que N(y,Dy) est a indice, d'indice m-(m-m_) =m_,

de WZH'E(O,T) sur Hp(o,T), pour tout p € Z.

En revenant & la variable t, on obtient que M(t,Dt) est linéaire continu

3 indice, d'indice m_ , de wgfg(-T,o) sur HP(-T,0).

Pour démontrer le théoréme 2.1, on utilise le diagramme commutatif

suivant :
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MxM

> HP(-T,0) x HP(0,T)

r f

WP
WP (-1 )

mp m+p
Nq m( -T, o)qu (0,T)

> HP (-T, T)

ou Y(U) = (u|<-T,O) » uI(O,T) ).

Le théoréme 2.1 découle du lemme sujvant :

Lemme 2.9. Soit p€Z ; l'opérateur r est lindaire continu et d indice, d'indice

-p, de HP(-T,T) dans HP(-T,0) x HP(0,T) et de wﬁ*ﬁ( -T.T) dans W' 5( -T, o)>(wq CAE

Démonstration : La premiére partie est triviale.

Pour démontrer la seconde partie, on utilise le diagramme suivant :

m r +
W P(-1.1) > wgfg(-T,o) X w2’3(o,T)
XDt Dt X Dt
+p+1 +p+1
wm+p+1(—T,T) r R wg’g (-T,0) x wg’g (0,T)
q,m
L'opérateur Dt étant a indice, d'indice 1, de w2+$+1(-T T) dans

g,m q,m
le lemme 2.9 sera démontré si 1'on montre que r est & indice, d' 1nd1ce 0, de

WIP(-T,T), de w"‘*‘”1 -T,0) dans W™P(-T,0) et de w2+p+1(o T) dans Wo'P(0,T)

m m
wq m( -T,T) dans wq,m(—T,o) X wq,m(o,T).

Soit (uy »u,) € wg’m(-T,o) X wg,m(o,T). On note u la distribution

définie par ul(-T 0) u; et ul(o 1) * U Ona: ue LZ(—T,T).
Pour montrer que t9" e Hm(-T,T), il suffit de démontrer que :

o7 (™ uye L% (-1,7).
m . .
On a : 'DQ (t9u) =z ., tI"I ™I y et
j=o ¢
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mj s Ty ™
-J _ - _ - -
t u Dt Uq Dt u, izl

-1

a. 6(1), pour j=o ... m,

D i

car c'est une distribution & support réduit & {o}, qui appartient a HJ_m(—T,T).

On a donc, pour j=0,...,m :

gm-j m-j = _ .qm-j m-j qm-j m-j
t Dt u=-=t Dt u1 + t Dt u2

0 (1) € L5(-T,T), soit t™" u€ H'(-T,T).

m

Ainsi, la surjectivité de r, de wq mn

(-T,T) sur Wo 1 (-T,0) x Wy (0,T)

est démontrée. L'injectivité de r est évidente ; Te lemme 2.9 est donc démontré.

ITT. THEOREME D'INDICE DANS Q.

III.1. Estimations a priori dans Rz .

(ii1)

m-h de P

m-h

On considére 1'opérateur L = L(x,t ;DX) défini sur R" par :

Lu(x) = L(xt3D,) u(x) = "pmh ;0 (t3™T) yy
h=0

q est un réel > 1, m et r sont deux entiers tels que o<r<m et g(m-r)elN;

m-h

pour tout h=0,...,m-r, P° " (x ;DX) est un opérateur aux dérivées par-

-~

tielles 3 coefficients indéfiniment différentiables et & dérivées
bornées dans R", d'ordre m-h au plus :
m-h m-h a
PP (x3D)) = = p "(x) D, ;
" lalzm-h X
Si g(m-r-h) &N, Pm'h(x ;Dx) est, par définition, 1'opérateur nul.

Pm(x ;DX) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans RQ » c'est-a-dire

que pour tout x € IRE et pour tout ¢ eR"\ {0}, on a :
PR(x58) = 2 pl(x) £ £ 0.
la]=m ¢

Pour tout h=o0,...,m-r, on note Pm:n(x ;DX) la partie principale d'ordre

(x ;DX).
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On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(€y) Pour tout x'€ R" L, pour tout t€ R_ et tout £€R"\ {0}, on a :
m-r
LO(X',O st ) = hz P$:n (x',0:£) tQ(m-Y‘-h) # 0.
=0

-

Cette condition implique en particulier que 1'opérateur a coefficients
constants Pr(o H Dx) est elliptique, c'est-a-dire que, pour tout ¢ € RrR" \ {0} >

on a :

r .
Pr (o;£) # o.

Pour tout ¢'e an'l \ {0}, soit u le nombre de racines t de 1'équation :
L -
Pr(o 3E',T) =0
telles que Im v > 0. Si n=2, on supposera que u ne dépend pas de ¢'.

-

On définit alors u opérateurs frontiére, a coefficients Cw(RE) :

B.(x,0,) = I b,
R CTF PR

J
ot, pour j=1,...,u, mj est un entier inférieur ou égal a r-1.

o .
(X) DX s J'ls---3U s

o}

On note YB = (YBj ; J=1,...,u), ol Y désigne la restriction a Rn_l.

On suppose que le probléme (Pr, YB) vérifie la condition de Sapiro-Lopatinskii :

(C{) Pour tout £'€ R"" 1\ {0}, le probleme aux Tlimites :

o

P£ (o, &', Dt) v(t)

0, ..+ n.
Bj(o 3 E', Dt)

V|t=0 0

n'admet que la solution v=0 dans 5’(?: ), ol Bg(x ;DX) désigne la partie prin-
cipale d'ordre mj de Bj(x ;DX).
Pour tout p€ N, (L,YB) induit un opérateur Tinéaire continu de

U N
WP (R]) dans HP(R]) x i3 HHPM5 5 (gL
J:

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le résultat suivant :
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Théoréme 3.1. On suppose que les conditions (CZ) et (6‘1’) sont vérifides. Soit

PEN. Alors, 7l existe deux constantes €p>0 et Cp >0 telles que : si UE Wz] m_r(Rz),
b

avec support de U contenu dans la boule de centre 0 de rayon ep et st

m L
W TP -1

(L,YB) u éHp(IR:]_) x I H (R %), alors :
J=1
. . v P n .
(<) U appartient d wq,m-r(R+) 3
u

(i) | < C_ {|Lu| + 1 | YB.u 1 + |l } .
m+p nN— p P, N .- Jor+p-m.- n-1 m+p-1, on
wq,m_r R, H(R,) J=1 H J2Z(R ) wq,m_r(m+)

Démonstration : Pour tout ¢ > 0, on note B(o,¢) 1a boule de centre 0 et de rayon e.

On démontre d'abord 1'estimation a priori (ii) dans le cas ol p=o. Avec

les hypothéses (C;) et (C;), on déduit du théoréme 2.6 de [9] (voir aussi [10])

qu'il existe §>0 et C > o telles que, si U€E wg,m_r(lRZ) et si
supp u C R"1 [0,6[, on ait :
Il n gy sCfILT 000 5 +j‘§luvaj<o,o>uu bty Pl o
q,m-r* "+ + g,m-r* "+
Les hypothéses faites sur les coefficients de L et des Bj impliquent
que, pour tout n > o, il existe Cn >0 et p > o telles que, si ue wg,m_r(RS) et

si supp uC B(0,p), on ait :

”L(o’t ;Dx) U'L(X,t ;Dx)u”Lz( n in"u” m n
et : + g,m-r* '+
J q,m"Y' + q,m-r +

Par conséquent, en choisissant n de facon que (u+l)C.n = %—, on montre

qu'il existe €o = min (8,p) et Co > 0 telles que, si ue wz,m_r(RE) et si
suplec:B(o,eO), on ait :
Iy I Lyl : [l vBul] [ ull
u < C Lu + I | yB.,u 1 + [fu
m n,— 0 2,mN . r-m.-=, on-1 m-1 n
Wy mor (R LY(RY) =1 3 HTTZ(R™TY) W

q,m-r +
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Pour montrer le théoréme 3.1 pour p > 1, on procéde par récurrence sur p.

Soit tout d'abord u appartenant a wg m_r(R:) tel que son support soit

contenu dans B(o,e) avec o<e<e. et tel que

1

G 1
(L,vB) u e KRN x 1 MRy

1

9T o

J

On utilise l1a méthode des quotients differentiels. Pour h appartenant
a RN{o} et pour tout i=1,...,n-1, on pose :
1
pip U(X) = E—[u(xl,...,xi_1 s Xsth 5 Xy 450005t) - u(x)].

Si h est assez petit, on a : supp pih'LJCZ B(o,e De plus, Pip Y

o)'

appartient a " (IRE). D'aprés le résultat pour p=0, on a donc :

q,m-r

u
o5y ul <Cq J IL(ospwl + T |¥Bi(ps u)l 1 Hospul
ih™i m N—"0 ih 2, Ny 1 J¥ih r-m.-%, pn-1 ih™ !t m-1 n
wq’m_r(ﬁg) L (R+) Jj=1 H "J 2(R ) wq,m_r +
On écrit :

L(pihu) = Pip Lu + [L’pih] u
et : YB.(p. u) = psp YBou+ [YB , 0] U
j‘Pin ih "°j i Pind ¥
Les hypothéses faites sur les coefficients de L et des Bj » et le fait
que supp u C B(o,e) impliquent qu'il existe une constante C >0, indépendante de

u et dé h, telle que :

I [L’p"h]u”Lz(lR") < Clul n
bRl gq,m-r +)
et :
LT L S L
J g,m-r' 4+

D'autre part, il existe une constante 8 > 0, indépendante de u et de h

(pourvu que h reste dans un borné fixe, par exemple o< |h| <1) telle que :

llosy Lul < 8 ||Lul
ih LZ(RE) HI(RE)
et :

lospvBsul ool oy <Bfl¥yBuf o1 .
ih ' 7j n mj'?(Rn 1) J Hr+1 mj 2“Rn 1)
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En regroupant tous les résultats précédents, on déduit-qu'il existe

une constante Cé > 0 , indépendante de u et de h assez petit, telle que :

u
o ul < C' Jjtul + & |vB.ul 1 + |l u] .
ih ™. m n— 0 1,0 . g h,r+l-m.-%, ,n-1 m n
wq,m-r + HH(R,) 3=l H J2(R°7) g,m-r* "+
‘ - . _ m n )
I1 en résulte que, pour i=l,...,n-1, Dxi ue wq,m_r(m+), avec :
u
o, ul < C {IILUI + 2 |[vB.ul 1 + [ull }
Xs Vom nN— o0 1,0 L J r+l-m.- n-1 m n
i wq,m-r R, HE(R,) =1 H J2(RT ) wq,m—r +
D'aprés le lemme 2.8, pour montrer que ué& w2+%_r(R2), il reste a
montrer que u € Wt ((0s¢) 3 L2(IRn-1)) .
q,m-r
On pose : m-r
) - m-h m-r-h .. q(m-r-h)
M(x 3D¢) = hio p(o,m-h)(x) Dy {t .1

D'aprés 1'hypothése (C;), pour tout x'er" L, M(x',t ;D) vérifie la
conditions (H ) énoncée dans II.2.
De plus, on écrit :
r
Lu = Dy Mu + R (x,t ;Dx)u,
ol R(x,t ;DX) est combinaison linéaire de termes de la forme :

a' *n .q(m-r-h)
a (x) 0% D" (t 3o,

avec o = (a',a ) tel que : |a| <m-h et a < m-h.

) u eHl(IRD , avec :
1

D'aprés le lemme 2.7, on sait que R(x,t 3Dy
n—
IR(xt 5 D,0ul 4 <c{||un 5 1ol
n, — m n - X. hom n
H(R, wq,m-r( A q,m-r(m+)
Par conséquent, DE Mu appartient a Hl(RZ) , avec la majoration :
u
17 M <c{ntun N LT N R T
t 1,00, — 1,.n . J W or+l-m - n-1 m n
H (m+) H (R+) j=1 H J2Z(R ) wq,m-r +

On a, maintenant, pour presque tout x'& IRn_1 :

et D" Mu€ H(R.). Donc Mue HL(R
+

r
Mu€H (R,) t

4 et
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M < C(x' Dl M o+ M
I uHHr+1(R+) < C(x') { Dy u”Hl(R+) + u"Hr(R+)}

n-1

Comme, pour tout x'€ R" °, M vérifie la condition (H ), on déduit du

m+1

corollaire 2.3, que u appartient a wq,m-r

(0,e), avec :

ful < C(x") J Myl + [l
w';‘*,}” ) H™*(0,e) W (o,e)}

,m-r
C(x') dépend continiment de x'. Comme supp uc B(o,e) dans R", on peut donc

majorer C(x') par une constante C.

On intégre alors par rapport a x'e& Rn_l

ue N'c':%‘_r ((0se) 3 Lz(an-l))

; 11 vient :

AR c {uo‘”mu + ol }
ul 1 2 n-1.. % £ "l g u :
Maom-r((05€) s LE(R™)) TR Mg ()

Et le lemme 2.8 permet de conclure que les propriétés (i) et (ii) du
théoréme 3.1 sont vraies pour p=1.

Pour p > 1, on raisonne par récurrence par une méthode analogue.

ITI.2. Démonstration du théoréme d'indice (théoréme 1.1).

On reprend les notations du paragraphe I.
Pour p=o, le théoréme d'indice est demontre dans [10] . Pour p > 1, il

résulte du résultat de régularité suivant :

Théoréme 3.2. On suppose que les conditions (C) et (C') sont satisfaites. Soit

peN. Alors, il existe une constante C_>0 telle que : si U appartient 4 Wq m-r (Q)
1
u I
et st (L,YB)u appartient q Hp(Q) x T HTPM 2(r) , alors :
Jj=1
(71) u appartient a wE*p (2) s

(i<) |ul <cfiwl 4o 1vBsul pypom -1+ [l
Wy e (2) { () =1 Pz e ) |
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Démonstration : Pour p=0, la propriété découle du théoréme d'indice. Pour p > 1,

on raisonne par récurrence.
Par "cartes locales" et "partition de 1'unité", on se raméne au
théoréme 3.1 et aux estimations a priori pour les opérateurs elliptiques.

En effet, soit (01.)1 <i <N un recouvrement fini ouvert de Q et soit

=

{61.}1 <i<p une partition de 1'unité C*, subordonnée & ce recouvrement.

. u 1
Soit ue Wy | (a) tel que (L,7B) ue Hl(a) x 1 HPHLM 7 (ry.
s j=

Pour étudier 05U, i=1l,...,N, nous distinguons deux cas :

ler cas : i est tel que Oin Q= Oi » c'est-a-dire Oic:Q .

2 m-r(Q) et L(eiu)'é'Hl(Q). La régularité a 1'intérieur

m+1 (
q,m-r

On a : Oi uewWw

pour les opérateurs elliptiques donne que 0; UE W Q) et que 1'on a :

1o ul < Cylt(e,u) + |lo;ul :
i wgt;_r Q TV e

u
llo;ul < Cltul LR (R TR R [T
i wm+1 a HI(Q) . j Hr+1 mj 2 (r m (2)

q,m-r J=1 q,m-r
2éme cas : i est tel que Oin Q ggoi .

Soit b oun difféomorphisme de Oi sur B(o,el), £ étant la constante

(2), 05 u oyl (R

. . A . m
introduite au théoréme 3.1. On a, puisque u&E W q,m-r' T+

q,m-r
et supp (eiu o w}l) c B(o,el).
L'opérateur L se transforme en un opérateuréfi et Tes Bj se transforment

en des opérateurs .ﬁaj i

Puisque ¥ est un difféomorphisme, le probléme ( ﬁfi s yﬁajﬂ) satisfait

aux conditions (Cl) et (Ci).

Nous savons que Lu e Hl(Q) et que 1'on a :

[Logu] o wi! = &4 (05 uo v

1

)

onp;
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et L(o,u) = 0, Lu + [L’Oi] u

m

q m-r(Q) ; ceci montre que

[L,o.Ju€H(2) car u €M

-1 1,0 ' s s -1 1,0
[L(eiu)] oY € H'(R,) , c'est-a-dire que gi(ei oy, ) €R(R,) .

Par un raisonnement du méme type, on obtient que ;

Lo
Jsl 1 1

(Rn), son support est contenu

La fonction 0; u o wgl appartient a W" N

q,m-r

1
dans : -1 1, o0 b rleme 7 neg
ans B(o,eq) et (&, Yﬁjﬂ.) (05 uo ¥Z') H(R]) x jE1 W9 SR™Yy .
I1 résulte alors du théoréme 3.1 que 05 U o wgl appartient a wgt;_r(RZ)

et que :

-1 -1 s -1
losu o w3l < Cs(0:u o vio) L £ ARGy IO U

g,m-r' "+ + J
-1
+ [losuo il
j i n
w29m'r(m+) ’
Cos m+1 .
d'ol : eiues wq,m_r(g) , avec :
Jo.ul ¢{IL(o,ul z v, (o.u)l 1l
lesull iy < osu)| 4 + |y j eiu palem -k + ol .
wq,m_r Q H () Jj=1 H J 2(r) wq,m-r(Q)

Cette étude de O;u par i=1l,..,,N montre que :

(i) u appartient a wgt;_r(n) H
H
(1) Tul o4 :C{IILUIll R LT I S [ }
wq’m_r Q H () Jj=1 H J2(r) wq,m_r(n

Pour p > 1, on raisonne par récurrence sur p et on utilise 1a méme
méthode que ci-dessus. Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.2.

Pour finir la démonstration du théoréme 1.1, notons J¢; 1'opérateur
(L,YB) considéré comme opérateur de wﬂfg_r(n) dans Hp(Q) X jﬁl Hr+p-mj—%'(r).

IT résulte du théoréme 3.2 que le noyau de Jﬁ; coincide avec 1'espace

{u ew'g m-rm) 3 (L,YB)u = 0} et que 1'image de fp » notée Im fp est égale a

M 1
n £ N () x 3 P57 2(r)3.
J:
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m-+p

m+p-1
q,m-r (

L'injection de W qum-r

() dans W Q) étant compactey on déduit des

estimations a priori du théoréme 3.2 (voir lemme 5.1, chap. II [8]) que le noyau

de 5ﬁp est de dimension finie et que Im ﬁpp est fermée.

Donc, la codimension de Im $¢L est égale a la codimension de Im 5zg .

Comme cﬁz est un opérateur a indice, on en déduit qué Jfl est aussi un opérateur

-

a indice et que son indice est égal a celui de Jﬁg .

Le théoréme 1.1 est donc complétement démontré.

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses (C) et (C'), pour tout p&e N, le noyau de

m+p
q,m-r

1 'opérateur ﬂp dans W () est égal a l'espace N = {u éﬂ(ﬁ) 5 /)p u=o0}.

Démonstration : Ceci résulte du théoréme 1.1 et du fait que.éa(ﬁ) = r)HS(Q).
s

Remarque : La méthode utilisée dans cet article est encore valable pour une
classe plus générale d'opérateurs elliptiques dégénérés ; ceci sera détaillé

dans un article ultérieur.
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