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CRITERE D'IRREDUCTIBILITE D'UN POLYNOME

SUR UN ANNEAU DE VALUATION HENSELIEN

par

Frangois BERRONDO

Notations

Soient K un corps, v une valuation hensélienne de K, A 1'anneou
Fa)
de v et G son groupede valeurs. Soit K le complété de K pour v.

Pour tout h de G, soit Ih 1'idéal de A défini par

I = {xeA :vix) >n}
Pour tout polynéme f de A [i] on note f‘h) la classe de *
A
dans T; X].

On veut ramener la recherche de l'irréductibilité d'un polyndme f

. i1 A {h) b
unitaire de A Dd ad celle de 1'irréductibilité de f pour un h convenabils

Ceci est possible pour tout polyndme si K est de caractéristique 0 ousi A
est un anneau de valuation -discréte complet (théoréme 3). Ceci est possible ége-

lement lorsque f est séparable (théoréme 2).

Théoréme 2

Soit f un polynéme de A [X] , unitaire, irréductible et sdépa-

rable, de degré n, et soit A son discriminant. Pour tout h appartenant

3 G tel que 2h > n v(a) f(h) n'est pas produit de deux polyndmes unitair: -

de degré non nul.

Démonstration
Soient Zl' cee 2y les racines de f dans une extension de K.
2
Ona A= _1 (zr - 2.) donc v(A) > 2 s .-z, )
17 i j > igg v(z1 zJ] car les z; sont

entiers sur A,
Soit g wunitaire de degré n tel que F - geIh A [X] , et soient

yl..... yn ses racines.

glz) = iﬂl (z - yi) et voglz) =vo (f -g (2) > h.

Par suite, il existe y, telgue nv (z - vl 2 h.
Si 2h>nv(d),ona 2v (z - yl) > v {4) donc

viz - y,) >sup v (z, - z.).
L A i J
i#3



Un conclut par (2, % 8, ex. 12,b) que K [Zk] = K [yl] - Y, ot

dunc de degré n sur K et g est irréductible.

S'il existait deux polyn8mes unitaires de degré non nul, Ma, ?7

tels gque F(h)'s‘?l .Lﬁ, . Soient g1 et g2 des polyndmes unitaires e A [XW

o “oh) [t} fh
Lo b que Qj,vlll = \el P M : "?Z et posons g = g'l . gz L £ = 3 '
done ¥ - g IhA IXI vt g est réductible, d'ol la contradiction.

lLorsque la valuation v est discréte, nous donnerons une meilleure

détermination de 1'élément h gqui est alors un nombre entier.

Théoreme 3

Soit A un anneau de valuation discréte hensélien et ¥ un polyndme unitaire

iretductible de A[X] tel que 1o cldture intégrale dnl%%él soit un A-module

Ju type fini. Il existe un entier h tel que les propridtés égquivalantiss

a) et b) soient vérifiées
.ajl f(h] est irréductible.
b) f(n] n'est pas produit de polynfSmes unitaires de degré non nul.

Montrons que, V h, a) et b} sont C¢guivalentes.
b) implique al) car un polyndme unitaire de degré non nul n'est pas inversiolo.

a) implique b) car, —Aﬁ eétant local et complet, tout polynéme n'appartunant
u
pas & u A[X] est associé & un polyndme unitaire (10, th. 3, 8].

(1)

A étant henseélien, f est une puissance d'un polynéme irréductible ;

posans f(1) = Efr, et solt ¢ € A[X]. un polyndéme tel que ‘f(1) = Z?.
A
L'anneau C =-—i§1— est local d'idéal maximal. M = o C + Q(alC,

(£}

w désignant une uniformisante de A et o la classe de X (théoréme de Kummer [7:
vol. 1, § 13). Soit w la fonction d’ordre M -adique de C.

Etablissons 1le

LEMME 1 :

Il existe un entier T tel que ¥ z, z' € C - {0}, w(z z') - w(z) - w(z') ¢ T.
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Soit B la cléture intégrale de C. B est un A-module de type fini et donc
un anneau de Dedekind. Comme A est hensélien, B est local ([3], ch. I,

§ 1, Prop. 5) c'est donc un anneau de valuation discréte. Soit v la

valuation de B et P son idéal maximal. Remarguons que si C est intégralement

clos, w se confond avec v et nous avons T = 0. Si non, comme B est un

C-module de type fini, le théoreme d'Artin-Rees établit l'existence d'un

entier g tel gque, \kn. qnq+n sNc c:Tﬂn+1. Nous poserons M B = Pz.

Considérons deux éléments z et z' de C - {0} et posons w(z) = a, w(z')
z ¢ nLa+1 donc z € Tna+q B = Pl(a*ql ; viz) € Lla + g) - 1 et de méme
viz') ¢ 2{a' + a) - 1. Par suite v(z 2') ¢ 2(a + a' + 2 g} - 2.

C Pz(a+a'+2q) -

d'ol le lemme en choisissant T = 2 q - 1.

m a*a’*2q B. Ce qui prouve que w(z 2') g a+ a' +

LEMME 2

Soient P et Q deux polyndmes de A[X], unitaires de degré non nul, tels que

£ P(1] 0(1]. Alors w[P(a)] + w[Q(a)] < r.

Posans PL1) = (?)rl et gV - §"2 avec ry + ry = r.

(1)

siPlal e’ = w, N’ Pew %+ et ¢ (31 s

soit ;_’le € (c_{?]t + (q )¥ d'ou 1a relation ry » inf(r, t). Mais r} < r, donc

ry » t, ce qui prouve que w[P[a]] § r1. De méme w[Q(a]] & ra, donc
wlP(a)] + w[Q(a)] s r.

Démontrons maintenant le théoreme 1 en montrant que l'on peut

choisir h = r + T + 1.
(r+7+1) (r+T+1)

Si f était réductible, nous aurions f = P* Q* ol P* et Q™
sont des polyndmes unitaires de degré non nul. Désignons par P et Q des
polynBmes unitaires de A[X] tels que P(r+T*1) = P* et O(r+T+1] = Q" .

(r+T+1) | o(reT+1) (1) p01) ()

La relation f entraine que f Q et, par le

lemme 2, nous aurions w[P(a]] + w[Q(a)] < r. Par le lemme 1,

wlPla) « Qfa)] ¢ w[P(a)) + w[Ba)] + Ts r + T. Mais f - P Qe GO A[X]

T
donc Pla) Qla) e wr+T+1 Cem *T+1. d'ol le contradiction.

f(r*T+1) est irréductible.

(1)

q



Bonnons des conditions sur A et f qui entrainent que la

A . .
clfture intégrale de 0 soit un A-module de type fini. Cette hypothéce

f)
est reéalisée,

1) si ¥ est separable [[21, ch. V, § 1, n® 6 Cor. 2, prop. 18)

donc en particulier si A est de caractéristique O.

2°) Si A est complet, ou plus généralement, si l'extensian K : K est

séparable, K désignant le corps des fractions de A et K son complété.

3°) Si A est entier sur un anneau géométrigue ayant méme corps des

fractions que A.

-

Démonstration lorsgque K : K est séparable :

Soit v' la valuation de B, L son corps des fractions st L le complété
de L.

Comme K est séparable sur K, K @ L =L ([2], ch. VI, § 8, n® 2, Cor. 2).

Soit n le degré de f et a la classe de X dans C. 1, , ... an-1 est une

base de L sur K et donc aussi de RGE L =L sur R.

Comme K est complet, l'isomorphisme entre (K]n et L défini par

4 n-1

(xo. X1s sae, X —F Xt aXxp*t ... ta X est un homéomorphisme

n-1) n-1
topologique (Bourbaki E.V.T. Ch. I, § 1, th. 2) et sa restriction a K"
établit un homéomorphisme entre K" et L puisque K" est sous-espace topo-

logique de (k)" et L de L.

A" est voisinage de O dans K™ donc g[AnJ = C contient un voisinage de O
dans Lv" Tk :v'(z) 2k ==> ze¢eC, Bc:-1EC qui est un A-module de type

. s . W
fini, donc B aussi.

Démonstration lorsque A est entier sur un anneau géométrique E ayant K

pour corps des fractions.




Montrons que dans ce cas, B est cncore un C-module de type fini.
E est le localisé par un idéal premier d'une algebre affine sur un corps kK

([11]. appendice 1, page 102).

Posons £- 1\—1 k[x‘ s e )\] , S étant le complémentaire de cet ldéol
premicr dang k[xl, PN xp].
C = ?g? = Ala] est entier sur 57 k[x1, ooes Xg s a] = Efa]

Le corps des fractions de E est K donc celui de E[a] est L, corps des

fractions de C. B est donc la cldture intégrale de E[a].

Lo cléture intégrale k[xj, ..., x o] de k[xy, +evnr x_o o] est oun
K[xl, cees X a]-module de type fini ([11], appendice 1, page 102,

lemme 1).

1

Or, B=5S K[x) e X a] est un E[a] -module de type fini, et &

fortiori, un C-module de type fini.

Montrons sur un contre-exemple qu'il existe un anneau de
valuation discrete hensélien A et un polyndme unitaire irréductible

fe A[X] tel que ¢ n, £ soit reductible.

O'aprés ([2], ch. V, § 1, Ex. 20), posons K = Fp(XD, cees X
(p nombre premier) et L = K((ZJ)), B =K EZ]] est un anneau de valuation

discrete complet.

Scit E le sous-corps de L engendré par LP, (Xn)n e N et Z.
E est différent de L, en effet dans les éléments de E, presque tous les
Xn ne figurent que par leur puissance p-ieme et par suite la série

c =1 Xn Zn, par exemple, n'appartient pas a E.

Posons A = BN E, c'est un anneau de valuation discréte, montrons

qu'il est hensélien.



I1 suffit pour cela que tout polyndme de A[X] £=x% . a3 XS_1 +

+ a X + ag ol v(asJ >0 et v[a5 = 0 ait une racine a

s-1 -1]

dans A telle que v(a) > O ([11], Lemme, page 84).

Or B étant complet, f a une racine a dans B telle que v(a) > 0. Montrons

que a ¢ A. Comme ch: E, le polyndme minimal de a sur E est xP - ap

sia £E ([4]. ch. II, § 5, th. 7) XP - oP diviserait f ;

P _ Pycyt = = - 4P i
(X ") (X" v oo v b X b ) = Ffeta «” b _,. Mais A est
intégralement clos, donc les bi appartiennent a A. v[bt_1) > 0 et viu) » O
donc v(aP bt-1) > 0 ce qui contredit 1'hypothése v[as_1) = 0. a appartient

donc 3 Eet 3 ENB = A. A est hensélien.

.Comme E contient K(Z), E est partout dense dans L et A est partout dense

dans B qui est donc le complété de A.

Z est une uniformisante et ¥ h —fL = —51-. Cansidérons le polynéme
h h
ZA Z2'B
f=xP-cPe A[X]. f est irréductible puisque c & A mais f = (X - )P
dans B[X] donc { h, AL (x - c)P dans -—g- - A b le
2B ZA

contre-sxempls.

Calcul de l'entier h du théoreme 3 dans le cas ou f est séparable.

Avec les notations du théoreme 1, supposons de plus que f est séparable

et soit 4 son discriminant qui est donc non nul.

Désignons par M la matrice de passage d'une base du A-module B & une

base du A-module C. Nous avons A = Discr(C) = [Det(M]]Z. Discr(B) ([7], ch.

s 1 v s .
§ 7, prop. 1). D'ol v[Det[M]] €5 v(Aa). L'inclusion BC Dot (M) I
montre que mE Bc C, o E désigne la partie entiére de % v{a). Si v(a) = 0O

ou 1, B=Cdone T =20 et on peut choisir h = r + 1. Si v(a) » 2, wEB est

un idéal propre donc wE Bc M . Remarquons que m" c w Ccar M= (u, q(a]]
et, puisque f - Wr € w A[X], c{r(aJ € w C. Nous avons donc

m ErB - wEB cm ce qui montre que le nombre g du théoreme 1 peut

8tre pris égal a Er, d'ol T =2Er -1eth=(2E+ 1)r. Comme 2 E ¢ v{a),



nous avons démontré le

Thioreme 4

Sotenb A un onneau e valuation discrete hensélien et v sa valuatiun.
Soit £ un poulvndme de A[x]. unitaire et séparable de discriminant A et
tel que f(1] soit la puissance r-iéme d'un polyndme irréductible.
Posons h = r+1 si v(A) = 0 ou 1

—_— {[v(Ah‘l]r si v(a) 22

Alors f est irréductible si et seulement si F(hl 1l'est.

En faisant intervenir la différente, on obtient une meilleure majoration

pour h.

Soit e 1’'indice de ramification de la valuation de B par rapport a celle de

A.O0na wbB-= pe. Soit F son degré reésiduel. Posons d = v[Det(M)]. Si

d=0,B=¢C. Sid>0, wd BcC C, et comme wd B est un idéal propre,
wd Bc M . Ce qui montre que le nombre q du lemme 1 peut &tre pris égal

add.e etdonch=2qg+r, égal @a 2d.e +r.

m
Sait & la différente. et M 1’exposant différentiel. On a § =P
m
La norme de 6 est w F A. C'est aussi 1'idéal engendré par le discriminant
de B, donc v(A) - 2d=m F = m'g ; 2de = ¢ v(iA)l - mn . Majorons
la quantiteé e v(A) - mn considérée comme fonction de e et m
. . A C B c . A4 .,
Les inclusions de corps E—/'\C -'FQC_FT montrent que [,m - A] degré de ¢
- B A~ . n _n P
divise [P P A] = F, comme le degré q est r et comme F = 5 on déduit

que e divise r. D'autre part e et m sont liés bar 1'inégalité m = e-1
([4]. ch. Vv, § 11, th. 28). Le domaine de variation de e et M est le

suivant.



- 8 -

Vid)

Les courbes e v(A) - mn = Constante sont des droites ae pente

Si cette pente est inférieure a 1, le maximum est atteint au point (1, UJ
et vaut v(Aal). Si cette pente est supérieure & 1, le maximum est atteint

au point (r, r-1) et vaut r v(a) - (r-1Jn. On a démontré le

Théoréme 5§

Soient A un anneau de valueation ciscrete hensélien et v sa valuation.

Soit £ un polyndme de A[X], unitaire et siporable de degré n, de giocri-
(1)

minant A et tel que f soit la puissance r-iéme d'un polyndéme irréducticle.
r+1 si v(A) = 0 ou 1

Posons h = r+v(A) si. 1 s vl(a) €n
n+r(v(a)+1-n] si v(a) 2 n

Alors f est irréductible si et seulement si f[h) l'est.

Lorsque A est a corps résiduel fini, on peut programmer sur machine un
L A (k) . , . ) .

test d'irréductibilité des f successifs. Une réponse affirmative pour

un K € nh signifie que f est irréductible. Des réponses négatives pour

k=1, 2, «.., h signifient que f ne 1l'est pas.



2)

f=X% -3x%x2+ 4 est irréductible sur Q, 1'est-il sur Q7 corps des
nombres 7-adiques ?

f[1] - )\-g v 4 x‘f Voo lxlf + 4))2 r =2

Le discriminant de f est A= 20 x 72 5 y(A) = 2 v(id) ¢ n =4
donc h = 4.

Nous sommes ramenes 4 chercher si A" - 3 X2 + 4 est produit de pulynimes
- Z_ /4
unitaires dans 7N T (2401)
f est irréductible sur Q7. En fait f n'a pas de diviseurs unitaires

dans —%= = %
70 T ey

f=X4+ 2X+ 4 est irréductible sur @, l'est-il sur @, ?
T I
A =47 - 33 x 24 v(a) = 4 h=8

« Un calcul montre qu'il n'en est rien aonc

On trouve que dans EE%T , f a la racine - 10 car (- 10)% - 20 + 4 =
+ 9984 = 28 x 3 x 13,

f est donc réductible dans Qj.

Un calcul montre que X" + 2 X + 4 n'a pas de diviseur unitaire do Jegre
2 dans (%T , 1) en est donc de méme dans Q; et par suite f admet unc

racine et une seule dans ;.



_10_

APPLICATION 1

CRITLRL D'UNICITE OU PROLONGLMUENT

D'UNC  VALUATION DIGCRETE

Comme application du théoreme 3 nous obtenons le

Théoréme O

-Spient K un corps muni d'une valuation discréte v et A 1'anneau age v.

Seit L = K[a] une extension finie de K oU g ast racine d'un polyndme f

a coefficients dans A, unitaire, irréductible et séparable, de degri n

et discriminant A, tel que ftq) soit la puissance r-iéme d'un polyndme

irréductible.

r[(AJ+1-n] +n si wv(a) zn
Posons h = v(A)+r si 2 < v(a) € n
r+1 si v(a) = 0 ou 1

Alors le prolongement de v 8 L est unique si et seulement si f(h)

est irréductible.

° 2, corollaire 2) que le nombre

Nous savons par ([2], ch. 6, § 8, n
de prolongements de v a L est égal au nombre de facteurs irréductibles
figurant dans la décomposition de f dans K[X] (K désignant le complété

de K pour la metrigque de v).

Par suite le prolongement de v est unique si et seulement si f est

irréductible dans K[X] ou dans A[X].

Or A étant hensélien, on peut appliquer le théoréme 3 a A et a f.
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A -
Comme ¥ k., = ﬁ , 1'irréductibilité de f dans A{X] équivaut &

w A w A
celle de f(h].

1°) Soit L = Q{c] ol a est racine de X* - 3 X2 + 4 (en fait
L= oi, /7))

N

La valuation 7-adique a un prolongement unique & L puisque

X* - 3 X% + 4 est irréductible dans Q7.

2°) Soit L = Q[a] ol o est racine de X* + 2 X + 4.
La valuation 2-adique admet deux prolongements & L puisque X%+ 2 X+ 4
est produit dans nz[x] d'un polynéme du premier degré et d'un polynéme

du troisieme degré irréductible.



_12_

EIBLIJGRAPHIE

[1] SAMUEL Thioric slgébrique des nombres.
(Loveann Tae? ).
[2] LOURBAK L Algubre cumutaetive, ch. Vet ch. VI

(Hermarn 1964).

[3] RAYNAUD Anncaux huenudliens.
(Springer-Verlag (169) 1970).

[ ZARISKI-SAMUEL Commutative algepra vol. 1
(Var Nostrard 1358).

| 5] LANG Algubra.
(Addison-Wesley 1965).

[dJ KNUTH The art of Computer Programming, vol. 2,
semi numerical Algorithms Reading Mass.

(Addison Wesley 1969).

| 7] GROTHENDIECK Eléments de Géométrie Algéprique. (ch. IV, pari.
(Publ. Math. n° 20, Inst. Hautes Etudes Sci. 1960,.

|81 BERLEKAMP On the factorization of polynomials over tinite flo'd

(Bnll Teleph. Lab. Ine. Murray HLLL N.J. 1967,).

| 9] GRECO ticnselization of a ring with respecct to on idecl.

(Trans. A.M.S. 144, 19639).

[10] GRECO-SALMON  Topics in M, -adic topologies.
(Sprirger Verlag 1971).

L11] LAFON Anneaux henséliens.

(Bul. Soc. Math. 91 1963).

[ 12 ] MATSUMARA Commutative Algebra
(Benjamin, New-York, 1970).

| 13 ENDLER Valuation Theory

(Springer Verlag)



