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G R O U P E S D E G R O T H E N D I E C K D E S ANNEAUX DE D I M E N S I O N 1 

par 

D . GONDUCHE 

Q - Introduction 

Le but de cette étude est de décrire ls groupe de GrothendiecK 

G Q ( A ) associé à la catégorie des modules de type fini sur un anneau A 

commutatif noethérien semi-local de dimension 1, et de montrer que pour tout 

groupe commutatif H de type fini et de cardinal infini, on peut trouver un 

annpau A ayant ces propriétés, et tel que G Q ( A ) soit isomorphe à H. 

Ceci ̂ st fait au paragraphe* 8 en utilisant la fermeture intégrale A ' de 

l'anneau A dans son anneau total des fractions. 

Dans le cas où A ' n'est pas un A-module de type fini, on utilise un anneau 

intermédiaire A " qui est un A-module--de-type-fini, et tel que l'extension 

A " ——> A ' soit radicielle. L'existence de cet anneau A " est établie au pa

ragraphe 2 qui reprend les démonstrations de £ 3 0 IV 23.2] en remplaçant 

l'hypothèse A intégre par l'hypothèse A réduit,, 

Le paragraphe 1 ne fait essentiellement que rappeler des définitions .et des 

résultats connus de K-théorie algébrique qui seront utilisés dans.la suite. 

Les méthodes employées au paragraphe 3 ne semblent pas directement généra-

lisables aux anneaux de dimension supérieure à 1, car lâ fermeture intégrale 

n'est pas toujours un anneau régulier, et peut même ne pas être un anneau 

noethérien Ql4 *] . Tous les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires. 
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1 - Généralités 

Définition 1,1 i Soit C une sous-catégorie pleine d'une catégorie abélienne. 

On appelle groupe de GrothendiecK associé à C la donnée d'un groupe corn-

mutatif K Q(C) et d'une application £ "] r de la classe des objets de C dans 

K Q(C) universel pour les propriétés suivantes s 

a) A « B — > [ A ] £ - [B]^ 

b) Pour toute suite exacte 

0 — • A 5 — > A — • A M — • 0 

où A,A',A" sont des objets de C 

Définition 1.2 : C étant toujours une scus-catégorie pleine d'une catégorie 

Z 

abélienne, soit C la catégorie formée des couples (A,,a) où A est un objet 

de C et a un automorphisme de A avec pour morphismes (A,a) — • (B,£) les 

morphismes f de C qui rendent commutatif le diagramme 

A — — * 3 

al 6 
M/ V 

A — B 

On appelle groupe de Whitehead associé à la catégorie C, la donnée d'un 

groupe commutatif CC3 et d'une application C 3 C de la classe des objets 

de dans (C) universel pour les propriétés suivantes ; 

a) (A,a) * CB/B3 —> C A * a ] c

 = &>$ c 

b) Si on a un diagramme commutatif 

0 — y A' — y A — y A:y — y 0 

a a a 
i * v 

0 — y A' — y A — • A" — y 0 
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où Ï Q S lignas sont exactes Qt où a,a',or sont dos automorphismes, alors 

c) Si a et g sont des automorphismes de A 

]~A,ag] - [A,^ + [Â,8] . 

L'existence des groupes de Grothendieck et de Whitehead est dé

montrée s'il existe un ensemble E d'objets de C tel que tout objet de C soit 

isomorphe à un élément de E (cf DLUD^])« Cette hypothèse sera toujours 

vérifiée ici. 

Etant donné un anneau noethérien A, on notera G (A) (resp. K (A)) 
o o 

le groupe de Grothendieck associé à la catégorie des A-modules de type fini 

(resp. des A-modules projectifs de type fini), et G^CA) le groupe de 

Whitehead associé à la catégorie des A-modules de type fini. 

Soit S une partie multiplicative de..A.; On notera G ( A ,S) le groupe de 

Grothendieck associé à la catégorie des A-modules de type fini annulés pour 

la localisation par rapport à S . 

La démonstration des résultats suivants peut être trouvée dans 

Proposition 1,3 ; Soient A un anneau noethérien, $ un idéal nilpotent de A. 

Alors le foncteur "restriction des scalaires" de la catégorie, des A/Q-modules 

de type fini dans la catégorie des A-modules de type fini induit un iso-

morphisme G

0

( A 3 " G (A/O). 

Proposition 1,4 s Soit A un anneau noethérien régulier. Alors l'homomorphisme 

K (A) — • G (A) ("homomorphisme de Cartan") induit par le foncteur d'in-
o c - • —^-—;—:—•— 

clusion de ma catégorie des A-modules de type fini est un isomorphisme• 
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Etant donné un homomorphisme d'anneaux A —* B le foncteur I ? B L B " ' 
A 

de la datégcrie des A-modules projectifs de type fini dans la catégorie des 

3-modules projectifs de type fini induit un homomorphisme (A) — • K

0 ^ * 

Si B est une A-algèbre plate, le foncteur "s^B"1 de la catégorie des A-modules 

de type fini dans la catégorie des 3-modules de type fini induit un homo

morphisme G Q(A) — • G Q(B), et l'on a un diagramme commutatif : 

K (A) X (3) 
o o 

V S/ 
G (A) • G CB) 
o o 

où les verticales sont les homomorphismes de Cartan. 

Un cas particulier d'homomorphisme plat d'anneau est l'homomor-

-1 
phisme canonique A — • S A de A dans un localisé de A A 

Théorème 1,5 : Soient A un anneau noethérien, S une partie multiplicative 

de A, Alors il existe une Q~suite 

G«(S~ 1A3 • G (A,S) — G (A) — ^ G-(S" 1A) • .0 
1 0 0 0 

-1 exacte en G (A) et G (S A) où g est induit par le foncteur localisation, o — o ~ 

et f par l'inclusion de la catégorie des A-modules de type fini annulés par 

la localisation dans la catégorie des A-modules de type fini, 

-1 -1 
Si l'anneau S A contient un idéal $ nilpotent tel que S A/£ soit régulier, 

alors la suite est exacte. 

Cette dernière propriété est vérifiée en particulier si S est 

l'ensemble des éléments réguliers de l'anneau Aft 

Etant donné un anneau A, on désigne par H Q ( A ) l'ensemble des ap

plications continues de Spec(A), munis de la topologie de Zariski dans ZL 

munis de la topologie discrète. 
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Proposition 1,6 : H Q ( A ) est un groupe isomorphe à un facteur direct de ^(A) ; 

K (A) - H (A) © RK (A) 
0 0 0 

et cette application est fonctorielle \ étant donné un homomorphisme d pan

neaux A — > B, l'homomorphisme K (A) — • ^o''8^ induit par le produit ten-

soriel, se décompose en deux homomorphismes 

H (A) — • H (3Î RK (A) — • RK (Bî 
0 0 0 Q 

H (A) est engendré par les éléments (e^A) (i c l ) où les (e^) ( i € l ) sont 

les idempotents de A, 

Proposition 1.7 : Soit R le radical de Jacobson de l'anneau A. Alors l'homo-

morphisme K (A) — • K (A/R) est injactif. 
o o 

Proposition 1,8 : Si A est un anneau artinien,K (A) est le groupe abélien li-

bre engendré par les éléments (A/m] où m parcourt l'ensemble des idéaux maxi

maux de A, 

Corollaire 1.9 s Si A est un anneau semi-local K (A) est un groupe abélien 

libre et RK (A) = 0 . 
o 

Démonstration s A/r est un anneau artinien et K (A) s'identifie à un sous-
o 

groupe d'un groupe libre. Il suffit de montrer que .Rk (A/r.) »••. 

Or Spec(A/r) est discret, donc K (A/r) est le groupe abélien libre engendré 

par les éléments de Spec(A/r). Or H Q(A/r3 est un sous-groupe de K Q(A/r) y 

ce sont deux groupes libres, et ils ont le même nombre de générateurs, d'où 

le résultat. 
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2. Extensions entières d'un anneau semi-local noethérien réduit, 

Lemme 2,1 : Soient A un anneau réduit, K l'anneau total des fractions de A, 

B une A-algèbre plate, B „ - B , et R l'anneau total des fractions de B . & c ~ 1 r 8 Cj 

Alors, pour toute sous-A-algèbre A' de 1'homomorphisme canonique 

( A' a A B ) r e d > C K s A R 5 r e d 

est injectif. 

Démonstration : L'homomorphisme canonique A * a^B — • K aftR se décompose en 

les homomorphismes suivants : 

A'iaAB — K H a3 — K a B 1 — ^ K a^R 

Comme B ^ est réduit, 1'homomorphisme — • R est injectif. B et K étant des 

A-modules plats, u et w sont injectifs. Pour la même raison, si est le 

nilradical de B , le noyau do v est Km Jf qui est contenu dans le nilradical 
A 

do Ka a ; donc tout élément de A ' B B dont l'image par wovou est nilpotente est 
A. A 

fnilpotent. 

Proposition 2,2 : Soient A un anneau réduit, K l'anneau total des fractions 

de A, B un anneau noethérien qui est une A-algèbre plate, (q^) (Ki^n) les 

idéaux premiers minimaux de B , On suppose que les B/q^ sont des anneaux 

japonais. Soit A' une sous-A-algèbre de K entière sur A, 

Soit (C^ ) la famille filtrante croissante des sous-anneaux de A 8 qui sont 

des A-algèbres finies. Alors : 

1) Il existe un indice a tel que pour A ^ a 1'homomorphisme canonique 

(C a R) . K C , H A B) , soit bijectif. 

a A red A A red - -

2) Si, en outre, B est un A-module fidèlement plat, le morphisme cano

nique Spec(A') • SpecCC^ est radiciel. 
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Démonstration s 

1} Soient B,, = B , et R l'anneau total des fractions de B„. 
1 red 1 

Comme B est un A-module plat, tGut élément non diviseur de 0 dans A est 

B-régulier et, à fortiori B^régulier. 

L'hcmomorphisme composé A — • B — • B^ se prolonge donc^ en un 

homomorphisme K — R . R est composé direct des corps des fractions des 

B/q^. Par hypothèse, la fermeture intégrale de B/q^ dans est un 

module de type fini; donc un B-module de type fini ; la fermeture intégrale 

B' de B dans R est donc un B-module de type fini. 

D'après le lemme 1, les (C, s AB) .'s'Identifient à des sous-anneaux de R K X A red 

qui sont des B-algèbres finies, donc contenues dans B 1 . B étant noethérien 

et B' un 8-module de type fini, la famille filtrante des (C^ a ^ B ) ^ ^ admet 

un plus grand élément (C a.B) d'où le 1). K & a A red 

2) B étant un A-module fidèlement plat, il suffit de montrer que le 

morphisme SpecCA'gkB) >Spec(C ""H.BÎ est radiciel, ou encore que le 
A Ot A 

morphisme SpecCA'a.B) , >Spec(C iaAB) . est radiciel. 
K K A red K a A red 

Or A'a AB = lim CC, B A B ) donc (A'caAB) , = lim ( G , siAB) et le résultat A —•+ A A A red — * * A A red 

se déduit du 1). 

Corollaire 2.3 Soient A un anneau semi-local noethérien réduit, Kl*anneau 

total des fractions do A, et A r une scus-A-algèbre de K entière sur A. 

Soit fA^l la famille filtrante croissante des sous-anneaux de A' qui sont 

A 

des A-algèbres finies. Soit (C,) la famille des complétés desC^. 

Alors il existe un indice <* tel que 1 ?homomorphisme (c

a^recj
 y ^ c x^ rpd 

soit un isomorphisme pour A ^ a et le morphisme Spec(A') • Spec(C a) soit 

radiciel. 
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Démonstration : On applique la proposition 2.2 en prenant pour B le complété 

A de A. Les B/q^ correspondants étant des anneaux noethériens complets, sont 

des anneaux japonais, et B est un A-module fidèlement plat. 

A 

De plus, C , H A B = C. . 
A h A 

Corollaire 2,4 : Avec les données et les hypothèses précédentes, A 1 est un 

anneau semi-local. Si m'est un idéal maximal de A 1 ayant pour restriction m 

dans A, le corps A'/rn" est une extension finie du corps A/m. 

A A 

Démonstration i D'après la bijection ( c

a^ r e c j —
h ^X^red p o u r * ̂  a' l e 

nombre des idéaux maximaux de est constant pour X > a ; de plus, si m^ 

est un idéal maximal de C^et m^ l'unique idéal maximal de au-dessus de 

m^, les corps C^/m^ et C^/m^ sont canoniquement isomorphes. 

La conclusion résulte de ce que, si m 1 est l'unique idéal maximal de A p au-

dessus, m , on a m* = liqp m^ et A V m * = litp CC^/rn^) 

3. Groupes de Grothendieck associés aux anneaux noethériens semi-locaux de 

dimension 1. 

Proposition 3.1 :. Soient A un anneau commutatif noethérien, S une partie 

-1 
multiplicative de A, A" une A-algèbre finie incluse dans S A. 

Soit G Q ( A V A ) (resp. G Q(A
M/A,S)) le conoyau de 1'homomorphisme de G o(A") 

(resp. G (A M,S)) dans G (A) [resp. G CA,S)) induit par la restriction des 
o — — o —••1 o - - -

-1 
scalaires. Alors, si S e s t u n anneau régulier, on a un isomorphisme 

G (AVA,3) * G (AVA), 
o o 

Démonstration : On a un diagramme commutatif s 
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G.fs'V') * G (A",S) • G (A") G (S~1A") • 0 

l! ° l °l ° II-
G. (S A) • G (A,S] *• G (A) • G (S A) —• 0 

G (A" A,S) »- G (A" A) 

° i °l 
0 0 

-1 -1 

Les égalités viennent de ce que S A" » S A'. Les colonnes sont exactes par 

définition et les lignes le sont d'après le théorème 1.5. 

Le résultat s'en déduit immédiatement e 

Corollaire 3,2 : Si le foncteur restriction des scalaires induit un isomor-

phisme entre G (A,S) et G ( A " , S ) , G CAJ est isomorphe à G (A"). — o — o o - c 

Proposition 3,3 : Supposons qu'en plus d^s hypothèses de la proposition 3.1, 

l'anneau A est semi-local, et qu'il existe une A"-algèbre A* incluse dans 

-1 

S A telle que : 

a^ A' est un anneau semi-local régulier 

b) Tout A-module de type fini annulé par la localisation par rap

port à S est, par restriction des scalaires, un A"-module de type fini et 

1'homomorphisme canonique entre G O ( A',S) et G Q ( A " , S ) est bijectif„ 

Alors l'homomorphisme G Q C A M ) — • G

0 ^ 3 est injectif et la suite exacte 

suivante se scinde s 

0 * G (A») • G (A) • G CA H1A) • 0. 

O 0 0 
Démonstration : A r étant un anneau régulier, on a G (A') ~ K (A r). 

° o o 
A» étant semi-local, on a Rk ( A T * 0, Donc G (A'1 « H (A') où H (A*) est un 

o o o o 

groupe abélien libre fini admettant pour base des éléments [e^'J d^i^h), 

où les (e i) sont des idempotents orthogonaux de A'. Comme, par hypothèse A' 
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-1 ~1 

est un sous-anneau de S A', l'injection A 9 — • S A 1 envoie les (ej sur n 

idempotents orthogonaux et distincts % donc 1'homomorphisme 

H (A') • H (s"1A'î est injectif. 
o o J 

-1 

A' étant un anneau régulier, S A' est également un anneau régulier, et 

l'on a : 

G N ( S ~ 1 A ' ) * K ( S ~ V ) = H ( S ~ V ) ^ R k (S~1A') 
0 o 0 ^ 0 

-1 
L'homomorphisme G (A') — • G (S A') est donc injectif. Comme on a la suite 

o . o 
exacte s 

G„(S~ 1A') • G (A',S) • G (A'} • G (s" 1A f) • 0 

1 o o o 

l'homomorphisme G^ ( S A') — • G ( A ' # S ) est surjectif. 

D'après les hypothèses, on a un diagramme commutatif s 

G 4 ( S " 1 A ' ) • G (A',S) 

!! °S 
G . ( S 1 A " ) • G ( A " ,S) 

I O 
-1 

donc l'homomorphisme G^(S A") • G (AH,S) est surjectif, d'où, d'après 

l'exactitude de la suite 

G.(S"1A.") • G (A B,S) • G (A") • G CS~ 1A") 
1 o o o 

-1 
l'isomorphisme G Q ( A " ) - G

0 ^
s A"). D'après.le diagramme commutatif 

G (A") > G ( S " 1 A") * 0 
o 0 I I 

G (A) • G (S A) • 0 
o o 

l'homomorphisme G (A"î > admet une rétraction, d'où le résultat. 

Théorème 3.4 : Soit A un anneau semi-local, noethérien, de dimension 1, 

Soient (m^3 (1$i^n) les idéaux maximaux de A, et soit p le nombre des idéaux 

premiers minimaux de A. Alors G (A) « zP x G (A), où G (A) est un groupe fini 
; O O O 3 

somme directe des n sous-groupos monogènos engendrés par les éléments [A/m^] 

(1 ^ i < n). 
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Soit A* la fermeture intégrale de A dans l'anneau total des fractions de A , , 
• ; j. g ̂ 

et/pour chaque i, soient tro^) d^A^r^J les idéaux maximaux de A' au-dessus de 

n^. Alors dans G Q ( A ) , l'élément [A/m^j est d'ordre p.g.c.d. C A ' / ™ ^ S A / H Î J3 

En particulier, si A est local G Q(A) est un groupe cyclique fini, éventuelle

ment Q. 

Démonstration : 

a) Soit # le nilradical de A. 

On a 0 q (A ) * G Q ( A / 9 ), et il y a bijection entre les idéaux premiers de A 

et ceux de A/C J . On peut donc supposer A réduit. 

b) On suppose désormais A réduit. Si S est l'ensemble des éléments 

non diviseurs de 0 dans A l'anneau total des fractions K de A, est "égal à 

-1 

S A. D'après les corollaires 2.3 et 2.4, il existe une extension finie A" 

de A, telle qu'il existe une bijection entre les idéaux maximaux de A" et 

ceux de A 1 , et telle que pour tout idéal maximal m' de A * de restriction m" 

dans A " on ait un isomorphisme A'/m' - A V m " . Les anneaux A, A f et A" véri

fient les hypothèses de la proposition 2.3, et l'on a : 
G (Al * G ( A " ) x G CA"|A) * G (K) x G C A W | A , S ) o o o 1 o o 1 

A ayant p idéaux premiers minimaux et étant réduit, K est isomorphe à un 

produit de p corps, d'où 0 q (K ) * 2?. 

-1 

La catégorie des A-modules M tels que S M = O est égale à la catégorie des 

A-modules de longueur finie, donc G Q(A,S) est le groupe abélien libre en

gendré par les éléments 
G (A,S) = 1 G (A/m.) « zP 
O A si ^ o — i 
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De même, si on note m?, la restriction à A " de l'idéal maximal m' de A ' s 
XA 1 , À 

r.+.„.+r 

G ( A " ,S) « JJL G CAVm" ) si ZZ. n 

1 « X i « r i 

l'homomorphisme G Q ( A " , S ) — • G Q ( A,S) est la somme des homomorphismes 

-IL G (A7fn'.\) ^ G (A/m,) 
. , O — 1A O —1 

avec 

^ [ A V m ' J - [ A V m J x : A/mJ . [A/m.] 

Comme tout idéal maximal de A est la restriction d'au moins un idéal maximal 

de A " , et qu'aucun des homomorphismes ^ n'est nul, G

0 £ A )
 s

 G Q ( A " | A , S ) est 

un groupe fini engendré par les éléments [À/m^] . 

La fin résulte de ce que s 

[ A ' / m ^ t A/m.] = [ A V m ^ : A/mTJ 

Corollaire 3.5 : Si l'anneau A vérifie les hypothèses de la proposition 3.4, 

et si les corps résiduels A/rru de A sont algébriquement clos, on a s 

G (A) - 2? 
o 

C'est le cas, en particulier, si A est l'anneau local en un point 

d'une courbe algébrique définie sur un corps algébriquement clos, ou le 

complété d'un tel anneau j si le corps de base n'est pas algébriquement clos, 

ce n'est pas forcément vérifié (cf. exemple 3.6) „ 

Démonstration : Pour tout idéal m" de A", A V m " est une extension algébrique 

de ym"fi A, donc A'/m" - A/m" H A i 1 'homomorphisme G Q t A " , S ) — * G Q(A,S) 

est surjectif, et l'on a s 

,—' 
G (A) - G (A"1A) = G (A"|A,S) = 0. 
o o } a 
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Exemple 3.6 : Pour A - (JÇÊ iXLj 0 u A = ̂ [[x,ffi on a G * Z x 2/2 

Proposition 3,7 ; Pour tout groupe commutatif fini G, et tout entier p non 

nul, il existe un anneau A noethérien, semi-local de dimension 1 tel que 

G (A) * 2? x G 
o 

Démonstration : G peut se décomposer en un produit de r groupes cycliques 

G * x.. .x 2/n pZ 

d'ordres n ^ . , . ; ^ . Soit k un corps ayant au moins r éléments j soit 
n i 

K « k(X„,..X ), et pour tout i (1$i$r) soit K. = M X . ,.. .X. ,.. .X ). 
i r i \ i r 

Alors on a TK : K.l = n.. Soient a„,,.. a , r éléments distincts de k. 
L XJ- i 1 r 

Soit T le complémentaire dans K{Y| de la réunion des idéaux premiers (Y-sJ 

(1<i$r) et soit AjJ - Î" 1K[Y] . 

Soit A^ le scus-anneau de Ajj formé des éléments P(Y) tels que Pia^i € K.̂  

(1<i<r-)-« Alors A^ vérifie la proposition pour p » 1 « En effet AJJ est la 

clôture intégrale de A^. A JJ étant un A^-module de type fini peut jouer en 

même temps le rôle du A' et du A" de la proposition 2.4. Soit S = A^ - {0} . 

On a : 

G (A«,S) » I L G (AVCY-aJ) j G (AI,S) « AL G (AÏ/CY-aJ) 
0 1 l«l$r ° 1 1 ° 1 1<?i<r 0 1 1 

et 

G (A' A,,S) - ± L TlJvJl 

avec p̂ ^ - [ÂjJ/tY-e±3AjJ : A ^ C Y - a J A ^ » (K i K±) - n± j d'où, A 1 vérifiant 

les hypothèses de la proposition 2.4 s 

G (Aïf A J « G CA'{ A,S) * G 
o 1 1 o 

Pour p > 1, on peut prendre pour A^ (2£i^p) un anneau de valuation discrète, 

par exemple, pour A^ l'anneau qui vient d'être construit et A = A^*...+A . 

On a alors : 
n 

G (A) « ïï G (A.) = 2? x G. 
o i = 1 o i 
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