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GROUPES DE GROTHENDIECK DES ANNEAUX DE DIMENSION 1

par

D. CONDUCHE

0 - Introduction

Le but de cetie 8tude est de décrire ls groupe de Grothsndieck
Go[A) associé 3 la catégorie des modules de type fini sur un anneau A
commutatif nosthérien semi-local de dimension 1, et de montrer que pour tout
groupe commutatif H de typs fini st de cardinal infini, on peut trouver un
anngau A ayant ces propriétés, et tel que GO(A) soit isomorphe & H.
Ceci '‘est fait au paragraphe B on utilisant la fermeture intégrale A' de
1'annsau A dans son anneau total des fractions.
Dans 1le cas ol A' n’est pas un A-module de type fini, on utilise un anneau
intermédiaire A" qui est un A-module de type fini, st tel que 1l'extension
A” w3 A’ soit radicielle. L'existence de cet anneau A" est établis au pa-
ragraphe 2 qui reprend les démonstrations de [ 9 0 IV 23.2] en remplagant
1'hypothese A int@gre par 1'hypothése A réduit.
Le paragraphe 1 ne falt essentiellement gque rappeler des définitions .et des
résultats connus de K-thécrie algébrique gui seront. utilisés dans. la suits.
Les méthodas employées au paragraphe 3 ne samblent pas directement-généra-
lisables aux anneaux de dimension supérisurs & 1, car la fermeture intégrale
n'est pas toujours un anneau régulier, et peut méme ne. pas &tre un anneau

nosthérien [ﬂ4']. Tous les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires.



1 - Généralités

Définition 1.1 : Soit C une sous-catégorie pleine d'une catégorie abélienns.

On appelle groupe de Grothendieck associé a C la donnée d'un groupe com-

mutatif KDLEJ et d'une anplication [ :]P de la classe des objets de C dans

KOLE] universsl pour les propriétés suivantes

al A= B=> [dlE = [ﬁlg

b) Pour toute suite exacte

0 —> A’ ——> A —> A" — [
od A,A',A"” sont des objets de C

[, - [, + v,

Définition 1.2 : C &tant toujours une sous-catégorie pleine d’'une gatégorie

abélienne,soit‘gzzla catégorie formie des couples (A.a) ol A s@st un objet

de C et a un automorphisme de A avec pour morphismes (A,a} —* (B,B) les

morphismes f de C qui rendent sommutatif lg diagramme
3
e
B

On appelle groupe de Whitshead associé 2 la catégoris C, la donnée d'un

f
LA

&

.._.‘?.-uy

orgups commutatif K1[E} et d'une application [ ]c de la classe des obiets

gg_gz dans K1(E),univergel pour les propriétés suivantes :
a) (A,0) = (8,8) => [a,o] = [B.6]

bl S1 on a un diagramme commutatif

8 > A’ = A = A7 — ]
|
o a} o
v v
0 > A’ > A — A" > 0




ol les lignas sont exactes et ol a,a’,a” sont des automorphismes, alors
- ) ' » )
o, - Brad, + B,
c) Si o et B sont des automorphismes de A

[A,a8] = [A.a] + [A.6].

L'existence des groupas de Grothendieck et de Whitehsad est dé-
montrée s'il existe un ensemble E d’objets de € tel que tout objet de C soit
isomorphe & un &2lément de £ (cf [B:I,[1f]]. Cette hypothése sera toujours
vérifiée ici.

Etant donné un anneau nosthérien A, on notera GO(A) (resp. KO(A])
le groupe de Grothendieck associé & la catégoerie des A-modules de type fini
{resp. des A-modules projectifs de type fini), ot G1[A] le groupe de
Whitehead associé & la catégorie des A-modules de type fini.

Sait S une partie multiplicative de A. On notera GO(A,S] le groupe de
Grothendieck associé & la catégoris des A-modules de type fini‘annulés pour

la localisation par rapport a S.

La démonstration des résultats suivants psut &tre trouvée dans [1]

Proposition 1.3 : Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal nilpotent de A.

Alors le foncteur "restriction des scalaires® de la catégorie des A/Z}-modules

de type fini dans la catégoric des A-modules de type fini induit un iso-

morphisme GOIA] = GD(A/G).

Proposition 1.4 : Soit A un anneau noethérien régulier. Alors 1’homomorphisme

KOIA] - GC[A] {"homomorphisme de Cartan”) induit par le foncteur d’'in-

clusion de ma catégorie des A~modules de type finl ast un isomorphisme.




Etant donné un homomorphismz d’annesux A — B le foncteur ”sAB”
de la datégorie des A-modules projectifs de type fini dans la catégorie des
B-modules projectifs de type fini induit un hemomorphisme KO[A] — Ko[B].

Si B est une A-algdbre plate, le foncteur "m, B” de la catégorie des A-modules

A
de type fini dans la catégorie des Z-mcdules de type fini induit un homo-

morphisme Gg(A] — GO[B), et 1'on a un diagramme commutatif :

K (A) —— X _(B)
o 8]

G _(A) —— G _(B)
o o

ol les verticales sont les homomorphismes de Certan.

Un cas particulier d’homomorphisme plat d'anneau est 1'homomor--

1

phisme canonique A — S 'A dz A dans un locallsé de A.

Théoréme 1.5 : Soient A un anneau nosthérien, S une partie multiplicative

de A. Alors 11 existe une O-suite

01(3""A) —— G_(A,S) L N 6 (A) —E— GO(S'1AJ — 0

exacte en GO[A) et GO(S-1AJ ol g e8st induit par le foncteur localisation,

gt f.par 1l'inclusion de la;catéggrie des A-modules de type fini annulés par

la localisation dans la catégorie des A-modules de type fini.

S1 1'anneau S 'A contisnt un idéal 3 nilpotent tel que S-1A/CS soit régulier,

alors la suite =st axacte.

- Cette derniére propriété est vérifiés en particulier si S sst

l’ensembla des &€1éments réguliers de 1’anneau A.

Etant donné un anneau A, con désigpe par HO(A) 1l’ensemble des ap-
plications continues de Spec(A), munis de la topologie de Zariski dans Z

munis de la topologie discrate.



~

Proposition 1.8 : HO(A] gst un groupe isomorphe & un factsur direct de KO(A) :

Ko[AJ = HO[A) B RKO[A]

et cette application est fonctorielle : &tant donné un homomorphisme d'an-

neaux A — B, 1'homomorphisme KO(A] — KO(B) induit par le produit ten-

soriel, se décompose en deux homomorphismes

H (A) — H_(8) Rk (A} — Rk _(B)
0 o c o

HO(A] gst engendré par les &léments (eiA) (1 £1) ot les [ei] (i e€1) sont

les idempotents de A.

Proposition 1.7 : 50it R le radical de Jacobson de l'anneau A. Alors 1'homo-

morphisme Ko[A] — KO(A/R] est injectif,

Proposition 1.8 : Si A est un annsau artinien,KC(A) est ls groups abélien 11-

bre engendré par les Sléments [A[é] ol m parcourt l'ensemble dss idéaux maxi-

maux de A.

Ceorollaire 1.9 : Si A est un annsau semi-local KC(A] est un groupe abélien

libre st RRO(A] =0,

Démonstration : A/r est un anneau artinien et KO(A] s'identifie & un sous-

groupe d'un groupe libre. Il suffit de montrer que RKO(A/r] = (.

Or Spec(A/r) est discret, donc HO(A/r) est le groupe abélien libre sngendré
par les éléments de Spec(A/r). Or HD(A/r] est un sous-groupe de KO(A/rJ H
ce sont deux groupes libres, et ils ont 1le méme nombre de générateurs, d'od

le résultat.



2. Extensions entiéres d'un anneau semi~local noethérien réduit.

Lemme 2.1 : Scient A un anneau réduit, K l'anneau total des fractions de A,

B une A~algebre plate, 81 = Bred et R l'anneau total des fractions de B.

Alors, pour toute sous—-A-algebre A' de K, 1'homomorphisme canonique

(A EAE)PG — (K EAR3FE

d d

est injectif.

Démonstration : L'homomorphisme canocnigue A’ aAB - K uAR se décomposs en

les homomorphismes suivants :

U \/ W
» [ —_____—).
A EAB - K EEB —r K EAB,| K &AR

Comme B, est réduit, l'homomorphisme B

1 —* R est injectif. B et K étant des

1

A-modules plats, u et w sont injectifs. Pour la méme raison, si o*oest le
nilradical de B, le noyau de v est KGAJV’qui sst centenu dans 12 nilradical

de KaAB 3 danc tout élément de A'xAB dont 1'image par wovou est nilpotente est
[bilpotent.
Proposition 2.2 : Soient A un anncsau réduit, K l'anneau total das fractions

de A, B un anneau noethérien qui est une A-algébre plate, (qi] [(1<ign) les

idéaux premiers minimaux de B. On suppose que les B/qi sont des anneaux

Japonais. Soit A' une sous-A-algébre da K entiére sur A.

Soit [CA } la famille filtrants croissante does sous—anneaux de A’ qul sont

des A-algebres finiss. Alors :

1) Il existe un indice & tel que pour A 2 o 1'homomorphisme canonique

P : P '
C, &AB]red (C)‘ EAB)red soit bijectif.

2) Si, en cutre, B est un A-module fid2lement plat, le morphisme cano-

nigue Spec(A’'} — Specﬂ%} @st radiciel.




Démonstration :

1) Soient B,l = Bred et R 1°’anneau total des fractions de B1.

Comme B est un A-module plat, tout élément non diviseur de O dans A est

B-régulier at, & fortiori B1~régulier.

L'hcmomorphisme composé A —> B —> B, se prolonge donc en un

1

homomorphisme K ——> R, R est composé direct des corps des fractions Li des
B/qi.~Par hypothése, la fermeture intégrales de B/qi dans Li est un B/qi—
rmodule ds type fini,; donc un B-module de type fini ; la fermeturs intégrale
B' de B dans R est donc un B-module de type fini.

D'apres le lemme 1, les (C) EAB]re s'identifient & des sous~anneaux de R

d

qui sont des B-algdbres finies, donc contenues dans B'. B &tant noethérien

et B' un B-module de type fini, la famille filtrante des (CA EAB]red admet

un plus grand élément (c, = B) d'cl le 1).

A~ "red’
2) B 6tant un A-module fidelement plat, il suffit de montrer que 1le
morphisme Spec[A'uAB)-———+>Spec[Ca”mAB) est radiciel, ou encore que le

morphisme Spec(A'mAB)re ——-——-)-Spec(Cct ®,3) est radiciel.

d A" "red

Or A mAB = limp (Cy mAB] donc {A ﬂABJred = lim (Cy EAB] , et le résultat

red
se déduit du 1).

Corollairs 2.3 : Soient A un anneau semi-local hoethérien réduit, K 1*anneay

total des fractions de A, et A' une sous-A-algébre de K entidre sur A.

Soit fA;l la famille fiitrante croissante des scus-anneaux de A’ qui sont -

) . A o
des A-algdbres finies. Scit (C,) la famille des complétés desC,.

. ‘ ‘ A n
Alors 11 existe un indice ¢ tel 'que 1’homomeorphisme (C ) — (C)
a’ red A red

soit un isomorphisme pour 2 > a et le morphisme Spec(A') — Spec(Ca]_soit

radiciel.



Déemonstration : On applique la proposition 2.2 en prenant pour B le complété

ﬁ’de A. Les B/qi correspondants €tant des anneaux noethériens complets, sont
des anneaux Jjaponais, et B est un A-module fidélement plat.

)
g3 =2C

De plus, CA A 3

Corollaire 2.4 : Avec les données et les hypothéses précédentes, A' sst un

anneau semi-local. Si E’est un idéal maximal de A' ayant pour restriction m

dans A le corps A'/m’ est une extension finie du corps A/m.

FaS A
Démonstration : D'aprés la bijection (C ) . — (C,) pour A > o, le
¢ red \"red

nombre des idéaux maximaux de CA est constant pour X > o ; de plus, si my
est un idéal maximal de Caet my 1'unique idéal maximal de CA au-dessus de
ma, les corps CA(@A et Ca(ga sont canoniguement isomorphes.

La conclusion résulte de ce que, si m' est 1l'unique idéal maximal de A’ au-

dessus. m , on am' = lipm, et A'/m’ = lim (Cy/m,)

3. Groupes de Grothendieck associés aux anneaux noethériens semi-locaux de

dimension 1.

Proposition 3.1 : Soient A un anneau commutatif noethérien, S une partie

multiplicative de A, A" une A-algébre finie incluse dans S-1A.

Soit GO(A"/A] {resp. GD[A”/A,S)) le conoyau ds 1'homomorghisme de GO(A"]

(resp. GO(A",S]) dans GOIAJ (resp. GG[A,S]] induit par la restriction des

. IR
scalaires. Alors, si S Aréd

G_(A"/A,3) = G_(A"/A).
Q 0

est un anneau rézulier, on a un isomorphisme

Démonstration : On a un diagramme commutatif :




- g -

G1(sI‘I1A“) —— B_(A",5) —— G_(A").——> GOISHF\") —_0

G1(S-1A) — 6,(A,8) —— G_(A) — 50[3‘1/&) — 0
G_(A” A,S}— G (A" A)
0 0
8] 8]
Les égalités viennent de ce gue SU1A” = S~1A'. Les colonnes sont exactes par
définition et les lignes le sont dfaprés le théoréme 1.5,

Le résultat s'’en déduit immédiatement.

Corollaire 3.2 : Si 1lg foncteur restriction des scalaires induilt un isomor-

phisme entre GOIA,S) et GO[A",S). GO[A] est isomorphe a Gc(A"].

Proposition 3.3 : Supposons gu'en plus des hypotheses de la proposition 3.1,

1'anneau A est semi-lccel, st qu'il‘existe une A"-algébre A' incluss dans

S—1A telle que :

a) A’ est un anneau semi-local régulier

b) Tout A—module‘de type fini ann&lé par la localisation par rap-

port 3 S gst, par restriction des scalaires, un A"-module de type fini et

1’homomorphisme canonique entrs GO(A7'S).EE GO(A?,SJ est bijectif.

Alors 1'homomorphisme GO(A”) — GO[A) est injectif et la suite exacte

suivante se scinde :

0 ——>r Gd[A"] — GD(AJ —_— Gde"iA] 0.

Démonstration : A’ étant un anneau régulier, on a GD(A') = KD(A'].

A' étant semi-local, on a'RkD[A']“= 0. Donc GOIA'J = HO(A')'DD Ho{A’]-Bst un
groupe abélien libre fini admettant pour base des éléments [éiA'] (1<isnl,

oll les [ei) sont des idempotents orthogonaux de A'. Comme, par hypothése A’



- 10 -

est un sous—anngau de S-1A', 1'injection A® —> S“1A' envois les (ei) sur n
idempotents orthogonaux et distincts ; donc 1'homomorphisme

Ho(A') —> HD[3"1A=) est injectif.
A' étant un anneau régulier, Sm1A' gst également un anneau réguller, et
1'on a :

g.is Ay =k (sTTAn = 1 s A @Rk s7MAn

0 o] o ' o

L "homomorphisme GO[A'J —_— GD(S-1A'] gst donc injectif. Comme on a la suite
axacte :

6,(871A") — 6_(A",8) — B_(A") —> G_(5T'A') —> 0
1*homomorphisme G, (ST A') —> G_(A',S) est surjectif.
D'apres les hypothéses, on a un diagramme commutatif :

6, (5" A") —— G_(A",S)
1 fa}

] 9

6, (57 A") — GOtA",sJ
donc 1'homomorphisme G1(S_1A"] —_— GO[A",S] est surjectif, d’'ol, d'aprés
1'exactitude de la suite
G, (8T'AT) —> G_(A",S) — G_(A") —> G_(S 'A")
1'iscmorphisme GOIA”) & GD[S_1A"]. D’aprés le diagrammz commutatif
6 (A") —— Gots'1A”) — 0
1

6 (A) —— G (S 'A) —— 0
0 [}

1'homomorphisme GO[A"] — GO[A) admet une rétraction, d'ol le résultat.

Théoréme 3.4 : Soit A un anneau semi-local, noethérien, de dimension 1.

Soient (@i] (1¢ign) les idéaux maximaux de A, et sclt p le nombre des idéaux
m—r e

premiers minimaux de A. Alors GO[A] o GO[A), gQ_ﬁO[A] est un groupe fini

somme dircctc docs n scus—groupcs monogéncs engendrés par les éléments [A/EHJ

(1< 1gnl.
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Soit A' la fermeture intégrale de A dans 1'annesac total dss fractions de A 6d
1

et, pour chaque i, soient [mixl (1sA5ri] les idBaux maximaux de A' au-~dessus de

—~
' 5 ’ ) ’ ? s
m,. Alors dans GO(A), 1'élément [h/@i] gst d’ordre p.g.c.d. [A [mix : A[mi}

rand
En particulier, si A est local GOIA) est un groupe cycligue fini, éventuelle-

ment O.

Démonstration :

a) Soit J le nilradical de A.
On a GD(A] = Go[A/GS). gt i1 y a bijection entre les id€aux premiers de A

et coux de A/% . On peut donc supposer A réduit.

b) On suppose désormais A réduit. Si S est l’ensemble des éléments
non diviseurs de 0 dans A l'anneau total des fractions K de A, est égal a
S-1A. D'aprés les corollaires 2.3 et 2.4, il sxiste une extension finie A"
de A, telle qu’il existe une bijection entre les idé&aux maximaux de A” st
ceux de A', et telle que pour tout idéal maximal m' de A' de restriction m”
dans A” on ait un isomorphisme A'/m’ = A"/m". Les anneaux A, A' et A" véri-
fient les hypothéses de la-proposition 2.3, et 1'on a :

G,(A) = G_(A") x GO(A”lA] = G_(K) x GD(A"IA,S)

A ayant p idéaux premiers minimaux et étant réduit, K est isomorphe a un
produit de p corps, d’'ol GO(K) = 2.
La catégorie des A-modules M tels gus S_1N = J est Bgals & la catégorie des
A-modules de longusur finie, donc GO(A,S) gst le groupe abélien libre en-
gendré par les éléments [b[mij (1€ign)

6 (As) = 1 6 am) =2
1<i<n
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De méme, si on note sz la restriction & A” de 1'idéal maximal_mi A de A’
r,+...*r
6_(A",S) = i 6y (A"/my ) = z' n
1<ign
1§Aisri

1'homomorphisme GOIA",S)-——+ GO(A,S) est la somme des homomorphismes

¥,
1 s tavme ) —2— 6_ta/m,)
19, 0 i o i

avec
f,[Av/ms ] = [ar/my, 2 am] . [A/m]

Comme tout idéal maximal de A est la restriction d'au moins un idé&al maximal
de A", et qu’aucun des homcmorphismes Wi n'est nul, é;?;) = GO[A"|A,S) gst
un groupe fini engendré par les &éléments [A[g;].

La fin résulte de ce que :

[Ar/m:y ¢ a/m] = [A7/my, < A/m]

Corollaire 3.5 : Si 1'annsau A vérifis les hypothéses de la proposition 3.4,

gt si les corps résiduels A[@i de A sont algébrigquement clos, on a :

G (A} = 7
Q

C'est 1z cas, en particulier. si A est 1’anneau local en un point
d'une courbe algébrique définie sur un corps algébriquement clos, ou le
complété d’un tel anneau ; si le corps de base n'est pas algébriquement clos,

ce n'est pas forcément vérifié (cf. exemple 3.6).

Démonstration : Pour tout idéal m" de A", A"/m” est une extension algébrique

de @/h"{} A, donc A"/m" = ﬁ/ﬁ"rﬁ A 3 1'homomorphisme G_(A”,S) —* G_(A,S)
— /= - o 0
sst surjectif, et 1'on a :

/‘J ”n E ) (g - 0
G (A) = G (A" A) = G_(A"|A,5) = O.



_']3_

Exempls 3.6 : Pour A = dELéLi%—)(X yy OU A =R 2X,Y s-onab = Zx 22
(x“eySy (X° + Y9 ©

Proposition 3.7 : Pour tout groupe commutatif fini G, et tout sntier p non

nul, i1 existe un annseu A noethérien, semi-loceal de dimension 1 tel gus

6 (A) = Z° x G
[}

Démonstraticn : G peut se décomposer sn un produit de r groupes cycliques

G = @/h12 XeoeX ZVEPZ

d’ordres Nysreees e Soit k un corps ayant au moins r© €léments ; soit
n

K= k(X,...X_), et pour tout i (1gigr) soit K, = k(X ,...X i,.
1 r i 1 i

llx ).
T

Alors on a [k : K{l = ng. Soient Bpsree 8, T élémants distincts de k.

Soit T le complémentaire dans K[i] de la réunion des idéaux premiers [Y-ail
(1¢i¢r) et soit A} = T7K[V] .

Soit A1 le scus=-anneau de Aa formé des éléments P(Y]) tels que P(ai)GE Ki

(1<igr). Alors A, vérifie la proposition pour p = 1. En effet A} est la

1 1

cl8ture intégrale de A Aa étant un A,-module de type fini peut jouer en

1° 1
méme temps le rdéle du-A' et du A” de le proposition 2.4, Soit S = A1 - {o}.

On a :

G (A,.S) = A 6 (A,/(¥=a,3) 5 6_(A,8) = 1L G A2/(¥-a,2)

1 igigr 1<1gr

et
G (A} A,.S) = 1_LL o,z

1
gigr

= ' - [ - o = v AV P
avec py [A1/(Y gi]A1 : A1/(Y ai]A;] K : K,) n, ;3 d'od, A1 vérifiant

i i
les hypothéses de la propcsition 2.4 :

R

GO[A%IA1) = GD(A'QA,SJ G

Pour p > 1, on peut prendre pour A [ZSispi un anneau de valuation discréte,

i

1'anneau qui vient d’'8tre construit et A = A +...+A .

par exemple, pour A 1 B

1

On a elors :

n
G, (A) = 121 6_(A,) = 2 x 6.



[4]
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