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AUTOUR DU THEOREME DE L'ELEMENT PRIMITIF

par

Bernard ALFONSI

Tous les anneaux sont commutatifs et poss&dent un élément unité.

Un homomorphisme d'anneaux f : A —> B est tel que (1) = 1.

Si A — B est uneA-algébre, on désigne par IB (ou I lorsqu'il n'y
a pas d'ambiguité), le noyau de 1’'homomorphisme canonique p : Ei@% B—* B

défini par p{x ® y) = xy, et par QB/ le B-module des différentielles IB/IS.
A

On se propose, dans ce qui suit, de carsctériser le nombre de géné-
rateurs d'une A-algébre finie B en fonction du nombre de générateurs du
B-module Qaﬂl
Je tiens & remercier Daniel FERRAND, sans 1'aide et les conseils

de qui ce travail n'aurait pes wvu le jour.

§°1. LE RESULTAT PRINCIPAL.

Théoréme 1. Soient A un anneau semi-local, B une A-algébre finie. Supposons
que A soit 2 corps résiduels infinis, ou que pour tout idéal maximal m de A,
11 existe au plus dsux idéaux maximaux de B au-dessus de M.

Alors, B est une A-alg@bre engendrée par moins de n éléments si et

seulement si Qa/ gst un B-module engendré par moins de n élémepts.
A

Preuve : Le théoréme résultera de la proposition suivante :



Proposition 1. Soient K un corps, B une k-algebre finie. On suppose gue k est

infini, ou gue B possede au plus deux idéaux maximaux. Alors, B est une k-

algebre monogéne si et seulement si QB/k est un B-module monogéne.

Preuve de la proposition :

Lemme 1., Soient A un anneau, I un idéal de typs fini de A, contenu dans tous
les idéaux maximaux de A, sauf au plus un nombre fini m,‘,...,mr s p i I — I/Iz
la surjection caenonique, et Yqorensy, un systéme génératsur de.I/Iz. Aleors, il
existe un systéme générateur, XgsooesXe de I tel que p(xi] = y; pour tout

i=1,...,n.

En effet, 1'homomorphisme A —> A/7 X A/m X nse X A/m est surjec-
1 r

tif ; 11 en est donc de méme de l'application obtenue par tensorisation :

mI

I — I/ 5 x 1 X ve. X I/
12 /m11 )

Comme I/m.I = I/m.rlI = A/m. ’ I/m.I gst monogéne ; soit zj un générateur.
J J J J
I1 existe des é€léments Xi € I, tels que, par l'application surjec-

tive considéré plus haut, 1’'imege de X4 soit (y1, 21,...,zr), et pour i > 1,

1'image de X4 soit (yi, 0,...,0). Pour voir que les Xy egngendrent I, on peut

supposer A local, d’'idéal maximal m : si m est distinct de 1l'un des mj s

R . - . . .
il contient I , [I/ij)m 0, et les y; engendrant (Im/I%), il résulte de
Nakayama que les x5 engendrent Im ; sim = mj ;
(I/Isz' =0 = (I/m I]m. si K #J: zj egngendrant (I/m.I]m . 11
J k™ 7 vl
en résulte encore que xj engendre Imj C.Q.F.D.

Lemme 2. Soient A un anneau, I un idéal monogéne de A. Pour que x € I engendre
I, il faut st il suffit que, pour tout idéal maximal m de A tel gque I # mI,

on ait x & ml.



Ce n'est gu'une traduction de Nakayama : cela revient & dire que

x engendre I modulo MI, pour tout idéal maximal m de A.

Lemme 3. Scient k un corps, E un k—-espace vectoriel de dimension finis,
[Fi)i¢51 une famille de sous-espaces vectoriels stricts de E formant un
recouvrement de E.

Alors Card (I) > 1 + Card (k).
Czala résulte immédiatement de fﬂ {(Chep. 1II. § 7, ex. 5].

Lemme 4. Soisnt k un corps, B une k-algeébre finie, le noyau de 1'homaomor-
phisme canonique p : B(SL B —> B. On suppose gue k est infini, ou gque B
posséde au plus deux idéaux maximaux.

Alors, si I -est monogéne, il existe x e B tel que 1T ®x - Q 1

engendre I.

Prewve :-Spit V.le k-espace vectoriel engendré par les 1® a2 - x &1, ol £€B

L__) mIAV) #V, car sinon, vu les hypothéses sur k ou B, il exis-
mi # I terait, d'aprés le lemme 3, un idéal maximal m de

El&kB. tel que V. = mI AV et que mI # I, dod VemI, ce qui impliguerait que

I cml, puisgue V sngendre 1idéal I ; d’'ol la contradiction.

Nous pouveons maintenant démontrer la proposition 1 : d'aprés les
lammes 1 et 4, 11 existc x €B tel gue 1 ®x - @ 1 engendre lidéal I.
Soit C = kEﬁ] la sous k-algeébre de B engendrée par x, et considérons'le

diagramme cocartésien

c® cC——> B® B
k K
P q
Y

c >B@® B



1@x - x2&® 1 engendre J = Ker p, donc aussi Ker g, d’ol Ker g = I, et donc

B® B —> B.
C
Or, on a une suite B‘"““: B(XE B —-> B, o0 les composés sont

1'identité ; chacune des fléches B ; B &% B est donc un isomorphisme.
Ceci étant, la suite exacte de C-modules :

0 > C > B > B/g —> O

donne, par tensorisation avec B au-dessus de C, la suite esxacte :
B—> B® B—> B8/Q® B—> 0O
d'ol C c
B/C @C B = 0.
C —> B étant fini, on a : g = SuppC(B/C ng = SuppC(B/leisuppC[B] 3

comme SuppC(B/C] C_SuppC(B]. on a SuppC(B/C) = @, donc B/C =0, i.e. B=C.

Remarque. Si Kk est fini, on ne peut supprimer 1'hypothése sur B, comme 1le

montre 1l'exemple suivant : k = BE ; B o= BZ X HE , n'est pas monogene.

Proposition 2. Soient A un enneau semi-local, 3 une A-alggébre finie. Suppo-

sons que A soit & corps résiduels infinis, ou que pour tout idéal maximal m
de A, 1l existe au plus deux idé@aux maximaux de B au-dessus de m .
Alors, pour que B soit une A-algébre monogéne, il faut et 11

suffit que QB/ soit un B-module monogeéne,
A

Preuve : Pour tout idéal maximal m de A, @ ast un B/mB—module

B/mB/ A/m

monogéne ; By gst donc une A4h—algébre monogene d'aprés la proposition 1.

m8

' l B/ est donc une I | Ay -algébre monogéne [ﬁ].

m € Max(A) mB m € Max(A) ™
n . 4V}
or | l B/mg = B ® [ ] Al = B®, A/Radcay - st
m & Max (A) A meMax(A)

Nakayama montre une fois de plus que B est monogene.
£.Q.F.D.



Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme : on

peut toujours se ramener au cas ol A est un ccrps k.

’ N R
D'autre part. pour m & Spec(B], 95/k @E qm > Qan/k 3 comme qﬂ

est une k-algébre finie, puisgue facteur direct de B, si 1'on suppose le

théoreme démontré pour une k-algdbre finie et locale, on sait que

B~;2—> ‘ l 8

m € Spec(B)
sera engendré par moins de n éléments si k est in?ihi [[4]). 51 k est fini,
et si B posséde deux idéaux maximaux, soient (a1,...,an) {resp. [b1,...,bn)]
un systéme générateur de la k-algebre B

(resp. 82]. ot 81 et B, désignent

1 2
" .

les deux composants locaux de B. B — 81 X 82 est une k[é1] X k[éz] -
algébre engendrée par moins de n-1 2léments, et la proposition 1 montre que
k[é{] X k[aZ] est monogéne, puisqu'slle n’a gqua deux idéaux maximaux. Il

résulte alors de Ei} gue B est engendrée sur k par moins de n éléments. On

peut donc supposer que B sst locale.

Dans ce cas, comme d(B) est un systéme générateur de O , on

B/K

peut en extraire un systéme minimal de générateurs (Nakayama...) ;

I1 existe donc x resaa X dans B tels guse dx,],...,dxn engendrent

1
QB/k' Posons A = k[}1,...,xn_1 . La suite exacte
NP o S — —_—
Gk B, B gy 7> Uy > 0

montre que QB/A est engendré par un €l8ment, 1'image de dxn dans 2 donc

B/A ’
que B est une A-algébre monogéns : B = A[ﬁl. d'ot B = k[ﬁ1....,xn_1.ﬁ].

€.Q.F.D.



§ 2. CAS DES CORPS RESIDUELS FINIS.

On peut améliorer les résultats précédents, en remplagant 1'hypo-
thése faite sur la A-algeébre B par des hypothéses sur les cardinaux des corps
résiduels de A :

Proposition 3. Soient A un anneau semi-local, Ki s3s corps résiduels, B une

A-algebre finie, n

= rg (B® Kk.,). Si, pour tout i, on a :
i kl A 1

card (k,) > n,(n,=1]),
i i i
les conditions suivantes sont égquivalentes :

(i) QB/A est un B-module monogéne ;

{ii) B est une A-algébre monogéne.

Preuve : Comme dans le cas de la proposition 2, il suffit de faire la démons-
tration lorsque A est un corps k. B se décompose alors en composants locaux

51....,Bp. D'apreés la proposition 1, chaque B, est monogene :

J

B, —> k[x]/ ; soit vy = deg (Fj] (3=1,....p) ;

J [Fj]

On suppose que ry STy 2 aes f_rp. D’aprés [ﬁ] {(prop. 3], si

2

card k > (r, + ... + T___,)J r_ , B est monogéne. Or
1 p=1” 'p

n.=rg B = E T, ;
k R 3
J=1

d'autre part, 1 j_rp < n, donc :
(r,+...+r_ _)Jr_=(n-r)r_ < (nh-1kn,
1 p pT P —

d’'ol le résultat en vertu de 1l'hypothése faite sur card (k).

Corollaire. Sous les mémes hypothéses, les conditions suivantes sont &qui-

valentes :

(1) QB est un B~module engendré par moins de n &léments ;

/A

(ii} B est une A-algdébre engendrée par mcins de n &léments.



On peut supposer gque A est un corps k. D’aprés le théoréme 1, chaque compo-

sant local Bj de B est engendré par moins de n éléments, soit

Bj = Kk [}1,j racas Xn-1,j]‘;

désignons par Cj la sous k-algeébre k [%1,j sases xn_1’5] . jg1 Cj est
engendré par moins de n-1 éléments (récurrencel, et ? Bj estvune S\CJ -
algébre monogéne (prop. 3), donc 1 Bj LN B est bien engendrée sur k par
moins de n élémenfs. !
C.Q.F.D.
§ 3. GLOBALISATION.
Le théoréme 1 édmet la forme globale suivante :

Théoréme 2. Soit A ——> B une A-algébre finie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) I1 existe une A-algébre A’ telle que Spec (A') —> Spec (A) soit

étale et surjectif et telle que B' = A’ Q%\ B soit une A'-algebre

engendrée par n €léments.

i1) I1 existe une B-algébre C telle que Spec (C) —> Spec (B) soit
étale et surjectif et tells que QC/A soit un C-module engendré-
par n éléments.
iii) Pour tout idéal premier g de B, QB /A gst un Bq-module engendré
par n éléments. )
Preuve : 1) ==> ii) Il suffit de prendre pour C la B-algébre étale B' et

d’utiliser l'exactitude de la suite

= U —— — 50
0= 8 /n®,, B > Qgiyp T Sgope T
ii) ==> iii) Comme B —> C est étale, on a un isomorphisme

Ay
A/ €, C— %/p



Soit 4 un idéel premier de C tel que g = B N A, On a un isomor-

phisme :

Q Q C, > Q
B,/A By % C,p/h

donc

rgk(q] [QB/A 8% kigl)) = - [QB/A‘XE k{2)) < n

et on conclut par Nakayama.

A

1ii1) === 1) On peut supposer que A est local strictement bensé-
lien, puis par Nakayama, que A est un corps k séparablement clos, donc

infini ; B est alors isomorphe au produit de ses composants locaux Bi et

1'hypothése iii) dit que pour tout i, @ est engendré par n éléments.

By /K

Donc, QB/k est un B-module engendré par n €léments et le théoréme 1 permet

de conclure puisque k est infini.

§ 4. CONTRE-EXEMPLES.

On ne peut espérer améliorer les résultats du § 1 dans le cas

général

Contre-Exemple 1 : Il existe un anneau principal A, une A-algébre finie et

libre B, telle que Q5/a soit monogéne, mais que B ne soit pas monogéne.
Soient k un corps infini de caractéristigue o, non algébriquemgnt clos ;

A = k[{] ;5 p, g deux polyndmes irréductibles tels que deg(p) - degfq)%éc:
(mod3) ; K = k(X) ; L le corps cubiqueﬁ[g], ol u3 = p2q [T3 - p2q gst irré-

ductible par le critére d'Eisentein) ; v = pg/u ; B = A + Au + Av ;

A' 1'anneau des entiers de L ; montrons que A' = B :

~ - 3 2
i) On vérifie aisément que le polyndme minimal de v sur K est T - pg ', que
v2 = qu, et u2 = pv ; enfin, que B sst un sous-anneau de A', et un A-module

libre de rang 3, dont (1,u,v) est une base (sinon le polyndme minimal de u

serait de degré < 2J.



ii) A' = B + gA' : il faut montrer gue 1'homomorphisme canonique :

N, ’ | P ’ .
B/qB > A /qA' est surjectif ; or B/qB et A /qA’ sont des A/qA -espaces

vectoriels de dimension 3 ;'il suffit donc de montrer que cet homomorphisme

est injectif, i.e. que gqA’ N B = gB. Soient ¢ un idéal premier de A' conte-
nant gA', et a+bu+cveggA'NnB ; comme u3 et v3 sont dans gA'. donc dans q,u
et v appartiennent 8 ¢ N B, et a € ( N BN A = gA ; 11 faut donc montrer

que bu + cv € gB.

Or, bu + cv € gA'N B = ulbu + cv) = bu2 + cpq € gA'NB = bu2 = gx

avec X € A'. Prenant la norme des deux membres, on a :
b3p%a)? = g5 Nix)

3 4
8]

b q N(x)
Comme p et g sont étrangers dans A, on en tire baqu d'olt bedgA.
On montrerait de méme que c € gA.

De fagon analogue, on a A' = B + pA', d'c A' =B + pgA’'.

i1i) Soit x = a2 + bu + cv (a, b, ¢ € K) un entier de L. Tr(X) = 3a € A, d'ol
a €A : Trlvx) = 3 bpg € A, d'oll bpg € A ; de méme cpq € A, d’'ol pgx € B, et

donc pgA' € B, ce gqui montre que A' = B.

iv) B n’est pas monogens : pour le voir, calculons les discriminants-:

"

a+bu+cveB, on a :

22 (% - 3p)?

D[1.u,v)V= (p2q2] s si x

D[1.X.x2)
. . 3 3
Pour que x soit un générateur, il faut ([ﬁ}. chap. V) que b g-cp
soit inversible, ce qui implique que 3 deg(b) + deglg) = 3 deglc) + degl(p)

danc que 3 divise deg(p) - deg(q), ce qui est impossible vu les hypothéses.

vl @ est un B-module monogéne d'aprds le résultat suivant :

B/A
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Proposition 4. Soient A un anneau de Dedekind tel que, pour tout idéal maxi-

mal m.de A, A/m soit un corps parfait, st B la cléture intégrale de A dans

une extension finie séparable de son corps des fractions. Alors § est

B/A

monogene.

Preuve : Soient K le corps des fractions de A, L celui de B. Comme K —> L

est séparable, QB/A(g% K =0 ; considéré comme A-module, QB/A a donc un

support fini {m1...,,mr} d'idéaux maximaux de A. Posons E = QB/A' L'applica~-
n N

tion : E~—> I E étant bijective, il suffit de voir que chaque E est
i=1 my my

un Bmi-module moncgéne, et on peut denc supposer gque A est de valuation
discrete.

Soient alers A' un hensélisé de A, B' = B &% A’ ; E étant un A-
module de torsion, une puissance md de 1'idéal maximal de A annule E, et
comme.A/m.d —> A'/mdA, est un iscmorphisme ([ﬁ] chap. VIII), il en est de
méme de £ —> E xA A' = E' AN QB'/A" I1 suffit donc de montrer que E'’

est un B'-module monogene.

Or B étant normal, et A' une A-alggbre locale ind-étale, B' est
normal ([5] chap. VIII) ; de plus. dim B' = dim A’ = 1 ; on en déduit que
chaque composant local Bi gg B' est un anneau QQ valuation discréte [[2], 1,
prop. 11). En outre, il suffit de montrer que chéque facteur Ei du module
des différentielles est un Bi—module monogene. Finalement, on peut donc
supposer que A et B sont des anneaux de valuation discréte ; scit n 1'idéal
maximal de B. On a la suite exacte

n/n? —> Q_B/A @B KH—> 8, —> 0

ol k et k' sont les corps résiduels de A et B respectivement ; o]

ok ”

> k' est séparable par hypothése ; comme B est de valuation

puisque Kk
discréte, n est un B-module monogéne, d’ol le résultat.

C.4.F.0.
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On peut se demander si le résultet du § 1 psut se généraliser a un
anneau non nécessairement semi-local, sous la forme suivants

"si IB est monogéne, zlors B est une A-algébre monogéne”.

Ceci impliquerait en particulier qu'une algébre finie et nette
est monogene ; de méme, si A —> B est fini radiciel, et si QB/ est mono-

A

géne, B serait moncgene, puisque I_ étant nilpot=nt, il serait monogéne.

B
Voici donc :

Contre-Exemple 2 : Il existe un anneau principal A et une A-algébre finie,

libre et étale qui n'est pas monogéne.

Soient k un ccrps de caractéristique 3 ; F ¢ k[X,V] le polyntme
X2 -Y (Y2 ~1) ;A= k[x] ; B = k[X,f]/}F] ; x et y les images de X et Y
dans B. B est l'anneau d'une cubique passant par l'origine 0O ; on pose I
I = div (0). On sait (E{l, chap. VI) gue I est un idéal de B gui est loca-
lement principal, mais -non principal, et que 12 est principal ; il existe

donc {(loc. cit. prop. 2) sur le B-module C = B ® I une structure de B-

algébreg finie étale ; A étant principal, C est en outre un A-module libre.

J'autre part, Q gst le B-module engendré par dY, avec la rela-

B/A
tion F; dY = dY = 0 (car k=3). B est donc une A-algeébre finie étale, et par
transitivité, il en est de méme de C.

C n’est pas une A-algébre monogéne car ce n'est pas une B-algeébre

monogéne : en effet, C est un B-module localement libra de rang 2 ; si €

: N
était monogéne, ce serait un B-module libre, et on aurait C —> BZ, donc

2 2
A C s (8%) s B,

n p g
Comme A (EPF) —> P (NEYQ® (AF), on a aussi :
p + q = n
2 ne 1 1 [\¥] . N
AAC—>AB ® AI —>1I, et I serait monogene.
B
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Remargues.
(i) Nous n'avons pas réussi a trouver de contre-exemple en caractéristique

0, ce qui conserve l'intérdt du premier contre-exemple ;

(i1} Si 1'on suppose, dans le second contre-exemple, que car k=o, on obtient
toujours gque C est une B-algébre étale non monogéne ; en cutre, dans ce
cas, B sst un anneau de Dedekind, car la courbe d'équation xz— y(y2~ 1)
n’a pas de pcint singulier. D'ol un contre-exemple avec un annsau de

Dedekind, en caractéristique résiduelle O.

§ 5. UNE APPLICATION.

Lemme. Solent A un anneau intégre, B une A-algebre plate. Si M est A-module

sans torsion, M @% B est un B-module sans tersion.

~

Par passage & la limite inductive, on peut supposer que M est de
type fini. M est alors un scus-module d'un A-module libre de type fini L :
1'hypothése de platitude entraine que M @% B est un sous-module du B-module

libre L& B, d'ocld le résultat.
A

Proposition 5. Soient un anneau qui est un produit fini d'’anneaux intégres

gt intégralement clos, 8 une A-algébre finie sans torsion.
Alcrs, si QB/A est un B-module ponctuellement monogeéne, B est un

A-module projsctif.

Preuve : Il est clair qu’on peut supposer A intégre et intégralement clos,
toutes les propriétés se vérifiant sur chaque composante. Dans ce cas, il
suffit [[3]] de mentrer que A -+ B est plat ; pour cela, on peut, d'aprés le
lemme, supposer A local st hensélien. Pour tout idéal maximal m de B, Bm est

alors une A-algébre finie monogéne, et on peut supposer B locale.
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Soient x un générateur de B, K le corps des fractions de A, F ls
polyndme minimal de x sur K ; comme A est intégralsment clos, F € A [X] H

posons C = A [XL/(F) » I =Ker (C -+ B). On a un diagramme commutatif ds

suites exactes :

0 > I > i > B > Q
0 — I8 K >C8 K > B3 K > 0

Comme I® K = 0, I =0 et B est libre sur A.

A €.Q.F.D.
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