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LES FAMILLES LIBRES MAXIMALES D’UN MODULE ONT-ELLES MEME CARDINAL ?

par

Michel LAZARUS

1. Généralités
Le théoréme de la dimension pour les espaces vectoriels []] psut
s’exprimer ainsi : toutes les familles libres meximales d'un espace vec-
toriel ontméme cardinal. Soit maintenant A un annsau et M un A-module.
Rappelons qu’une partie S de M est dite 1libre si toute égelité ds la forme
zb A .s =0, ot S' est une partie finie de S, entralns lgs &galités
s€s’

As =0, Vs e8'. ¢ est une partie libre de M. Ce peut Stre la seule (dans

le Z-moduls Z/(2) p.s.).

1.1. Les parties libres de M forment un sous-ensemble inductif, pour 1'in-

clusion, de PiM). Soit ﬂf une famille totalement adonné de partiss librss

deMet T= U, S. T est une partis libre car si -Z At =.0, ot
5 ot
Se teT
T'C 7T est finle, on a 7' € S pour S e Eﬁ; st, S étant libre, At =0
vteT.

Le théoréme de.Zorn et (1.1) justifient le titre.

Nous disons qu'un A-module M vérifie la propriété (P) si toutes les fa-
milles libres maximales de M ont mdme cardinal. Dans la suite, A sers tou-
jours supposé commutatif et unitaire. Rappelons que toutes lss bases d'un

module libre M ont méme cardinal [{] que nous noterons dim M.



Si S est une partie libre de M, nous désignerons par L(S) le sous-module

libre de M engendré par S ; on a dim L(S) = card S. Enfin remarquons que

pour qu'unc partie libre S de M soit maximele, il faut et il auffit que
VxeM A A0: A xe L(S).

Soient [x1....xp] das éléments de A". Nous appellerons mineurs d'ordre p

du systéme [x1,...xp) les mineurs d'ordre p de la matrice n x p dont les

colonnes sont las coordonnées, dans la base canoniqus de An, des X

Si 1« 11 <enaf ip £ n, le mineur d'ordrs p correspondant sera noté

11<lll<1
A P,

1.2, Tout systdme libre de A" a &u plus n &léments.
Scit S un systéme libre de p éléments de A". On a L{S)<—> A", d’od

AP L(s) S AP A", comme APL(S) % A, on a APA" # 0, donc p < n ([2]).

1.3. Soit x # (a1....an] € A", Dire que {x} est une partie libre, c'est
dire que Ann(Z(ai)] = 0.

En effet, Ann(Z[ai]] = N Ann a, et dira que {x} est libre, u¢'sst dire qu'il

i

n'existe pas de A non nul tel que \a, =0 Vi
i1<..-<i
' i, <.se
|

Dire que (x1,...xp] est librs, c‘est dire . que x, A...A xp e APA" est libre

1

[2]. Mais les coordonnées de x, A...A xp par rapport & la base cancnigque de

n i1<...<i 1
APA" sont 1as A P, D'ob le résultat d’aprés 1.3.

Soit @: A" —» A" ; alors [2] il existe ¥ : A" —> A" telle qus

Yy =yP=-detVI ; par suite det ‘?.An < Im'P.

1.5, Soit [21,...an un systéme libre de A'. Alors il existe d € A, non

diviseur de O, tel gque dA" ¢ L[x1‘.'...><r"].



soit ¥: A" — A" telle que Yle,) = x; (e, = base canonigue de A"y,

i
d = det¥ est la déterminant du systame (x1.---xn). Comme ce systdme est
libre, d est régulier (1.4), ot on a dA" < ImY = L(x1....xn).

Rappulons le @

Lamme d'évitement : Soient p1...,pn des idéaux premiers de A et L un A~
' n
module libre. Alors si M est un sous-module de L, inclus dans U p1 L,
i=1
il existe 1 tel que M C piL.

On observe d'abord que si p ¢ A, x € pL est équivalant a :
toutes les coordonnées de x (par rapport a une base de L) sont dans p ;
puis si p est premier que ax € pL <==> x € pL au a g p.

Ceci dit si MCZE) P; L. on peut supposer que iFj = Py ¢'pJ. SimM¢g PyL

1=1

pour tout i, soit x, € M\piL et a, € {W P \\pi (qui exists puisque pi ést

1 I
premisr et j#i => pj<¢ pi]. Alors Zai x; € M, donc Zui x5 € ij pour un j ;
mais i7j) = @, X4 € pJL. et on en déduit que aJ xJ € pJL. ce qui est con-

tradictoire puisque x, & Leta » Donc i:Mc L.
Remarque. Si L = A, M aest un idéal de A.

1.6. Soit S la pertie multiplicative formée des €léments réguliers de A.

Si M est un A-module, il est immédiat de ‘dire que M vérifie (P), c'sst dire

que S—1M vérifie, comme S-1A-m0dule, la propriéte (P).

1.7. Solent A ,...An des anneaux et M un A,

—_— 1

1 XeoeX An'MdUIQ. Alors

M=M X.oeX Mn ou M

1 est un Ai—module. l1a multiplication externe étant

i

donnée par
(a1....an)(N1,...Mn] = [a1M1,....anMn].

On voit tout de suite que "M vérifie (P)” est équivalent 3 "Il existe 1 tel

que Mi vérifie (P}, et si C est le cardinal d’un systdme libre maximal de



Mi, tous les systémes libres maximaux d'un M, ont un cardinal 2 C".

J

En particulicer, si tous las M, vérifient (P}, il en est de médme de M.

i

Enfin, dire qus tout A, x...x An—module vérifie (P}, c'est dire quc pour

1

tout 1, tout A‘-mnduln verifie (P).

2. Exemples de moduless vérifiant (P)

2.1, Soit M un A-module libre de dimension infinie. Alors M vérifie (P).
Soient B une base de M et S un systéme libre maximal de M. Tout s € S peut
s'écrire s = z Az.b od Bs est uns partis finie ds B. On définit ainsi
une applicatig:iss de S dans l'ensembls ff;(BJ des parties finies de B

tellse qua ‘P(s) = Bs'

- U Y(s) = B. Sinon, soit b’ n'appartenant pas & cette réunion ; alors
SE€S
su{b’} est libre : si ab' + ) a_.s = 0, on en déduit

s €S’ s
ab’' + T o A2b =0,
SES' S S
b el B
s €5’

d'oll o« = 0 puisgue B est libre, et anfin a, 0 V s € S' puisqua S ast
libre. Et S ne serait pas maximale.
B étant infini et les Y(s) finis, un raisonnement élémentaire de théoric

des ensembles montre alors que card B <€ card ‘P(S) € card S.

- card B > card S. Supposons an effet card B < card S. Comme B est infini,

P
°F

B'e ff;(B] tel que “P-1(B'] soit infini. Ceci signifie que tout s & %f4(8')

on a card B = card ffL(B), d'ol card {B) < card S. Il existeraii donc

s'écrit Z Az.b et @n particulier le module libre de rang fini L(B')
beB'
contiendrait le systéme libre infini 4 1[B']. ce qui est impossible (1.2.)

En conclusion, card S = card B ne dépend pésvde S.



Si A gst un corps, tout A-module vérifie la propriété (P).

Voicl un autre cas :

2.2. Soit A un ennsau réduit tel que Min A soit fini. Alors tout A-medule
vérific (P).

D'aprés (1.6}, 11 suffit ds le montrer pour l'anneau total des frac-

tions ds A. Soit A' = S_1A cat anneau. Comme A est réduit, S =‘: U p et
commg MinA est fini, le lemms q'éVitement,mnnfre que rHnd

MaxA' = MinA' = {p;....pé} est fini.
Al —> i;1 A'/pi est donc un isomorphisme entre A' et un produit fini de

corps ; et la résultat découle de 1.7.

2.3. Soit A un anneau intégre ou un anneau noethérien réduit, alors tout
A-module vérific . (P).

Ceci résulte directement de (2.2).

Remarque 2.4. Min A est un sous-espace topologique séparé ds SpecA.

Y. QUENTEL a construit [[S]J un anneau réduit, & spectrs minimal compact,
dans lequel il existe un idéal de typs fini, fideéle, ne contenant aucun
€lément réguliser. De plus [[5]. prop. 8), on peut supposef cet annwau local,

car le spgctre minimal de S‘1A est ferm® dans le spectre minimal de A.

Soient A cet anneau et I = [aq,...an] un idéal de typs fini, fi-
dele, sans éléments libres. Soient [81....9n] la base canonique de A" ot
x =z a; &y X est un élément libre de A" (1.3). Soit~{x.x2

tame libre maximal de A". Montrons que p < n. Sinon (1.4 avec p = n) le dé-

ssseX_ ) UM SYS~
5 y

terminant du systéme (x,xz,...xn) serait non diviseur de O. Or ce détermi-
nant, dont la premiére colonne est (31,...an). est un élément de I, ce qui
gst par hypothése contradictoire.

Il y a donc dans A un systéme libre meximal de cardinal p < n.



Romarque 2.5. Voici un exemple d’annuau dont le spectre wst réduit a un
point et d'un module possédant un systéme libre maximal de un élément et
un systéms libre infini.
Soit A - h.l)«”]” o/ (X(an)z (k = corps). A est une k-olycbro locole de
-— — — )
base (1,X ,eeeX ,vaa). Son radical ast m = (X _,e0eX ,ees) et w = 0,
ol n o n

définie par Y (Z a; X;) = (a X sevesa X oeidds

Soit ¥ : M —> AN

¥ est A-linéaire et injective. Considérons la suite exacte

A(IN] — M —>

D--—->m—-\y—>Ax T

ol ¥(x) = (x, Y(x)).
Il est clair que HIDx/\uN] at nleO sont injectives. Donc M posséde un sys-

téme libre infini, image par II d'unc bass de A[lN]

. Montrons que {II(1,0)},
qui est libre, est maximal. Soit T(x,yl e M ; on a —)Zo.y e Imvy.
Soit —)?O.y = $(2), z em D'ob X_.0x,y) = (2, \P(2)) + (X .x-2)(1,0) et

?O.H(x,y] = (Yo.x—z) n{1,0) avec 70 #0 ; {0(1,0)} est donc bien maximal.

3. Cas des anneaux noethéricns

Dans tout ce numéro, A sz2ra un anncau ncethérien.

Rappelons d’abord [EH gu'on désigne par AssA 1'enscemble des idéesux
premiers de A gui sQnt aussi 1'annuleteur d'un &élément de A. AssA e¢st fini
et contient lus idéaux premiers minimaux ce A. L’ensemble des diviseurs de

0 de A est 1la réunion des idénux de AssA.

3.1. Soit I un idéal de A. Annl # 0 <==>Jdpe Assh : IC p .
Si AnnI # 0, tout élément de I wst diviseur de 0 ; donc I<c LUJ p
p € Assh
et, d'aprés le lemme d'évitement, Icp pour un p . Réciproquement, si

Ic p, ol p € AssA, on a p = Annx pour un X nécessairament non nul ; on a

xI = 0, d'old AnnI # G.



3.2. Soit M Cc A". On suppose que V x € M, Annx # 0. Alors AnnM ¥ O.

Six = [a1....anl € M 11 exists donc un A # 0 tsl que Aai =0 Vvi.
Donc Ann [Ztai)) ¥ D et, d'eprés (3.1), 11 existe p € AssA tel que Ztai)
t(ail cp, d'od x € pAn. Ainsi M C Uplf’et, d'aprés le lemme d'évitement,

M C.pAn pour un p. p = Annx pour un x non nul qui appartient a AnnM.

3.3. Soit (x1....xp) un systéme libre do A", si p<n, 3><1(x1,...xp,x]

soit libre.

1,€...<1
Soit A 1 les mineurs d’'ordre p du systéme (x1;...xp].

Si x = [a1,...an). les mineurs d'ordre p+1 £ n du systéme (x1,.,.xp,x)

sont, au signe prés,

~
1, wee i p+1 1,<00 <1, €0au<i
Ax1‘ P L Z (-1]h a5 Al k p*1
k=1
Fa . . . p+1
(ik signifiant qu'on O6te 1'indice ik] s ils sont au nombre de Cn = N,
Soit ¥: A" —> AN 1’application A-linéaire telle que
1,<00.<d
@(x) = (Ax1 p”)'i et M= Im'p.

1<Ill<ip+1

- AnnM = 0. Sinon, soit A € AnnM et A ¥ 0. Pour toute suite i1<...<1p,

soit 1 tel que 1 # ik Vk. Alors

i1<lli<i<l.l<i i1<ll<£<'l<i i <ll<i
APle,) =0 => 1A P = 424 P

Mais alors [x1....xp) ns serait pas iibre (1.4).

- D'aprés (3.2), il existe donc x € A" tel qus Ann P(x) = 0, ca qui exprimc

qus (x1,...xp.x] est libre.

3.4. Scit A un anneau nogthéricn et L un A-module libre. Alors toutes les
familles libres maximales de L on?,pour cardinal diml.

Le résultat est connu si dim. ast infinie (2.1). Si L = A", on a
dimL = n ; soit (x1....xp] un systdme libre maximal de L. p € n {(1.2) et

p < n est impossible (3.3), d'old p = n.



Remargue 3.5. Soit A un anneau noethérien dans lequel tout &€lément régulicr
ust inversible (par exemple un annaeau artinien, ou 1’anneau total des frac-
tions d'un anneau nocthérien). Alors les bases de A" sont les systeémes
1ibres maximaux e A. in effot si (x1,...xp] est un systemu librou maximal
de A", on a p =n (3,4} vt i1 existe d non diviseur de 0O tel que

A" < L(x1...,xn] (1.5). Mais per hypothése, d est inversible, donc

A" = L(X, s0eaX Ja
1 n

3.6. Soit M C A", Alors M posséde la propriété (P},

Quitte & se placer sur l'anneau totol des fractions da A (1.6), on
paut supposer que tout &l1ément régulier de A est inversible.

Soient [xa....xp) et [y1....yq] deux systémes libres maximaux de M.
I1 existe Xp+1""xn et yQ+1....yn tels que (x1....xn] et (y1....ynJ soient

des bases dg A" {3.5). Supposons enfin p < gq. On a Yy © I a,, x

i3 73’
Posons Z Z
a, = a X B, = a, x ’ N=[B »seeB )etx=2)\. B.€N;
A L R T S 1 q i

q
1'élément x' = 2 A, o+ x = g A, y., est dans M.
i=¢ 7 i=g * 7

Donc il existc X # 0 : X x' € L(x1,...xp].

' ot - < = =
D'ol A X € L(x1,...xp)lﬁ N ¢ L(x1,...xp) f\L[xp+1....xn) 0. Donc Ax = C.
D’aprés (3.2), il existe X # 0 : AN = 0.

Considércns la matrice (y1,...yn) par rapport & la base (x1,...xn].

C'est un tableau :
=8 P np

n-q

ol B cst la matrice de [81....Bq) et tous les termes de B sont annulés par

A . Comme n-g < n-p, il est clcir que X det(X) = O.


file:///m/xiim/

Mais (y1,...yn] étant un systeme libre, detX est invarsibls, d'od A = 0.

Ce qui ust contradictoirs. Donc g < p. De mEme pg get p = q. c.q.f.d.

3.7. Soit M un A-module possgdant un systéme libre infini. Alors M vérifie

(Pl
Soit T un systéme libre infini de M et S un systéme libre maximal.

Pour tout t € T, 3A_ #0 : A .t = ) a®.s ob S, € T°.(S). Cact definit
t t SES. p t F

une application $: T — fF}[S] telle t gque P(t) = S_. Supposons

t
card T > card S. Alors, T étant infini, si S est fini ou si S est infini
[et alors card QF;[S) = card S), on a card T > card EF;(S]. Donc il existe
s'e Ps) : ¥ (s') soit infind.

Comme A gst noethérien et L(S') de type fini, N = L{S’) F)L(%r1(8'))

est de type fini. Socient x raneX des générateurs de N. Ce sont des éléments,

1
en nombre fini, de L(?-1[S'J] donc JT' C $r1[S']. finie, telle que
x; € LIT') Vi, ouNcC L(T'). Soit alors t € ‘P"’(s')\r', 11 existe A # O
tel que At € L(S'), donc At € N. D'ol At € L{T'). Ce qui est contradictoire
car le systéme T'u{t} est libre.

En résumé, si T e¢st un systéme libre infini de M et S un systéma libre

maximal, on a card T £ card S. En particulier, tous les systdmes maximaux

sont infinis et on voit qu'ils ont méme cardinal.

3.8. Soit M un sous-modulc d'un module plat. Alors M yérifie (P).
Le résultat sst connu (3.7) si M posséde un systéme libre infini.
Sinon, soient [x1,...xp) a8t [y1,...yq) deux systémes libres moximaux de M,

N = (x1....x . yq,...yq). [x1,...xp) gt [y1....yq) sont encore das systémes

P
libres maximaux de N-N, de type fini sur A noethérien, est de présentation

finie ; et comme N €M, N est sous-module ¢'un module plat E.

15 E se factorise en N > ~—>E o0 L est

Donc [9] 1'injection N

libre de type fini, et j injective. D'asprés (3.8), on a donc p = g.
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4. Cas des annevaux artiniens

Comme un anncau artinien est produit d'annsaux locaux artinicns, nous sup-

posirons (1.7) due A ostoun anneau local artinien.

A1 Montrons dabord comment on pourrait construire facilument un A-modul.
ne vérifiant pas la propriété (P). Soient a,beA, non nuls, tels quu

Anna = Annb et (a) A (b) = O.

) 2 .
Scit K le sous module de A x A" engendré par (a,o,a) et (b,a,o0) et consi-
dgerons la suite uxacte

-
J > K ——> AxA° I, M —> 0.

- KN (AX0) = 0 car si A(a,0,a) +'u[b,a,u] = (m,0,0), on a pa = Aa = 0,

Comme Ann(a) Ann(b), on en déduit ub = 0, d'ol a = O.

- K N (0xA%)

L}
c

0 car si A(a,o0,a) + u(b,a,0) = (0,B,Y), on a Aa + ub

1
o]

Donc Aa,ub ¢ (a) N(b) = 0, donc Aa = ub = 0 et, comme plus haut ua =
d'ou B = vy = 0.
Denc 1) wt M)

Ax0 OxA™
libre de deux éléments. Montrons gue {H(1,0)}, qui est libre, cst meximsil.

sont injectives. En particulier, M posseéde un systame

Si M{x,y,2) € M, on a alx,y,z) = z(a,o,a) + ylb,a,a) + (ax-za-yb)(1,0,0).
D'ol a.flx,y,z) = {ox-za-yb) N(1,0) ¢t a # O par hypothése.
Donc M pessede aussi un systéme maximal de un &lément et ne vérific donc

pas (P).

4.2. Soit A un anneau local artinien. Alors leus propriétés suivantes sunt
équivalentes :
(i) Tout A-module vérifie (P)

(ii) (0) est MN-irréductible dans A.



- 11 -

(i) === (ii) Sinon soient I,JcA, non nuls, tels que I MNJ = 0. I et J sont
de longucurs finies et soient ID,J0 les premicers termes non nuls d’une suite
de Jordan-Milder de I wt J. IO et JD sont n8cessairement principaux ;

L ta) I, 0F (b) et (a) N(b) = 0,a,b # O.
Soit m = RadA. I0 et Jo' de longueur 1, sont isomorphes a A/m.

Oonc ma = mb = 0 @t comme a,b sont non nuls, Ann{a) = Ann(b) = m. Mais alors

(1) serait faux d’apres (4.1},

(ii) == (1) Soit I un idéal de A minimal parmi les id€aux non nuls.
SiJCAetJ#0, 0onalNJ#0daprés (ii) et comme INJ CI, i1y a
égalité, ce qui montre que I est minimum. Il est principal, soit I = (a)l.
Soit M un A-module. Si M posséde un systéme libre infini, il vérifie (P)
(3.7}, sinon on se ramene, comme dans la démonstration de (3.8) au cas ol M
gst de type fini. Soit S un.systeéme libre maximal de M, L = L(S).

Par hypothése, pour tout x € M, il existe A # 0 tel que Ax € L. Mais

(A} > (a), d'olt axe L, ainsi aMc L. On observe alors que dans A, Ann m={a)
(car (a) = A/m et si mx =0, x #0, on a (x) = A/met (x) D(a)).

On a donc m.{aM) = 0 ; mais, en regardant les coordonnées, dans L, des élé-
ments de aM, on voit gue ceci implique aMc al, donc en fait aM = al qui est
un A/m-module. Comme L est libre sur A, on a :

dim,L = dim al. = dim
n

e i a .
A /m A/maM qui ne dépend pas da S

Exemple 4.3. Soit A = k[X,f]/[x yj2r @-= ¥, b =Y alors on construit comme

an {4.1) un A-module ne vérifiant pes (P).
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