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MORPHISMES ENTIERS UNIVERSELLEMENT OUVERTS

par

Daniel FERRAND

Le "deuxieme théoréme de Cohen-Seidenberg” est é&tendu en un cri-
tére pour qu'un morphisme entier soit universsellement ouvert.
Une méthode natqrelle {1.3) pour démontrer ce résultat, consiste & faire ap-
paraltre lss algébres finies monoganes, qui interviennent comme des guotients
d'algébres finies librés par un nilidéal.
On montre ensuite (2.5) que l'existence, aprés un changement de bass fini,
d’'une telle factorisation caractérise les algébres finies monogénes qui sont
universellement ouvgrtes. Enfin dss exsmples (3.1) enlévent tout espoir de

généraliser cette caractérisation aux algébres finies non monogénes.

1. Retour au "Going down”

{1.1) Soit A —> B un homomorphisme d'anneaux. On dit que le morphisme
Spec(B) —> Spec(A) est génériszant (E.G.A.I1.3.8.2), si pour tout idéal pre-
mier ¢ de B, de trace p dans A, l'application'Spec[Bq] —_— Spec[Ap] gst
surjective ; en anglails, on dit que A-—=B vérifie le "going down”.

On vérifie facilement (loc. cit.) que si Spec(B) ——> Spec(A) est ouvert,

alors il est générisant.

Le célebre deuxidme théoréme de Cohen-Seigenberg apperailt donc comme un cas

‘particulier de 1'énoncé suivant :

Proposition (1.2). Soit A —> B un homomorphisme d'anneaux.

Alors SpeCiB]'*——e Spec(A) est universellement ouvert dans chacun des trois

cas suivants :



a) B est un A-module projectif de type fini.

b} A est intégralement clos, B est entier sur A et est un A-module
sans torsion.

c) I1 sxiste un groupe fini G, opérant sur la A-algébre B, pour legusl

B™ = A.

Notons que sous 1'hypothése a), 1'énoncé est un cas trés particulier d'un
théordme de Grothendieck, disant qu’'un morphisme plat localement de présen-
tation finie est universellement ouvert. Dans leur théor&me, Cohen st
Seidenbéfg se plagaient sous les hypothéses de b) ; la démonstration donnée
par Bourbaki (Alg. Comm., ch. V, parag. 2, th. 3], consiste & se ramener au
cas ol B sst intégrs et intégralement clos de corps des fractions une ex-
tension galoisienne de celui de A, ce gui est une situation analogue & c).

Nous allons esQuiSSer'une démonstration ‘unifiée pour les trois cas qui nous

semble plus clairement montrer "pourquoil ca marche”.

(1.3) On montre d'abord que pour tout t € B, il existe un‘polynome,unitaire
F e A[f] tel que F(t) = 0, 2t tel que le noyau de A[f]/(F) —> B socit un
nilidéal.

Dans le cas a), on ss raméne au cas ol B ést de rang constant, et F est
alors le polyndme caractéristique de t.

Dans le cas bl), c’est 1 polyname minimél de 1'image de t dans KaAB, ol K
est le corps des fractions de A (F est & coefficients dans A d'aprées le

lemme de Kronecker).

Dans le cas c), on prend F(T) I (T-g(t)).

gEeG
Pour vérifier que ie noyau de A[T]/(F) —> B est un nilidéal, on se raméne,
sous l'hypothése a) au cas ol A est un corps ; le noyau est alors engendré
par le polyntme minimal de t, st, d'aprés un résultat classique, une puis-

sance du polyndme minimal est un multiple du polynbme caractéristique.



Sous 1'hypothése bl}, 1le noyau est nul,

Sous 1'hypothése c¢), on fait le changement de base entier injsctif A —> B
qui fait apparaitre le polyndme F choisi comme le polynféms caractéristigue,
relativement au revétement trivial B — g 8, de 1'élément [g(t]]gé;G de

g B, ce qui raméne ay cas al.

On vérifie ensuite qus si F(T) = . an-1Tn_1 *oeetoag est un polyndme uni-
taire a coefficients dans un anneau A, et si t désigne 1l'image de T dans.

C = A[T][/(F), alors 1l'image de 1'ouvert D(t) par 1'application

Spec{C) —> Spec(A) est égale a l'ouvert&f D(ai]. Cela montre que les mar-
phismes considérés sont ouverts.

Pour veir qu'ils le sont universellsment, on peut se restreindre aux chénge—
ments de base de la forme A —> A[Xq,...,xg] ; or, dans chacun des trois cas,

les hypothéses sont conservées par de tels changements de bass.

Au vu de la démonstration qui précede, il est bien naturel de se
demander si réciproquement une algeébre finie monogéne et universellement
ouverte est isomorphe au guotient d'une algebre libre par un nilidéal ; 1'ob-
Jet du paragraphe suivant, sst de démontrer qu'une telle factorisation existe

aprés un changement de base fini (2.5]).

2. Une réciproque

~

(2.1) On appelle degré iocal d'un polyndme F & coefficients dans un annsau A

1’application de Sﬁec(A]'dans N qui associe & 1'idéal premier p le degré du

polynéme image de F dans Ap[T].

On dira que F eét localemant unitaire, si pour tout idéal premier

p, 1l'image de F dans Ap[i] est un polyndme unitaire ; le degré local de F

est alors une application localement constante.

Soit u : E —> E un sndomorphisme d'un A-module projectif de type

fini E. Le polyndme caractéristique Pc(u,T) = det(Ta1-1au) est un polyndme



localement unitaire, dont le degré local est égal au rang (local) de E.

(2.2} Si F est un polyndme localement unitaire, A[f]/[F] est une A-algsbre
localement libre. Réciproquement, soit A —> B une A-algébre finie locale-
ment libre et monogéne ; soit FI(T) = PCB/A[t.T] le polyndme caractéristique

de 1'endomorphisme de B défini par la multiplication par t ; on a F(t) =0

{Hamilton-Cayley) et 1'homomorphisme A[f]/[F)'————>B gst un isomorphisme.

On utilisera de fagon essentielle la variante suivente du lemme de

Kronacker :

Lemme (2.3) Soient A —> K un homomorphisme d'anneaux tel que A soit inté-
gralsment fermé dans K, A —> A1

une A-algeébre finie monogene, et A > A1 > AZ

K2 un quotient de KxAA1 locale- l l [
ment libre sur K. Alors 1'image K > KeAA1 E‘ZZ

A2 de A1 dans K2 est localement

libre sur A, et'K2 est isomorphe a K@AAZ.

Par hypothése, A, s'écrit comme gquotient d’une A-algébre A' finie monogene

1

et libre ; on peut remplacer A, par A' et KaAA1 par K' = K& A'. Soit F le

1 A

polyndme caractéristigue d'un génératcur t doe A' ; son image dans K[f] est
le polyndme caractéristique (relativement & K‘j—> K') de 1'image de t dans
K' 3 enfin, soit P € K[f] le polynfme caractéristique relatif a K *f>EK2 de
1'image de t dans K2.
Comme K2 gst un guotient de K', 1l existe un polynéme Q& K|T| tel gue

F = PQ.
Comme F est unitaire et P localement unitaire,  est localement unitaire.

Comme A est intégralement fermé dans K et F & ccefficients dans A, on dé-

duit du lemme de Kronscker classique que P est a coefficients dans A ; il



est alors clair que A, = A[T]/(P) et que K, = Kayh,.
lLemme (2.4) Soisnt A —> A' et A —> B deux homomorphismes d’'anneaux.

On suppose que Spec(B) —> Spec{A) est générisant (par exemple, ocuvert),
et que 1le noyau de A —> A’ est un nilideéal. Alors le noyau de B —> A'GAB

est un nilidéal.

I1 s'agit de montrer qu’un idéel premier minimal ¢ de B ss relave a A’aAB.
Comme Spec(B) —> Spec(A) est générisant, la trace p de ¢ dans A est un
idéal premier minimal, donc se releve 3 A' puisque le noyau de A —> A' est

un nilidéal. D'od le résultat.

Proposition {(2.5) Soit A —> B une A-algebre finie monogeéne. Pour gque
Spec(B) —> Spec(A) soit universellement ouvert, il faut et il suffit gqu’il

existe une A-algdbre finie A —> A' telle que Speg(A’) —> Spec(A) sgit

surjectif, et une factorisation deé A’ —> A'GAB 8n
A’ > Cf > A’m B
A
ol C' est fini localement libre sur A', et ot C' —> A'EAB est surjectif

de noyau un nilidéal.

Piour montrer que la condition est suffisante. on va considérer le diagramme

commutatif suivant ou B' = A’aAB :
. £
Spec(A)} <—————— Spec(B)
A 7
u v
Spec(A') < = Spec(B’)

Comme 1'hypothéss est stable par changements de basé, i1 suffit de montrer
que f est ouvert. Soit donc V un ouvert de Spec(B) ; pour montrer que (V)
est ouvert, il suffit de montrer que uf1tf(VJ).est ouvert puisque u est
fermé et surjectif. Or u  (f(V) = £2{v"(V)) et f' est cuvert d'eprés

(1.2 al.



Paur montrer que la condition est nécessaire, on utilisera le résultat

suivant :

Proposition (2.6) Soient A un annsau tel gque tout idéal premier de A soit

maximal, A —> A1 une A-algébre finie localement libre, et B un quotient de

A1, tel que Spec(B) —> Spec(A) soit universellement ouvert. Alors A1 —> B

se factorise par un guotient A, localement libre sur A, tel gue le ncyau de

2

A2 ~—> B soit un nilidéal.

Posons S = Spec(A), 81 = Spec{A1), X = Spac(B)} ; on a le diagramme suivant

ol les carrés sont certésiens :

81 —> S1xSS1
]\ N
U W
X > S, XX > S,
N/ l
X > S

Comme S1xSX est fini sur S, tous ses points sont fermés ; par suite, l'es-

pace topologigue S,x.X est séparé. Comme S, est fini sur S, A et par suite

1%s 1

u, sont de présentation finie ; le complémentaire du fermé ul(X) ast donc

qguasi-compact dans S1xSX ;5 comme cet espace topologigue est séparé, ul(X]

est ouvert. Comme v est universellement ouvert par hypothése, w est ouvert ;

bref, wu(X) est un ouvert ct fermé de S, ; soit S, le schéma induit par S

1 1

sur cet ouvert ; comme c'est un facteur de 31, 82 est fini localement libre

sur S ; enfin, 1'immersion fermée X —> S_ déduite de wu est surjective.

2

D’ot le résultat.

(2.7) Démonstration de la nécessité de la condition (2.5)
Soient t un générateur de B et G ¢ A[ﬂl un polyndme unitaire tel gue

G(t) = 0 ; on a donc un homomorphisme surjectif A1 = A[j]/[BJ —> B.



I1 existe un annsau absoclument plat K et un homomorphisme A —> K tel gue
Spec(K) —> Spec(A) soit une application bijective [3]. D’apras (2.6), il

existz un quotient K2 de KEAA1, localement libre sur K, et un homomorphisme

surjectif K2 —_— KuAB, dont 1le noyau est un nilidéal. Soit A” la fermeture
intégrale de A dans K. D’apres (2.3), il existe un polyndme localement uni-

taire F € A"[T] tel que K, soit K-isomorphe & K[T]/(F). Soit A’ la sous-A-

2

algébre finie de A" sngendrée par les coefficients de F. L'élément

F(1at) € A'&AB a une image nulle dans Ka,B ; on déduit de (2.4) l’existence

A
d'un entier n tel que F(1at]n = 0. Posons A, = A'[Tl/(F) et C’ = A'[fl/(Fn).

de sorte qu'on a un isomorphisme KEAAé ] K2 et un diagramms commutatif

' —> (' > A'm B
A

|
F

> KEAB

~
d

dont on déduit immédiatement que le noyau de 1'homomorphisme surjectif

AB ast un nilidéal. C.§.F.D.

C’.———> A;a
Remarque (2.8) Supposons que A n'ait gu’un nombre fini d'idéaux premiers
minimaux (par exemple A intégre, ou ncethérien), alors on peut faire 1la
méme démonstration en prenant pour K le produit des corps résidueis en bes
idéaux premiérs minimaux ; op n'a:plus alors bascin de (2.8) puisqﬁe KGAB
est lui-méhe localement libre sur K; a8t l’hdmomorphisms fini A —?9 A’ obtenu

g A' soit birationnel.

est tel que A
re

3. Exemples

On ne peut gudre améliorer (2.5} : les exemples qui suivent montrent que la
condition n'est plus nécessaire, si on ne suppose pas B monogéne et que,

méme si B est monogéne, on ne peut en général pas trouver un homomorphisme



fini et radicisl A —> A' qui fasse apparaitre la factorisation cherchée.
Ce n'est donc pas dans cette direction que 1’on pourre trouver une carac-

térisation des morphismes finis universellement ouverts.

Lemme (3.1) Soient k un corps, B une k-algeébre de type fini intégralement
close et A = BG 1'anneau des invariants sous un groupe fini G de k—-auto-

¥
morphismes de B, qui opére sans inertie aux points de hauteur 1.

On suppose qu'il existe un homomorphisme fini injectif A —> A’ et une fac-

torisation A’ > L' ——> A'aAB ol C’' est fini localement libre sur A, et

ol C' > A'aAB est surjectif & noyau nilpotent.

Alors A —> B est un revétement étale galoisien de groupe G.

Pour avoir 1l'’exemple cherché, il suffit de prendre un groupe qui opére avec
inertie, mais uniguement en des points de hauteur deux ; le plus simplse est
donné par la symétrie par rapport & l'origine dans le plan : soient k un

corps de car. # 2, et G le groupe engendré par le k-automorphisme de K[X,f]
qui envoie X sur -X et Y sur -Y ; il opére avec inertie & l'origine et sans

inertie ailleurs.

Pour démontrer (3.1), on peut supposer que Af est intégre et intégralement
clos. Comme les points de hauteur 1 de A' ont pour imege des points de
hauteur 1 de A, G opére sans inertie au-dessus d'un ocuvert U' de SpeclA’)
tel que'A' —> T'{U') soit un isomorphisme ; d'aprés le lemme qul suit, G
opere sans inertie sur A'nAB ; comme tout idéal premier de B se reléve a

A'BAB; G opére aussi sans inertie dans B ; d'ot le résultat.

¥ Soient n un idéal premier de B et Gi(n] = {ge G tels que glx) ~xen,
pour tout x ¢ Bl. On dit que G opére sans inertis en n si Gi[n) = {id}.

Pour que G opére sans inertie en tout point de Spec(B), il faut et il suffit



qgue 1'homomorphisme canonigue B@qB — g B .soit surjectif. On montre
I

qu'alors c’est méme un isomorphisme, et que A —> B est fini localement

libre et non ramifigé,:i.e. c’est un -revétement étale.

Lemme (3.2) Soient A un anneau, U un ouvert guasi-compact de Spec(A) tel
que A —> TI'(U) seit un iscmorphisme, B une A-algébre finis et V 1'image

réciprogue de U dans Spec{Bl}. On suppose gue

i} Un groupe finl G opére sur la A-algeébre B et V —> U est un revéte-
ment é&tale galoisien de groupe G,
ii) B s'écrit comme gquotient d'une A--algebre finie localement libre C

par un idéal nilpotent.

Alors Ei[3 > B est un revatement étale galoisien de groupé G, i.e. G opére

sans inertie sur B.

Soit W 1'image réciprogue de U dans Spec(C]) ; on a donc une immersion fermée
V —> W définie par un idéal nilpotent. D'aprés la propriété de relevement

qui caractérise les morphismes étales, on déduit de i)} 1'existence d‘un

morphisme s : W —> V tel que le composé V —> W 2 V soit le morphisme
ident ique.
Passant aux anneaux de sections, on a le diagramme suivant

 ——> B
T(s) l l
r(y) ————>TrT(W) ————>T (V)
V=7
id
Comme C est localement libre sur A, C —> T[W) est un isomorphisme.

On en conclut

1) E = T{V]) est localement libre sur A.

2) L'homomorphisme de restriction r : B —> T'(V) est surjectif.
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On va d'abord déduire de 1) que A —> E est un revétement étale galoisien
de groupe G : 1’image réciproque de U dans Spec(E) s'identifie a V ; de
plus, comme E est localement libre sur A, on a un isomorphisme

Em,E LA (Vx, V)

Comme V —> U est par hypothese un revétement étale galoisien, le morphisme

cancnique i%.v > Vx V est un isomorphisme ; d'ol finalement 1'isomor-

u

phisme

Ea.E —
A

> I E
G
Quitte & faire le changement de base fini localement libre A —> E, on peut

méme supposer que E est le revétement trivial A, ol G opére par permuta-
G

tion des facteurs.

L.'hypothése faite sur U, montre que W contient les idéaux premier minimaux
de C, donc V contient ceux de B : comme le support du noyau I de 1'homomor-
phisme surjectif r : B —> E ne rencontre pas V, I est un nilidéal ; par
suite, on peut relever dans B les idempotents de E gqui donnent la décompo-
sition E ¥ g A ; on a donc une décomposition en un produit : B = I B

g
g€l
Comme r est compatible aux actions de G sur B et sur E, on vérifis facille-

ment gue chaque automorphisme g induit un isomorphisme de Bg sur 81, si

1 ol maintenant G opére par simple

, , . G R
permutation des facteurs ; mais alors l’anneau des invariants B~ est iso-

bien que B est isomorphe au preduit I B
G

morphe a B1, et BG —> B est un rev8tement étale galoisien de groupe G.

C.Q.F.D.

(3.2) Soit A l’anneau local de 1l'origine de la courbe définie sur @ par
1'équation x2 - y2 + y3. I1 existe une A-algébre finie monogéne A —> B
telle gque Spec(B) —> Spec(A) soit universellement ouvert, et telle que B

ne puisse pas s'écrire comme le quotient d’une A-algebre finie libre par

un idéal nilpotent.
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Soit A' la cldture intégrele de A ; on sait gue 1'idéal maximal m de A est
gégal au conducteur de A —> A' et que, en posant k = A/m (=Q), A'/m est
isomorphe & kxk. On en déduit gue les seules A-algebres finies contenues
dans le corps des fractions de A sont A et A', et que A —> A’ n'’est pas
radiciel. Il n’existe donc pas de A-algebre finie A" telle que

Spec(A”) —> Spec(A) soit radiciel et surjectif, st telle gque A" —> A"aAB

se factorise en A" —> (" —> A"xAB ol C" est libre sur A", et ol le second

homomorphisme est surjectif & noyau nilnctent.

En effet, si un tel A" existait, on pourrait le supposer intégpe, danc con-
tenu dans le corps des fractions de A puisque ce dernier est‘de caractéris-
tigue nulle, donc égal a A d'aprés ce qui précede ; cela contredit 1'asser-
tion initiale.

Il reste & construire B.

La cldture intégrale A’ de A s'identifie au localisé de k[T] en les idéaux
premiers (T) et (T-1) ; le conducteur m est égal a TfT—1)A' et K"= A;/m
s'identifie a K[f]/[T[T~1)) Y kxk ; enfin, on a un carré cartésien QUi ﬁeut
servir de défiﬁitioﬁ de A :

—— A

(3.2.1)

l
> Kxk

x e

Posans B' = A’[X]/(P) od P(X) = x3 = (2-3TIX% - (T-1)X + T(T-1).

Le polynftme P est irréductible : faire T = 2/3 et se souvenir que k = Q.

Explicitons B' = A’'am,,B' = B'/mB' : 1'homomorphisme A'—> A’ = kxk s’ob-

@,

tient en faisant T=0D et T = 1 ; le polyndmg P est transformé en

0
n

X[X-1]2 pour T=0

-‘XZ[X-1]‘ pour . T =1

o
i

B = A ' N~ B o=
et B = B)E; on B = k[X]/tr)).



Posons B = k[X]/(XZIX-1)21 s comme (P_3 M (P,) = x%tx-13%), on a une in-
jection canonigue B —> B', On définit enfin B comme &tant le produit fibré

de B et B' au-dessus de B’, de sortc qu‘on a le carré cartésien

ws}

(3.2.2)

ol &——

Il y a un morphisme (en un sens évident) du carréd (3.3.1) dans le carré
(3.2.2), et B est fini sur A puisque tous los facteurs du produit fibré le
sont, et que A est noethérien.

Le générateur x de B' par rapport & A' est contenu dans B ; comme mA' = m,
on en déduit que mB' = mB, donc que B/mB —> B est un isomorphisme. Comme B

est une k-algdbre monogéne, B est une A-algébre monogéne (Nakayama) ; on

peut méme préciser que B est engendré en tant que A-module par 1.x,x2 gt xa.

Montrons qu’il n'exlste pas de polyndme unitaire F € A[X] tel que F(x) =0

et tel que A[X]/[FJ —> B ait un noyau nilpotent : soit K le corps des frac-
tions‘de A ; comme P est irréductible et gue P et F sont unitaires, on aurait
dans K[X] F = Pn pour un entier n convenable ; donc P" serait a coefficients
dans A, donc son image dans A'[X] serait a cosfficients dans A ; mais cela
impliquerait que F’c = P?, ce qui est absurde.

I1 reste & prouver que Spec(B) —> Spec(A) cst universellement ouvert ; il

suffit de montrer gque Specl{A’®, B} —> SpeclA') est universellement ocuvert

A
(cf. le début de la démonstration de (2.53}]). Comme A' —> B' est libre,
Spec{B’') —— Spec(A’} est universellement ouvert ; il suffit donc de montrer

que 1*homomorphisme A'@AB —> B' est surjectif et a son noyau nilpotent.

Le premiser point provient de ce que B contient le générateur x de B' sur A’,

Pour démontrer le second, considércns le diaegramme commutatif suivant



’ u 4
A &AB > B
AY) —
K’xkﬁ 4 > B

ol le ligne du bas est déduite des celle du haut par le changement de bass

A’ —> A'. Comme u est surjectif et que B' est libre sur A’, Ker(u) s’iden-
tifie a A'aA,Ker(u) ;5 comme MA' C A, m(A'&AB) est contenu dans 1'image de B
dans A'EAB, laquelle est disjointe de Ker(u) puisque B —> B' est injectif ;
donc mKer(u) = 0 et Ker{u) —> Ker(u) est bijectif., Il suffit donc de voir
que Ker(u) est un idéal nilpotent, ce qul est évident si on revient 3 la

définition de B et de B’.
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