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ETUDE DE CERTAINS GROUPES AYANT DES INVARIANTS

DE ULM DONNES

par
Jean HOUDEBINE
I - w-bases
Soit G un p-groupe réduit dont les invariants de Ulm d'ordre o

sont kK .
o

Théoréme 1. Pour tout a, soit Ha un espace vectoriel sur Z/pZ de dimension
ko Il existe un homomorphisms injectif P de G[p] dans I H, vérifiant les
P

conditions suivantes
6[p] N e%s) = WD N oAy
a2f

6p) D © H,

Pour démontrer ce théoréme choisissons, pour chague a, Ha tel que
G[p] N PG = H @ (G[p] N o*" 6.
Ha gst bien un espace vectoriel de dimension Ka'
Construisons alors par-récurrence Ka tel que

k, ® ©[p] N p"e) = 6[p] et K C K, si By

o B

I1 suffit de prendre

Ka = HB & KB

si a = g+1

Si a est un ordinal limite, U KB)IW paG est réduit & zéro. En effet, si
B<a

x # 0 appartient & K_ pour B<a, il n’appartient pas a pBG d'apras 1'hypo-

B

thése de récurrence. On choisit alors-pour»Ku.un supplémentaire de

G[g]lﬁ paG contenant ( ) KB}.
B<a

Soit alors x€ G[p]. On sait que

o+1
G[p] = Ka 32] Ha 142 _(G[pj/’) p G)



on posera X, la composante de x sur Ha dans cette décomposition.
Montrons que Y(x) = {xa} posséde les propriétés de 1'énoncé
¥ est un homomorphisme, c'est évident

pour que X ¢ paG, il faut at il suffit que xY = 0 pour y<a

La condition pgpessairerésulte immédiatement de la construction puisque x
. . N Y+1

appartient a p G pour tout y<a -

La condition suffisante se démontrz par récurrence : si B = 8+1, alors
1'hypothése de récurrence montre que x € pdG ; dans la décomposition

kg ® Hy @ 6[p]n e,

la composante sur K6 est donc nulle. Comme Xg = 0, x & [G[p]tﬁ pBG].

Si B est un ordinel limite, 1'hypothese de récurrence montre que Xx E‘pYG
pour tout y>B donc a pBG = f\ pYG
Y<B

‘Pest_injectif : en effet si xY = 0 pour teout vy alors x ¢ paG
pour tout a

‘¥[Ha) = H,+ En effet, si x € H, ~ x, = 0 pour 8<a car x € p°G.

B

D'autre part, x € KY pour y > oa+1 car KY-‘/ K<x+1' Donc XY = 0 pour y>a+1.

Cela montre que F(G[p]) = & H,-

Définition. Pour tout antier n, soit In des ensembles de cardinal Kn.
On appelle w-base de G une famille xz (neN, 1€ In) telle gue pour tout n

pn xg (i G’In) soglt une base d'un sous espace vectoriel Hn du socle tel que

~ D - n+1
G[p]an-Hn @ Gplnp G

I1 existe de telles w-bases.
En effet, il suffit de choisir une base 82 dans les Hn 3 chaque eg appar-

tenant a pnG, il existe xg tel que pn xg = eg..



. n n . R
Lemme 1. Soit xi une w-base ; soient ui des entiers et soit

n .n L NP - .
z JMy Xg = y-une combinaison linéeire finis. Si y € prG, alors
3 :
nsm

n+1
0 module p si n g r-1

0 modulo‘ pr si n

T R

-1

Ny

On le démontre par récurrence sur r. Le résultat est évident pour p = O.

Démontrons le pour r en 1l'admettant pour r-1.

Raisonnons maintenant par récurrence sur m. Si m< r-2, le ré-
sultat est obtenu par 1’hypoth&se de récurrence. Supposons donec m > r-1 et
admettons le résultat pour m-1.

Comme v € prG, on peut écrire y = prt. L'hypothése de récurrence

sur r montre que pour n » r-2 uz = Az pr-1 et que
n -r—-1 n
y=pt= 1 A p x
r—-1<n<m
i
+

On en déduit en multipliant par pnrr 1, en posant pmx? = e?

mel, n _m . n _ m _m

R R I

i
ngm
+ +
Comme z AT e? appartient & Hm et gue pm 1t appartient pm 1G, on en déduit
i _
) AT eT = 0. Donc AT = 0 modulo p. Posons AT = va. On a alors :
i i i i i i
r mo_ n N
y - Z P Vl Xi Z i ><i
i i
ngm=1

Le premier msmbre étant diViéible par pr, l’hypothésé de récurrence faite

sur m-1 montre le résultat.

Lemme 2. Spit y € B[p?}. Pour r>1, il existe une combinaison linéaire finie

z ug xz telle que
ngr+s=2 ,
* y - Z “2 xg appartisnt & prG.
n&r+s=2

i



Démontrons ce lemme par récurrence sur s. Pour s = 0, le résultat
gst évident car y = 0. Supposons le résultat pour s-1, soient y € G[p?] et
r>1.

D'aprds 1'hypothése de récurrence py appartenant a G[bs-1] est de la forme

no.n r+1
py = L wixitp ot
ngr+s-2 -
i

D'apres le lemme 1, “2 est divisible par p : “2 =p Ag. On a donec :

p (y- T AT XD -6t} =0
ngr+s-2 ot
i

Ainsi 1e 25me facteur appartient au socle st le thsoréme donne :

n n bl

v- 1 Axg-pt= ]

n{r+s-2 ngr-1
i

i

Yn “rv xn _ pI‘u
i" 71 .

Comme s31 r+s-2 > r-~1 et, 1l'égalité s'écrit sous la forme

y - ) A YTy KT = pTo(u-t).
n&l‘*'S‘Z 1 1 J
i

Lemme 3. Soient y € G[p%] et =1 et g2r. Soient deux combinaisons linéaires

finies
n-n
z = Z u, x, 8t t = Z ki Xy
i : i
n<g ngqg
\ . T n.n n .n
telles que y-z et y-t appartiennent a p G, alors Wy xi = Ai xi pour n g r~1.
En effet, z-t = Z (u?-k?] x? appartient & prG et d'aprés le
i -
lemme 1, n<q

n.n, n
- -_—D -
[ui Ai) X5 pour n g -1

S

s aas - n ‘
Définiticn. Soient y € G et Xq une w ~hase. On appelle composantas de y sur

+

1'w base xg des entiers yg inférieurs & pn ! tels que, sl y & G[p?],

non r
y - ' x.) € pG.
( nsrzs—Z L4
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Lemme 4 . Il existe de telles composantes et les Y'; sont définis d'une

manidre unique.

Siy €6 {DSJ , le lemme 2 nous montre l'existence de )\; tels gue

- n ._n m+1
v~ 1 Wy X, €P G
b S §
ngm + s-1

.
]
-

On pose alors an = }\? pour tout 1. Montrons gue

n N r
y - I ¥y X{€PG
n<r+s=-2
Le lemme 2 montre 1l'existence de \)2 et de t tels que :

n N r+s-1
y - L vy Xy =P t
n<r+2s-3 ‘
i
Siy - Z ).ni xg € pm”G avec mgr+s=-2 le lemme 1 mpntre que
s me+s-1

i

nn_ n n : : m_ - m .
ixi, - vi xi pour n<m et en par‘t:u:ul.’uaryi vy pour m+s-2,

D'autre part, psy=o; donc

- s nn r+2s-1
Lo Pvgxg €
ng+2s-3
T
D'aprés le lemme 1 psv?‘ =0 modulo pn” donc\,: = pn s+1 C 2
- > G-
On en déduit :y = ] v x] ¢ I
ngr+s-2 r+s=1gx r+2s-3 v
i 1

Le résultat se déduit de la remarque nyr+s-1=> n-s+i5r
L'unicité modulo pn+1 résulte immédiatement du lemme 3.
Lemme 5. Si y€G [ps_], la condition nécessaire et suffisante pour que

Yé€ prG est que les composantes de y vérifient les conditions suivantes :

*;/2 = 0 modulo pn” pour n<r-1
n r :
Yy~ 0 modulo p° pour r-i<n<ir+s-2.

C’est une conségquence immédiate de la définition des composantes

et du lemme 1.



II - Etude d'un groupe dont l'invariant de Ulm d'ordre w. n'est pas nul

Théorémg. Soit G un groupe dont les invariants de Ulm sont 1 pour les rangs
entiers et le rang w et 0 pour les autres. Alors il existe une w bass X et
une suite ym'[m>1) telles que

v, T pyn+1 = xn_1 pour n>0

et
py, € G[F] N p’G

Faisons cette construction par récurrence. Supposons donc qu'il existe une

w base X et Yqre-y, une suite finie telle que les composantes de Y soient

nulles jusqu'd l'ordre m~2, que

K+1 m=i-1 m=i
+ pPX, *...t P X toaat P X +p Y

Vi 7 X4eq i i+k | m=2 et que

m

la composante m-1 de Ym est égale & 1 et ym - X n'est pas divisible par

2
P .

m=1

Soit L les composantes de Y pmym = pv, est un élément de pr N Gﬁﬂ

done pm L 0 mod pn+1, c'est-a-dire

un = 0 mod pn*m+1

puisque Yy = X a ses composantes nulles jusgu'’d 1'ordre m-1, et divisibles

m=1

n=m+1
par p pour n>m=1, on a :

ym T X gst divisible par p

Mo # 0 mod p2 sinon les composantes étant nulles pour n<m et

divisible pear p2 pour n-m+1»2 c’'est-a-dire n;mf1 3 ym - xm__1 serait divi-

sible par pz.

Soit donc z tel que pz =y =~ X

2t soit A ses composantes.
m m=1 N

pz a sas composantes pln xn‘nulles jusqu'a l'ordre m-1

posons z' = z - z An X on a pz' = pz
ngm-1 .



On sait gue pAn = un mod pn, donc comme MooE 0 mod pn—m+1
X ]
A =0 mod pn—m
n
Vom o - N . . i 2
D'ot z Am X Am+1 Xneq O toutes les composantes divisibles par p~,

donc est divisible par p2

m+1
On pose
xé = X pour n#m
x!' = A
m m’'m
et z' = ym+1

1J‘xé"est encore une -base car pkm # 0 mod pz, donc Am #0 mod p ;

2} les composantes de Yime 1 sont las mémes que celles de z', sauf en

x' od elle vaut 1 ;
m

, . R ' ' 2
3) ym+1 xm est bien divisible par p 2t non par p .
Si A = 0 mod 2
- m+1 P
On pose
x' = x_ pour n#m
n n
x' ‘
m > Am Xm T P
et z' =y

1) xé est encore une w-base ;

2} les composantes de Y1 sont les md8mes que celles de z°, séuf en

I‘. = s 0 =11 - -"
R elle vaut 1 et en X eq OU elle vaut Am+1 P, A p n'est pas

1 m+1

nul mod p2 5

3) Yoeq " x& est bien divisible par p et non parvpz.

Cette construction par récurrence ne modifiant qu’'un des termes de 1'w -

base, il est évident que cela donne le résultat.



Pour le début de la récurrence, on choisit une base xn et soit ew un
€lément de pr flG[p]. Par hypothése, 1l existe z tel que pz = €,

51 z a pour composante Vo a8t V,. On pose

pz ayant des composantes nulles, v, est divisible par p de sorte que

1
py1 = pz, y1 - Xy n'est pas divisible par p2, et la composante O

de Y4 est 1.

Construction du groupe K

Soit ¥ une forme linéaire sur 1l’espace vectoriel (jL)N qui envoie
1'élément ayant toutes ses composantes égales & 1 sur 1 et éL sur O.

On considére le groupe Kt?défini de la maniere suivante :

On représente un €lément de K par

[(a1,..., an,...),X)

ol e, est un entier inférieur & pnn

Soient a_ et Bn des entiers inférieurs & pn 5 on note 9 et T le quotient

et le reste de la division de o, + Bn par pn

. n
o+ = + T avec 0gr <
n Bn qn P n D P

n

L'addition dans K‘? est alors définie par
((a1.... an....],A) + ([81,62 ....Bn.a;.],u) = [(r1,r2....rn,...),
Aoyt ‘?(61,...,6n,...)
ou E; désigne la classe de 9, modulo pZ.
On constate facilement que Kq, est un p-groupe réduit dont les invariants
de Ulm sont 1 pour les rangs entiers et pour le rang w et O pour les autres

rangs : en effet
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; n=1
((a1. TETRL ...}, A) appartient 2 G {p] ¢si @ = up [un< p) et

=

‘F(u1. cens unf""J = 0. Cet élément appartient a ka $si un=0 pour n <k
- k n-k
et o An o] [An <p ) pour n >k.

. . t
Désignons par x. 1'élément de (I E- ) dont la seule composante non

pz

i ~ .
©M€ ot est égale & 1. st par x'é 1'élément de Kyp:(xé.o).

nulle est la n+1
Il résulte de ce qui précéde que {x;} est une w-base et que pw GNG {p]
est engendré par 1'élément (0,1) = e

On désignera dans la suite par yé 1'élément de t[ H—%— ) dont les compo-
santes sont nulles jusqu'ad l'ordre m-1 ot égales 3 pmg1zdans les autres cas

8t par y; 1'élément de K¢ (yé,O].

Théoreéme. Soit G un groupe dont les invariants de Ulm sont 1 pour les rangs
entiers et le rang w et © pour les autres rangs. Soient xn une w-base et

Yy, une suite d'éléments de G telle que

Ym T P Y1 T Xpeq
et

py, € 6[p] N p"C.

Alors il existe Y et il existe un homomorphisme injectif ¥ de G dans K¥>

tel que
?(xn) = x W(ym] =y
W[py1] = 8.
{pn XD}FI&N et Py, = &, constituent un systéme libre du socle qui peut &tre

complété en une base par {fj}j eI’ On peut alors construire des f§ tels que

si yg désigriant les composantes de fj'sur 1'w base xn, on ait :

(36‘;'1) (pel + 6TV I L 6

et f? a ses r-1 premieres composantes nulles.

J
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En effet, supposons cette suite construite jusqu'au rang r-1,

on a f?vqee G[pr]. Soit 5§-1 sa rome composante, alors

r-1 r-1 r-1, _
(+, - § X ) € pG.
J J a
. , r r r-1 r~-1 r-1
Oonc il existe yJ tel gue pyj = fj - 6j X

Désignons par e les composantes de yg et posons

'Fl? = yIj - z En xn
J J ner-1
Ona: pf- = f?-1 - 6?—1 VL Z p e x".
J J J r

Les r-1 premigres composantes du 1er membre étant nulles, il en est de méme

pour le second, ce qui implique

o] en xn =0
et
r r-1 r-i -1
f, + &, X = f
pJJ j
Enfin
r .r r-1 .r-1 r-1 .r-1t r-1 n r-1 ,r-1 r-1
f, = f - ) X = f, - X - 8,
P i TP g Lovyx e g

. eme . .
En examinant la r-1  composante des deux membres, il est giident que

r-1 §~~1 _ _r-1
montre
On va maintenantvygu 11 ex1ste‘? et un homomorphisme ¥ de G dans Kg satis-

faisant les conditions de 1'énoncé, et que cet homomorphisme est uniquement

déterminé par sa restriction au groupe G, engendré par fg et X

1

Le groupe G1 gst en effet sans terme de hauteur infinie. Son socle est le

sous groupe engendré par fj et pnxn, la hauteur des éléments dans G1 est

la méme que dans G et X constitus une w-base de G1.

D'aprés les résultats précédents, il existe un homomorphisme 6 de Gr dans

‘).

p Z
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G(G1] ne contient pas 1'élément [1,p,...,pn,...].

En effet, soit s 1'élément correspondant de G1. L'élément y, -~ ea toutes

ses composantes nulles, donc vy~ ee€ pmG et p[y1—el = e, donc 8, € pw+1

-~

ce qui est contraire a 1'hypotheésa

@[?1]
1Lt WL

P o'z

1y

Z

pZ
I1 existe donc une forme linéaire non nulle T Hp% —— 5% — telle que
h[?—1(D)Ji> 6(61] {(h étant 1'injection canonigue de T é%————> tn —%—}?

pZ

P r 2
Soit x un élément de G[p ]. On va montrer par récurrence sur r

gu'il existe des entiers inférieurs 2 o A1""'Ar uniques tels que :
r-1

= - - C ie 3 .
y = X Z Ai Yooq Ar e, appartienne & G,

Pour r = 1, le résultat sst évident.

Supposons le démontré pour r et soit x € G[pr+1]. px appartient a G[br],

donc il existe Ai tel que
r-1 :
t .t
px - Z Ay oA e = 2 Hoox_ o+ z v, f
1 i r—-1- r w n n n t,j J j

(les sommes é&crites sont toutes finies].

En utilisant les relations

PY, = 8,
PYqeq " Xgoq T Yy
te1 Lt t
f + 8, x, = F,
PT3 17T

On obtient :
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r-1

t t+1
plx- ) A,y _...-A oy, - L v f )=
1 i“r-i+1 r 1 it J 2
r-1
t .t ™
YoA, X .t Y SCVIx_ v lu x
1 i "r-i-1 t,3 jJ 3t nonon

l.e premier membre appartient & pG, les propriétés de 1'w base xn permettent

d'écrire le 2&8ms membre sous la forme Z p En X On obtient de cette fagon
n

un élément du socle et une relation de la forme

T
t t+1
x - Z A, YV 4T X v, f. - ) E x_ = z r x_ + z s, f. + A e
7 1 r-i+1 3.t J 3 nonon oo non 3 J 3 r+1 "
r
ce gqui montre qu - A - A z
qu e x ; 1 Yr-1417 Mrer %05 By

Supposons que Ay st A; satisfassent les conditions de 1'énoncé,

r-1 r-1
alors px - ; Ai Ypooq Ar e, et px - § Ai Ypog ~ Ar 2,
sont éléments de 81, et 1'hypothése de récurrence montre que
Xi = Xi pour 1< r.
Bonc (A - A' ) e €5 et comme G, on 2 aucun &lément de hauteur infinie,
r+1 r+1 w 1 1
Ar+1 T Arer”
On construit alors ¥ de la maniere suivante : Pour x € G[br]
r=1 B it
¥(x) = (O(x - § Ai Yro1 T Ao e, * ; Ay Yioge Ar)
r-1
ol x - ; Ay Yoog - A, e, €6,

Montrons que Y est un homomorphisme.

Soient x et y deux éléments de G et supposaons gque :

X - 12 MYt T A 8, € By
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On & :
r-1 r=1
¥(x) = {8(x - A - A e '
(x) ( (x % i Yr-i r - ) E Ai Yp-1 lr )
r-1 r-1
¥iy) = (oty - § My Vg C ML) % Wy VI ML)
r-1 r-1
¥ix-y) = (G[x—y - ; 51 Yp-i1 7 6r ) * § Gi Yp-1 Gr)
La construction de ¥ montre alors
r-1 r-1 r-1
Y(x)-¥(y)-¥(x-y) = (g SRR (§ wyovi_pen) - (; 8, y{--i‘Gr]
=0, A -u -8+ flc.q.q....))
r-1 5 r
ol g est le quotient de z (A, -y, - 8,) p~ par p .
1 i i i

Or, les relations entre x, y st x-y mentrent gus
r .
i _ r+1
§ D (Ai My Gi] =0 mod p

Donc pl (Ai Tuy Gi} = pr (pk - Ar ug ¢ Gr).

- 15

Donc g = p“ - Ar + M + Gr

et Y(a.a.d,..) + A -u -6 =g+ -u -6 =0

¥ est injectif car si ¥(x) = 0, il est facile de voir que Ai = 0, et par

conséquent x = 0.

Conclusion. Les groupes dont les invariants de Ulm sont 1 pour les rangs
entiers et w et nuls pour les autres sont donc des sous groupes des groupes
K\F. Voici quelques questions & résoudre
1) Lss groupes K\F sont-1ils iscmorphes ? {je ne le pense pas).
2) Ces sous groupes de Kg} sont-ils purs ? (la réponse me semble
positivel.
3) Généraliser ce processus au cas d'invariants de Ulm guelconques ;
le cas intéressant étant d’abord celui ol 1'invariant de Ulm

d’ordre 2w n'est peas nul.



