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UN LEMME ELEMENTAIRE DE THEORIE DE LA MESURE.

Par Jean PELLAUMAIL

I.N.S.A. et Laboratoire de Probabilités - ERA 250 CNRS RENNES

RESUME

On prouve un lemme élémentaire de théorie de la mesure :
celui~ci permet, entre autres, de montrer simplement qu'une mesure
stochastique (cf. [2] ) associée 3 un processus 3 trajectoires continues

peut se prolonger en une mesure définie sur la tribu des bien- mesurables.

PROPOSITION

Soit (2, %) un espace mesurable et m une mesure (réelle ou
vectorielle) définie sur (9,&). Soit‘x, une famille de parties de Q
héréditaire et stable pour les réunions dénombrables. On suppose que,
pour tout élément H de \X,n'& m(H) = 0.

Soit %, la tribu engendrée par getQ& . Alors, m se prolonge, de fagon

unique, en une mesure m' définie sur S, telle que m'(H) =0 si H 60}‘,‘3

Rappelons d'abord qu'une famille 3&; de parties est dite
héréditaire si HG“@ et K CH impliquent KQ‘&.

Soit P la classe des parties C de Q telles que C=(AVH N\NK

avec AE K , HE'® , ke'R.

Dans la suite, si Ceé), on écrira C = (AU H)N K : il sera
toujours sous—entendu que A€ 5‘) , H €\£ et K€ et de méme pour
C' ou c, -

On se propose d'abord de prouver que L - % ; pour cela, il

suffit de prouver que ? est une algébre et est stable par union dénom-

brable.



Notons que C € B si et seulement si il existe Ag¢ @’ tel que
(C AA)YE® : ceci est évidemment nécessaire ; c'est également suffisant

car €=[ AV (c\AO]N (A

Soient C et C' deux é&léments de E avec C = (AUH) N K et
C' = (AVH')\K' ; (CNC")A (ANA') C (HUKUH'UK') donc (CAC") € ¥.
De plus Q\C = [(Q\A)U K] NN H , donc B est une algébre.

Soit Cn/"C avec, pour tout n, Cne 6 .

U K

Soit C_ = (AUH)I\NK ,A=U A , H=U H et K
n n n n i

n n

n>o n>o n>o
On a

(C A A) CHUK donc C € C ce qui prouve que g - %,

Pour tout élément C = (AUH)\ K de E, on pose m'(C)= m(A) ;
tout d'abord ceci est possible, c'est-id-dire que la valeur de m' ne
dépend pas de la décomposition de C : en effet, si (AUH)\K = (A'WH') \K'
.ona: (A AA"YEC(HUKUH'UK') donc (ANAYE S’n‘\’{, et (A'N\ A)eé (\\de
d'oi m(A) = m(A').

De plus, la fonction m' prolonge m et est simplement additive :
en effet, CNC' = ¢ , C= (AUH\K et C' = (A'UH')\NK' impliquent
(ANA') C RKUK' donc

m'(CYC') = m(AVA') = m(A) + m(A') = m"(C) + m"(C")

Enfin m' est g-additive ; en effet, soit Cn"’ @ avec

C = (AVH)\K . Soit B = N’ , B=N A ,pg =V ’
n n n n n ksnAk oo n n kank
k' = U ,H' = U B et kK'= U .

n ksnKk k>on k>c;Kk

Ona B CA et (An\ Bn)C.(H['I_]U Kn) donc m'(Cn) = m(Bn) et

BCK' donc m(B) =0 . Or Bn\bB donc

0=m(B) = 1lim . m(B ) = lim . m'(C ")
oo n oo n

c.q.f.d.



COROLLAIRE 1 (cf. [2] )
Soit (Q , @’, P, (Gét)teT) une base de processus et (Xt)teT
un processus de répartition en moyenne d'ordre p (cf. [2] ou [3] ) a

trajectoires continues.

Soit u la fonction définie sur les intervalles stochastiques
[0, c'[ (o o et o! sont deur temps d'arrét quelconques) par
u([o, ') = X
tripu des bien- mesurables en une fonction o-additive pour la topologie
de L_ .
p

- X0 . Alors u se prolonge, de fagon unique, 4 la

Preuve :

Soit m la mesure stochastique associée a (Xt)te;T
(définie sur la tribu des prévisibles). On peut appliquer la proposition
en prenant pour Q;o la tribu des prévisibles et pour %ﬁz la famille des
parties contenues dans une réunion dénombrable de graphes de temps
d'arrét (quelconques) ; soit m' le prolongement donné par cette pro-

' prolonge ¢ . Enfin, c'est

position. On vérifie immédiatement que m
le seul prolongement possible puisque la famille des intervalles sto-

chastiques [0, 0'[ engendre la tribu des bien- mesurables.

Notons aussi que la démonstration donne immédiatement le th&oréme

IV-T-19 de [1] .

COROLLAIRE 2

Soit m une mesure (réelle ou vectorielle) définie sur la tribu
des prévisibles. Alors m selprolonge, d'une fagon et d'une seule, en
une mesure m' définie sur la tribu des ensembles bien— mesurables et
telle que m' ne charge aucun graphe de temps d'arrét totalement inac-

cessible.



Preuve :

On applique la proposition en prenant pour ég la tribu des
prévisibles et pour‘ﬁL la famille des parties contenues dans une réunion
dénombrable de graphes de temps d'arrét totalement inaccessibles. Un

ensemble qui appartient 3 la fois & g? et “& est évanescent.

On notera que, dans ce corollaire 2 et contrairement au corol-

laire 1, le prolongement m' est trés arbitraire.
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