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CONVERGENCE DE )P SUR UN GROUPE ABELIEN

ET SUR UN GROUPE NILPOTENT DISCRET

Par P. CREPEL ()

Laboratoire de Probabilités - ERA 250 C.N.R.S. - RENNES

G est, dans la premisre partie, un groupe ab&lien localement compact,

et, dans la seconde, un groupe nilpotent discrst.

u désigne une probabilité sur G. On dira que u est apériodique si son
support Su n'est porté par aucun sous-groupe fermé propre de G.
On dira que u est strictement apériodique si Su n'est porté par aucune

classe d'un sous-grcupe ferin® distingué propre de G.

On confondpra les mesures finies absolument continues par rapport a la
mesure de Haar avec leur dsnsité. Par exemple v € L;(G) signifis que v

est finie, v <« m et v(B) = D.

L'objet de cet exposé 3t de d3montrsr la convergence en norme L1 de

Hunlvﬂ1 vers 0 lorsque u est strictement apériodique et lorsque v € L;(G].

L'exposé est, dans sa premiérs partis, la reproduction fidsle de la dé-
monstration de Foguel [ﬁ] 3 et, dans sa deuxiéme partis, une adaptation
4gcet article de Foguel inspirée des méthodes introduites par Y. GUIVARC'H
dans sa thase (cf. [3]) . On retrouve ainsi, de manidre simple, un cas

particulier d'un résultat démontré dans [3].

(k) Exposé fait au séminaire KGB - Rennes des 18 et 25/10/73



ITEREES D'UNE MESURE SUR UN GROUPE ABELIEN

d’ aprés

S.R. FOGUEL [4]

I. Rappels sur les ceractérss et 1l'analyse harmenigue

G groupe localement compact abélien

I' groupe des caractéres (i.e. homomorphismes continus de G dans T).

- L'algdébre L1(G) et les caractéres (i.e. transformation de Fourier)

Soit v << m finie :

vV —> SIY] = I y(=x) v(dx) ,
G

L1 (G} —> €
est un homomorphisme d'algébre continu pour la norme de L1

{y étant un caractére fixé).

On les obtient tous comme ga.

- Idéaux et caractéres

Yy €T fixé;{v << nt/%[y) = D} est un idéal (facile) maximal (difficile).

Chaque caractére correspond & un idéal maximal de L1(G].

Théordme : Loomis p. 151, version simplifiée : [S]

Si (A est un idéal fermé ds L1(G). s'il est contenu dans un seul idéal

maximal C%. alors (2 = 621

Dans la suite, G est un groupe abélien localement compact, et M est une

mesure de probabilité sur G.



II - Théoréme :

S1 p est strictement apériodique, si v << m E%% € L1]. alors

fu” % v|| —> 0 <= v(G) =

vie)] = Jw™wiG)| ¢ fjuwvl] — o

2

(Rem : ceci est d'ailleurs vrai pour tout opérateur markovien :

stfel’ s Jer| = |<pMas] g |7
Cs Soit (= {v << m/|lu™v]] — 0}
G, = (v<m / v(G) = 0}

On sait déja que (2 ¢ Clﬂ. et on veut démontrer que (= U%.

Pour cela, en utilisant le rapp8161°1) , 11 suffit de voir que 621
est le seul idéal maximal qui contient (2 . En d'autres termes, 1l suf-
fit de voir que YOI.) = 1 est le seul caractére qui s'annule sur (L
{puisque 1'idéal maximal associé a YD[.] £ 1 est précisément (Qa

Ay ) =] X(dx) = A(G)).
o G

Lemme :
Soient P1 et P2 deux opérateurs qui commutent (sur un espace de Banact

E)alors Va, 820 a+B = 1, on a "(aP1+8P2]n (P1-P2)H —> 0

Démonstration : [1]

1
2

1 1
5 et se ramsner au cas-fl.

On peut d’abord supposer a = f§ = (sinon prendrs :

P; : 20 P1 + (1-2a) PZ’ en supposant a <

Maintenant

n
pkon=k 1 1 K_ k=1
(P,-P ]||- IZ c PiPy (P, =P, )]l o Z lc-c 7.

2 k=0 2n 1 n n

Or cette dernieérs quantité A vaut (si n aest pair) deux fois C:/Z, d'ov :

I~ —o

n



Suite de la démonstration de la CS :

- On déduit du lemme que

ul ul e
VA Ow(A), [u's (yu )| — 0 o0 u, = ETQT u, = -_ﬂs_
u(A”)

uIA'uu(Al

* ] - =
d'o0 en faisant la différence wu,-u, A (T-n (A))

uIA -wale (&

I1 an est de méme de [uIA - uu(Al] LI § Vrt<<m (@ est un 1déall.

- Soit maintenant y un caractére qui s'annule sur @ , alors
[Bl,00 - vy .« Fin) = 0 V1T <<m
donc (puisque pour au moins un T, ?(y] doit étre différent de 0} :

W00 = uta) Tiy)

ou
J y(-x) uldx) = u(A) [ y{-x]) u{dx)
A =1 G

ce qui implique que y(-x} = p(y) pour x € Supp u
Or {y(.) = 3(y)} est une classe du scus-groupe fermé {y(.} = 1}
L'hypothése de stricte apériodicité entraine donc que y(.) = Cte, et

cette constante est 1, ce qu'on voulait démontrer. &2

Définition : f u~harmonique <===: I Fx-yJuldy) = f({x) (m.p.s.}.
G

Corollaire (Lemme de Choguet-Deny)

Si ¥ est apériodique, toutes les fortions ji~harmoniques bornées sont

constantas p.s.(m).

Démonstration :

- Supposons d'abord p strictement apériodique :
Soit f € Lw(G). il suffit des démontrer qus ¥ v << m, on av » f = 0, ce
qui résulte ds :

x| = Jomse] < JElL vl — o.



-~ Si p est apériodique, maintenant, on se raménes au cas précédent sn

n
marquant gque p = l Hﬁ est strictement apériodique :
nz1 2

alors f uy-harmonique ==> f p-harmonique ==> f = Cte MeP.5S.

re~



ITEREES D'UNE MESURE SUR UN GROUPE NILPOTENT DISCRET

Définition : Soit G un groups, on notera G1 le groupe engendré par les
{xy x ! y.‘l / x€ G, y €6} : G = [G.G]

puts 6% = [6,67] .... 6" = [6.6"7 7.

On dira que G est nilpotent de classs r si pour un r, 6" = {e}.

Alors Gr-'1 est contenu dans le centre, les Gn-1/Gn sont des groupes a&é-

liens... En particulier, si r=2, L':“I est dans le centre da G

(exemple : le groupe des matrices triangulaires sur IR3).

Théoréme :
Soit » une probabilité strictement apériodique sur un groupe nilpotent
discret G, alors pour tout v € L;[G). on a

IuPvll, —> o

Remarque : Nous démontrerons ce théoréme dans le cas ol G est de classs 2.

La démonstration s'étend par récurrence facilement au cas général.

Démonstration : Elle se fait en plusieurs étapes dont la principale est le

lemme suivant (qui est évidemment un cas particulier du th8ordme, puisque

1
€ ec € LOIG) (G 8tant discret)).
Lemma 1 : VY c € !31 “un'(ee-ec)“1 —> 0.

Avant de démontrer c¢e lemme, déduisons-sn la démonstration du

théoréms, en quelques &tapes :

fu"sv]| — o ¥ve L;[G1].

En effet, il est faclile de voir que si v € L;(G1]. on peut écrire

v I, a le-e ) avec a_ €R.
cebG



I1 suffit ensuite d’écrirs que

i, € T, lal I e,
c €6

¢ étant donng, v étant une mesure finie, st v — un"‘t étant une contrac-

tion de L1. on a :

fu™vll, < I lal Ju™te ), + I
1 cel ¢ 8 e ™ cel

EX

Cc

ol 1'on peut choisir la partis finie I de ' de menidre que J c |ac| <-%.

cel
puis (I étant fix68) N assez grand pour que ¥V n > N, ls premier terms soit

€

“

x Wl — o0 vvetle.sh

[L;(G.G1) désigne l'ensemble des mesures finies d'intégrale nulle
sur chagque classe de Gf].

En effet, 11 suffit de remarquer que si v € Ll(G.G1). on peut
gcrire v = ) (vxnex) ol v, € L;(G1] (Vx), et de raisonner comme ci-

xX€G
dassus.

% Iunivn —> 0 Yve L;[G)

Remarquons d'abord pour cela que L:(G/G1) = L;(G]//L;(G.G1)

(G1 est dans le centrse st G/G1 est abélien). Ce résultat est facile & vé-
rifier.y étant strictement apériodique sur G/G1, 11 en est de m8ms de sa
projection ¥ sur G/G1. et on peut appliquer le théoréms de Fogusl (cas abé-
lien) a ¥ st G/G1 3 on a donc :

" % v] — o vveLl©s')
1
o

W »1] — 0 vtetlesh

Le théorame sera donc démontré si on applique le lamme &lémentaire

suivant sur les aespaces ds Banach & £ = L;(G] et F = L;(G.G1) :



Lemmeg 2 :
Si T est une contraction de E qui laisse stable F, gt si (TlF]n at T
{sur E/F) convergent simplement vers 0, alors il en est de méme pour

T {sur E).

Démonstration : Cf [3]

Soient x € E et € > o fixés, on veut rendrs || T'x|| < € , ce qui
est facils : fixons d'abord p assez grand pour gque "Tp';" < %, on peut
alors trouver y € F (par définition de la norme dans l'espace quotisnt)
tel que ﬂTpx-y" < -%, alors :

IT™Pxll < TPyl + Q7"
est inférieur & € pour m assez grand, puisque, pour le premier morceau,Tm

8st une contraction, st que pour l'autre (TlF)m converge vers 0. &2
Moyennant le lemme 1, le théoréme est donc démontré.

Démonstration du lemme 1 :

- Remarquons d'abord qu’il suffit de vérifier le lemme 1 pour tout c ap-

partenant a un systams de générateurs S de G1

En effet ||un¥(ee-ec3|| — 0 = ||un~[ec_1—eelll —> 0
n n n
et Jlu *[ee-ec1)|| — 0 flu *[ee—ecﬁcz)" < Jlw *(ee—ec1)||
n n
Hu l(ee-eczlll——> a + fu !(ee-eczlnec1" -> 0

Quitte & montraer que sous 1'hypothése "y strictement apériodique”,
S = {xy x-1 y_1/’x1y € Su} engendre bien G1, i1 suffit de prouver le

lemms pour c & S.

- S engendre G1
Soit G’ le sous-groupe engendré par S, il est évident que G'C G1 ast

contenu dans le centre, donc distingus.



M vst apériodique, donc ?F'engendrs G ; 11 en est donc de mé8me de S‘.1 sur
G/G' (ol ﬂ-est la projection de u sur G/G').

Mais, par construction et par définition de G', deux 6léments de Sﬁ com-
mutent., Donc G/G' est abélien, ce qui implique que G' = G1, puisque 81

gst le groups de commutateurs.

Pour tout c € S, il existe deux mesures positives ac # 0 et Bc dont 1la

somme des masses sst 1, telles que :

2 E:amc:
L uc * 2 * Bc
En sffet, on psut écrire
U= cv ol usxy
X,y €85
vV = gv vV = yx u
2 2
u et v sont donc dans S , W {u}) >0 et u {v}) > 0)
M
et par suite :
2 " + B . mﬂi
u ae, ev a,a'€
2 ’ 1 ?
wo=a'e +e ¢ 8 8,B8' maesures > 0
2 ac _+a'e
d'ol u = €, > + 8 + B
d’ol le résultat.
n
- _
VeceS (" *(ee eC]H1 0
Il suffit de voir que VY c € S :
> +sc n
[ac * 2 * Bc] * (Ee-ec)|1 >0

S étant inclus dans le centre de G, le résultat est un cas particulier

du lemme suivant :

Lemma 3 :

Soit E un espace normé., Si P1. P2, Q et R sont des contractions de E

telles que P1 et P, commutent entre elles et avec § et R, alors

2
P1+P2 n
Vael0,1] Il[a 0 ——= + (1-a) R:l (P,-P,)|| —> 0.



Démonstration : Soit A  1'opérateur entre|| || , on a
n PP K 1, 3 1 )
lall= I &3 @,y 9 'RL...OPRP. Fp-a*
" k=0 1,+...+1 =k
1 P
j1+.--"‘_‘]p=ﬂ"k
n P +P_ K
S K k -k 1 2
d’od "An||$ ) C, @ (1-a)" e, o) g = jc ) (P1-P2)ﬂ

k=0
(puisque [|Q]l £ 1 st [|R|l< 1).

Comme € tend vers O (d'aprés le lemme de Foguel), "Anu tend eussi vers O,

comme 11 est facile de le voir :

en affet, soit € > 0, pour Kk > N : ¢, < ¢, d'ol

k

K

N n

Ialls I cfa ™™ e+ ] cfaa-a"e
k=0 N\ s k=N

<1 <1

n-k —> 0, il suffit alors de

et N étant fix8, pour k donné, on a C:[1-a]
prendrs n assez grand.
(N.B. I1 y a dans Eﬂ une démonstration probabiliste &légante de

Tk K n-k
Y cat (1-a) e, —> 0 quand €, —> 0).
kso " k k

Remargues !
- Comme on 1'a dit plus haut, ce résultat se démontre de proche sn proche

pour G nilpotent discret de classs quelconque.

- Si1 G n'est pas discret, le résultat général n'est pas connu pour une pro-
babilité m strictement apériodique quelconque.
Guivarc'h a néanmoins obtenu ce résultat dans [3] pour trois cas :
% G de classe 2
% G de classe quslcongus st u étalée (i.e.,pour un n,un non étranger
am)

% G de classe quelconqus et p admettant un moment fini.
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