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PROBLEMES AUX LIMITES POUR DES OPERATEURS
ELLIPTIQUES ET DEGENERES

(d'aprés M.I. Vi¥ik et V.V. Gru¥in ; 1969)

par

D. PREVOSTO et J. ROLLAND

§ 1. Un exempls.
Soit @ un ouvert borné de R", tel que 0 seit une variété a bord
o0
compacte de classe ‘f .
Soit Lpéfmt R" ; R) telle que :
0 -{xé&Rnl (ﬂ[x))ﬂ};
Ir=23={xeR" [@ix) =0},

Pour tout x €', grad Y(x} # O.

On considére .1'opérateur L, défini sur Q par :

K,k k

K
1, ey 12 2

L= (@] a alx) a <,

ol 0 €ER,, ky et k, sont deux entiers positifs tels que ky > k, et alx)

est continue jusqu'’au bord.

1.1. ¢ > 2(k1 - k2)'

On suppose que a{x) > 0, pour tout x€ I'. L'opérateur L vérifies les .

conditions sulvantes :

C, | Ellipticité a 1'intérieur de 9 :
: o n 2 k‘I
(vx€) (v E€R"\{ob) (fQ3]° (£ &) 4 0).
i=1
: = n on 5k no ook
(Yx* €TIYXERD Y EER"N{o}) ([wtx)]t = £]) Tealx )0 I €7 7 # 0.
° 1e1 * © a1
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Soit B = [Bj s =00, k2) un systéme d'opérateurs frontiere
k (-

quil recouvre A 2 (par exemple le systeéme de Dirichlet d'ordre k2]. Alors,

., on a le résultat suivant :

sim est 1l'ordre de B,, pour j=1,...,k
y Jpj 5

Théoréeme 1.1.

2k
Sott H () = {u | uen 2@ et ¢ 0% u el’@), |a| <2k}

B

L'opérateur (L ; B) est un opérateur & indice de f%(ﬂ] dans

Y
Kk, 2k -m,- %
ey x e oH 23 S,

J=1

(ce théoréme résitltera de 1'étude géhérale faite plus loin).

Remarque : Si a(x) = O pour tout x € T, on est dans le cas des opérateurs

étudiés par P. Bolley st J. Camus [ﬁ].

1.2. 0 < 0 < 2k, - k).

L'opérateur s'écrit :

2y k) K, kyKy k

L= [ x)] a e (-1 2

alx) A “.
I1 appertient & 14 classe des opérateurs étuqiés~par P. Bolley et

J. camus [1]; M.I. Vifik et V.V. Gru¥in [4] (5§ 5) et N. Shimakura [2].

Dans ce cas, 1'équation indiciells associée s'écrit :

[2k1+p] . [2K2 + p+ 1) + alx) = 0.
2k 2k

! (Q) = {fue H Z(Q) ;
2(k1-k2)

L’opérateur L est lipéaire continu de W
2(k,-k,) 2k
¥ T2 Len N} dans L20).

a) o = 2(k1-k2).

[ . : v
% Si, pour tout 'x €T, alx) =0, on a # Rep < =- 2k »-w% , pour toute racine

2 f
p de l'égquation indicielle.

Et,.pour pbtenir un probléme & indice, il faudra se donner k

1 conditions

aux limites liées & tout 1'opérateur.

(ce résultat reste vrai si al(x) est assez petit pour tout x el ).
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% Si, pour tout x € T , al(x) > 0 est assez grand, on a : Rep # - 2k2 - %3
pour toute racine ¢ dezl'équation indicielle ; de plus, il y a [k1-k2)
racines p de 1'éqguation indicielle telles gue Rep > -’2k2 - %u

~

Et, pour obtenir un probléme & indice, il faudra se donner k2

Kk ——

conditions aux limites recouvrant A 2.

% Pour les autres valeurs de a{x) > 0, le nombre de conditions aux limites

a donner pour obtenir un probléme & indice varie entre K1;et k2’ et ces

conditions sont liées & tout 1l'opérateur.

b) 0 <0< 2 [k1-k2]

-~

Dans ce cas, pour obtenir un probléme & indice, on prend K1
k —
conditions aux limites quil recouvrent 1'opérateur A 1.

On peut remarquer que, dans ce cas, le signe de a(x) n'intervient

pas. De plus, l'ordre des opérateurs frontiére est 1lié a o.

§ 2. Etude d’'une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés.

Soit Q un ocuvert trés régulier dean de bord I'. On étudie les

opératsurs qui, dans un systéme de coordonnées locales, s'écrivent :

L{x;x_;D) = { a (x) x *0o%,
n o n
algm

avec :
Lo = max (o, qan+q'la'|—qr),

ol g et g’ sont deux réels tels que q > 1, g'> 0,
a8t ol r'st r* sont deux entiers tels que : 0 <rgm, 0 < r'gm, avec
g'r' = qgr.
On suppose gque les coefficients a, sont continus jusqu’au bord.
Pour avoir une idée de la structure de l’opérateur L, on utilise

le graphe de la en fonction de a = [a1....,an].
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Dans notre étude, on supposons que'la ne dépend gue de la" et deian.
{a’ = [q1.....an_1]), c'est-3-dire que les diresctions tangentislles sont
éguivalentes.

Tous les points du graphe de %xscTtsitués sur la surface du

diédre I constitué par le triangle OAB de sommets 8 = (B8,0,87, A = (0,r,0),

B = (r',0,0) et par le guadrilatére ABEF, avec E = (m,0,g’m-grl,
F ={0,m,q(m-r)).. On note C = (m.0,0) et D = (O,m,0]).

LM

o

On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

C, 1: Pour tout x'eT, 1l'opérateur :

L (+1
“p

Lix';x ;0) = % a (x') x
o] n : o @] n
algm :

est elliptiqus pour x> 0 ; c'est-a~dire gque, pour t_out‘xn > 0

et tout & Gan\\{D}, on a :
'3

Ofur .y - o a0
L (xo,xn,E} % a,(x!) x = & #0.
ol =m
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C : Pour tout xéeIU on a :

L
L (x'5x ;&) = ) a (x) x* e #o0,
g o m 0"6"‘ [+} [»] n

%la'|+an>r

pour tout x % O et tout £ e R\ {0}.

LLa condition C2 implique, en particulier, que 1’opératsur

<m

[+

L,0D) = ] a,(x) D,
a
=0

o

représents par OAB, est guasi-elliptique sur T' ; c'est-a-dirs que, pour

tout x! € T, on a , pour tout § e®R'\ {0} :

o]
Lo(x'sE) = _ ) a (x') & # 0.
1o -£,|a'|+a =r ©
r n

On introduit maintenant des opérateurs frontiére.
Soit u le nombre de racines ¢ de l’équation :

0, £ emrm I\ {0},

[}

0 VL
Ly(x2:E".2)
tellss que Im¢ > O.
On considérs alors p opérateurs frontieérs qui s'écrivent,
un systéme de coordonnéss locales :

B.(x';D) = )

(s

(x') D7,
r a
] ?ola'l+an\<mj

°

ol les bja sont suffisamment réguliéres et "ﬁ < r-1.

Posons : o
B.[X';D] = b (X'] D H = 1;--.. .
g | ) ja J u

'Ev IG' I +aﬂ=mj

dans

On suppose que le systéme des opérateurs frontiére est compatible avec

L1(x;D), c'est-a-dire que la condition suivante est vérifiée :

c + Pour tout xé €T, le probléme aux limites sur R+ :
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0
w]

o [ -
L1(x0,£ ,Dn] v{xn]

1]
Q

B8%(x';£',0 ) v(0)
! n
J= 1,050

n'a pas de solution bornée non nulle sur R+. pour tout

£ e r" N\ (0},
Le résultat obtenu est le suivant :

Théoréme 2.1.

Si 1'opérateur L{x;D) est elliptique & l'intérieur de Q@ et si les

conditions C1, C2 et C3 sont vérifiées, alors 1'opérateur

(L; B.,, j = 1»---:“)
Y 3 J

U s
ast un opérateur & indice de HH[QJ dans LZ(Q) x I H j(F], avec :
3=1

I S UL |
Sj =T {r mj 2].

(L'espace Hn[Q)‘sera décrit au paragraphe 2,.2).

L'étude sera faite en plusieurs étapes.

2.1 Etude de L[xé;xn;Dx,.Dn] dans une bandefRn~1x(D.6)

On commence par'faire une étude & une variable.
Pour tout T > 0, on définit 1'’espace :

(0,7) = { H'o,t) | o%u ¢ V™ T(o,1)} .
\ My ) ueH | chf )

ou
VT, = (v e GRS |3 oy e L2(0,7) 5 § = O,e..,m-r}.

Pour tout &' ean-1 et tout t>0, L(xé;xn;i',Dh) est un opérateur linéaire
continu de Hn[O.TJ dens Lz[O,T] .
Dans cette section, on é€tudie le probléme aux limites :

L[xé;xn;E'.DnJ u(xn] = f(xn)

Ol_l =
Bj(xo,i .Dn) u(0) = ¥

=10,

3
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sur un intervalle 0 < xn & 6 de longueur assez petite. On construit d'a-

bord des régularisateurs & gauche et & droite pour |€'| 2 A, avec A assez

grand, puis pour IE'[ < A.

2.1.1 Construction de "presque inverses"‘pour |£'| > A.

D’une maniére générale, si X1 et X, sont deux espaces de Banach,

2

s1 ¢ est un sous-espace de X1 st si A et R sont des opérateurs linéeires

continus de X1 dans X2 et de X2 dans X1 respectivement, on dira que R est

,Xz) si : AR = idxz et RA = idQ.

un "presque inverse” relativement 2 (@,x1

1°) Etude sur (0,11) [T1< 8)

(o]

On étudie d'abord 1l'opérateur L1

(représenté par le segment ABJ.

Proposition 2.1

Sous les conditions C2 et CB’ pour tout g'e:m”'1\io}, 1'opéra-

O

J
morphisme de HrUR+J sur LZTR+J x M.

’ = o [ ) . LY L 5 = -
teur $L1[E ) (thxo.g .Dn] ; B (xO,E ,Dn], J =1 ..,u) est un iso
De plus, il existe une constante C > O telle que, si u est solu~

tion du probléme :
o [ - =
Ly (x2:8",0 ) ulx ) Flx )

o | o ] . - i = .
Bj(x0,€ .Dn] u{0) Wj. j T,ead'H
on ait la majoration :
r +00 RS S N das 1] 2s
) [ le 120537 o) uix ]2 ax < € U et 12 ax. + § let] Jv 12},
j=o o n n n o n ﬁ 121 J

=X (pem-2 -
avec : Sj - (r mj 2]. J 1sevarlls

(La démonstration est tout & fait identique au cas elliptique.
Pour la majoration, on la fait d'abord pour IE'I = 1, puis on termine par

homogénéité).
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On étudie maintenant 1l'opérateur

mer aj of
M[xn;Dn) - jzo aJ o Yn

avec, pour J = 0,...,mr, aj = a(D,...,U,r+j) (xol.
Cet opérateur est représsznté par AF.

On note ngr[0,11) 1’espace des fonctions de VE-F(D,T1] gui

s'annulent au voisinage de X, T Ty

Proposition 2.2

Sous les conditions C, et C., pour 1, assez petit, il existe un

1 2 1

"presque inverse” RM de M(xn;Dn) relativement a

@™ Tw,c.1, V' To,r.), L2w@,T,)).
-q. 1 q 1 1

Démonstration.

On fait le changement de variable : dxn = xz dt.
L.'opérateur M[xn;Dn) ast transformé en :

P(t;Dt) = PO[Dt] + P1[t;Dt),

avec

De plus, si 11 est asssz petit, les coefficients de P1(t;Dt]

sont petits dans‘]—m,tETqJ[u On applique alors un théoréms d'inversion des

~

opérateurs a8 coefficients peu variables [A]. D'od 1'existence d'un régu-

-

larisateur pour P. Et, en revenant a la variable X s ON obtient le "pres-

que inverse" RM cherché. @@

Pour chaque &' éan_1\\{D}, on munit H(0,7,) de la norme dé-

finie par : ‘
2 mr Ty qj ~J+r 2 < 2[I‘-j)£'
Iy N I L L) j T (g}
HH(D'T1] j=o ‘o n n n N 4o n

T
1 ' ".2
e | ulx 3" dx_.
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On notera @1(0,Ta) 1'espace des fonctions dean(O,T1) qui s'an-
nulent au voisinage de xn = 11.
Pour (v,¥) e'L2[0,11) X Eu, on pose t le prolongement de v par O
pour x_ > Ty Soit alors u la solution du probleme :
W, (8) u = (Vs¥).

Si 1l'on considére u comme fonction définie sur [0.11), on notera :

= R (vs¥).
u 1 v

Pour {f ;¥) € L2(O.r1) x ¥, on note :
RM(F;W] = (Rmf;W) s

et pour (v;¥) € VZ—F(O,11] x T, on note :
Mlvs¥) = (Mv;V¥).

Alors, on obtient la :

Proposition--2.3

Lfopérateur R1 = %L1 RM gst un "presqua inverss” de M Qﬁ(g } re-

lativement a >
0,(0,7,), H (0,10, L7(0,7,) x ™).

De plus, si u = R%(f;?], on a :

lilly o, ) < cfiel, -l

L (O.ul]

2s

I&'l J lelz et ol C ne dépend pas de t, ni de ',

1

([ W o
N

od : |yl =
J

On considére maintenant 1'opérateur :
1y = [ L N Ov_v =
Ut ") (Lxsx s€',0) 5 YB (x13€",0 ), 3 = Towue,ud.

On a le :

Théoréme 2.2

Il existe §, > 0 et A > O telles que, pour tout ler] > A, 11

existe sur 1'intervalle [0,11), avec 11 = 61 |£’|-ﬁ', un "presque inverse”

R1 de W (£') relativement a. :
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2 u
[@1(0.11). HH(D,T1]. L (0.11] x C).

~

De plus, on a la majoration & priori :

full <t |+l + vl
Hy (0,70 = { *0,1,) }

siu-= R1(f;T]. et o0 C ne dépend pas de &'.

Démonstration.

On écrit :
V ey &1 = . 0'.' Ve oF? .
L(xo.xn.€ .Dn) M(xn,Dn] L1[x0.E ,Dn] + Q(xo,xn,a ,Dn] ;
et 1'on montre que, pour ¢ > 0, il existe deux constantes A > O et 6& > 0
telles que, pour tout |£'| > A et tout u e HH(O,11), on ait :

fotxrsx :£',0 ul < e |lulf
o'’ n n L2[0,11] HH[D,T1]

Comme MQL1[£’] a un "presgue inverse”, on an déduit que WUte*) 2 un "pres-

que inverse” {lemme abstrait sur les "presque inverses”). FZ

2°) Etude sur (1,.8)

On se donne 6, tel que 0 < &8, < &
2 1 2
on pose : T, =6, fer]™ @’

4 et, pour tout E'e fRn-1\{U},

Y

an note-@2 (TZ,G) le sous-sspace des fonctions de Hm[rz,G] qui

s'annulent au voisinage de X, = Ty et X, = §.

Pour chaque &' € ﬂ¥rﬁh\{0}, on munit Hm(rz,él de la norme défi-
nie par :

T

2
H [T2.6) j=o ‘1

Qi eE r, @'m-gr — j 2
x m (IE'I o lE’I ) Dn u[xn] dxn.

2

Théoréme 2.3

I1 existe deux constantes A > 0 et § > O telles que 1l'opérateur

L(xé;xn;E'.Dn) admette, pour tout IE'I > A, un "presque inverse"” R2 rela-
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tivement a : m 2

=

De plus, on a la majoration a priori :

IR+l <C |l ,
2 Hm(TZ.GJ h L2[T2.6)

o C ne dépend pas de &’.

Démonstration

r__g'm-gr yimal
IR IR

On pose : h(g',x_ ] = —~
n l ,a(m-r)

n

et 1'on fait le changement de variables :
dy = h(&'.xn] dxn.
e changement transforme 1'opérateur LD[xé;xn;E',Dn] (représen-
té par ABEF) en un opérateur :
P=P +P,

Les coefficients de P1 sont aussi petits que 1'on veut sur
(y[TZ].y(GJ) a condition de'prendre'aUéssez petit et A assez grand.

De plus, les coefficients de-Pb;sont bornés dans [y(rzl,y(dl)
et leurs dérivées (jusqu'd 1l'ordre m) -sont aussi petites gue 1'on veut a
condition de prendre § assez petit et A assez grand.

Enfin, il existe une constante b > O tells qus, si g, )
1< Vv &m sont les racines de Po(y,cl = 0, on ait :

[ Im z, (vJ| > b, pour y[TZJ <y <yl8)

Par conséguent, en vertu d'un résultat classique sur les opéra-
teurs & coefficients peu variables (cf : [4]]. il existe un "presque in-
verse” de P. Et, en revenant & X+ On obtient un "presque inversé" pour
Lo[xé;xn;g',Dn].

Comme la norme de 1'opérateur représenté par OAB\AB esﬁ aussi

petite que 1'on veut, & condition de prendre & assez petit et A'assez

grand, on montre que L[xé;xn;ﬁ’,DnJ admet un "presque inverse". ¥2A
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3°} Conclusion : &tude sur (0,8)

§ a été choisi dans le 2°)}.

Théoréme 2.4

Pour tout |£'| > A, il existe des opérateurs linéaires continus
R’ et R” de L2[0,6] x ¥ dans HH(O,G) tels qus :
o ol E2 est 1’'identité sur LZ(O,G] x ¢
(11) R” WE') = E

(1) Wlg') R = E
4 sur ¢(0,8) = {u e HH[D,GII u =0 au voisinage de

X = 8}, ol E1 est 1'identité sur HH(O,GJ.

Démonstration

Pour tout &' ¢ ﬂ¥1-1\ {0}, on fait une partition de 1l'unité
(¥,.¥,) subordonnée au recouvrement : (] . 61[;] Gz.ﬁ”[) de [R.
On pose elors, pour tout (f;¥) € LZ(D.G] x ¢!

RUFs¥) = ', Ry (F3¥) + W, R, P F

‘ a2
Y&(xn] =¥, Ix fer]@'), 1i=1,2.

Alors, on montre que, pour IE‘! assez grand, l'opérateur %b(g') RD - E2

gst de norme petite et que 1'opérateur RO Wig') - E,, de ¢(0,8) dans

1'
$(0,6), est de norms hetite.

On en déduit alors 1l'existence de R' et R".

Il suffit de prendre

R 1

H

R (Wi r)”
Q [w]

Y
(R, Wiz y) R,* 74|

et :
R"

2.1.2 Construction d'un "presgue inverse” pour |g'[ < A

Théoréme 2.5

Pour tout A > 0, il existe § > O tel que, pour tout |E'| < A,
1'opérateur L(xé;xnii',Dn) ait un "presque inverse” R relativement & :

(9(0,6), H(0,8), L?(0,8)),



VIII - 13

avec

o0 C ne dépend pas de §'.

Démonstration

MDz admet un "presque inverse" R, relativement a

3
(0(0,8), H (0,8), L(0,8)).
De plus :
L{x'sx 3€',0 ) = MO- + @' (x!sx 36,0 )
et, pour 'E'I < A, QR3 a uns norme petits & condition de prendre 6 >0
assez petit.

On en déduit alors que pour [£'| < A, Lix2ix 1€*,0 ) admet un

"presque inverse” R. W4

2.1.3 Etude dé L(x!sx ;D) dens la bande R % (0.8).

On définit l'espace :

L
H R Mx00,60) = {uel?® xi0,60) | x O ofue PR 0,600

¢0Rn-1x(0.6)] est 1'espace des fonctions de HnaRn-1x(0.6]) qui s'annulent
au voisinage de la droite X, = S,

’ = ’ ' = .
L*opérateur QLO (Lix!sx ,D) YBJ(xosD). J = 1,e..,u) B8t

lingaire continu de HI[IRn_1x[0.GJ) dans

2 i

PR 1x00,8)) x n=1

s
H J R "), avec, pour jJ = 1,see,pp ¢ S

J

= -I-:-'—(Iwm - .11
5=1 r J 2

Théorame 2.8

Il existe des opérateurs lindairss continus glé et SL; de

M S,
LZIIRn 1x[U,GJ x T HJ R" 1] dans ﬂnpﬁn 1x(D,G)] tels que pour tout
j=1 .
2. _n-1 L R . n-1
(f,g) € L“IR" 'x(0,8)) x T HY (R ') et tout ue€d R 'x(0,8)),
J=1

on ait :
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(1) %LO GL&(F,g] = (f,g+tQ(f,gl)), ol Q est un opérateur continu de

2,...n-1

L? (R 1

Moos. o e
x (0,6)) x T HIMW ') dans H R ).

j=1

(ii) GL; u’o U= U

Démonstration

Soit \?A la fonction définie sur Rn-1 telle que

1, pour |E’l <A

i

P, 6"
fale")

et :

g, pour |&'| > A.

Si F L désigne la transformation de Fourier inverse suran—1 et
/> 1a transformation de Fourier sur Rn—1, on pose :
R f.g)

et :
gt (+,g)

F {1-y,) RE. (Fle'.x 1LEE) + ¥, R, ?(a'.xn)}

-1 L i~ ’ A ’ ,\ 1
F {(1-qk) RE (FEE’,x ), g(E")) f ¥y Res TIE .xn]}

EO
A 1'aide des théoremes 2.4 et 2.5, on montre facilement les pro-

priétés (i) et (ii). @&

2.2 Etude de L[X;D) sur 1'ouvert 9

On suppose gwe le recouvrement {Ui ; 0< 1< N} de Q est assez
fin de fagon que :
L UC8
0
. Pour 1 £ 1 &N, Ui soit difféomorphe & une boule dean dans laquelle
on ait x_ < §
n
On considére 1'espace :
h@) = fuelf@ e ued"®) et o uet ®7 x ©,60)
ol {¢i ; 0 < i< N} est une partition de 1'unité subordonnée au recouvre-
menﬁ{ui ; 0 1< N}
Grace & cette partition de 1'unité, on se ramene, par cartes lo-

cales, 3 utiliser le théoréme 2.6. Et 1'on obtient le résultat annoncé au

théoréme 2.1 (on utilise la méthode employée dans Eﬂ, § 5 et 6).
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