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REGULARITE POUR UNE CLASSE DE PROBLEMES

AUX LIMITES ELLIPTIQUES DEGENERES VARIATIONNELS

par

P. BOLLEY - J. CAMUS

Introduction

On étudie la régularité de certains problémes aux limites varition-
nels (Probléeme de Neumann et Probléme de Dirichlet) associés aux formes intégro-

différentielles

alu,v]) = [ Y[xjk' {x) Dau.DBv dx

a
Q a8

ol k et m sont deux entiers > 0 et ¥ une fonction réguliére équivalente & 1la
distance au bord T de 1'ocuvert Q.

Lorsque m = k = 1, on retrouve en particulier que l'opérateur

A = ) f
la]<

|Bi<1

correspondant est un isomorphisme de éb(ﬁ] sur &9(5] {cf. [2]), et on montre

[aaB(x] Yix) o*)

que, plus généralement ce résultat est encore valable lorsque m = k > 1.

D'une maniére générale, on montre gue pour k > m le Probléeme de
Neumann est régulier (i.e. : possede la régularité attendue sur la solution en
fonction de la régularité du second membrel), et gue le Probleme de Dirichlet
n'est pas régulier (x].

La méthode utilisée consiste & interpréter le Probléeme de Neumann
comme un probléme aux limites en "sortant” de l’ouvert Q. On peut alors utili-
ser la méthode des quotients différentiels pour atteindre la régularité tangen-

tielle, ce qui permet de ramener la régularité normale & celle d'une équation

différentielle scalaire.

{x) Ce phénoméne avait déja été observé par M.M. Baouendi-Goulaouic pour 1'opé-

rateur AAx.
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I - LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS W, (R)

k/2

Dans ce chapitre, on rappelle guelques propriétés €lémentaires des

espaces de Sobolev avec poids w2/2(9) afin de préciser la nature des problemes

aux limites variationnels envisagés au chapitre 1I.

Pour k et m entier > 0, on désigne par WE/ZIQ] 1'espace de Sobolev

avec poids :
@) - wepr@™ s W ot e, o] g m

oll & est un ouvert borné de%Rn et ol ¥ est une fonction dn de[Rn dans R telle

que : .
‘9= {xemr" ; Y(x) > G},
r ={xeR ; Yix) = 0},
Grad (x) # 0, pour tout x € T.
On munit 1’espace WE/Z(Q) de: la norme canonique : c'est un espace de
Hilbert.

) dans W (). On a

. °m . P {®
On désignera par WK/Z(Q] 1'adhérence de &(Q) k/2

alors les résultats suivants

Proposition 1.1.

(i) W:/Z[Q] cC LZ(RJ si et seulement si k < 2m

(ii) L'espace D (Q) est dense dans wz/z[Q] si et seulement si k > 2m-1

‘{ii1) L'espace gbdﬁ](*]

. m
est dense dans WK/Z(Q)
(iv) Pour k < 2m=1, on désigne par J le plus grand entier strictement

inférieur & m -,% --%. Alors, 1'application "trace"”

> = wns R
upF—> yu [YOU,. YJU]

ot Yju désigne la trace sur T au sens usuel de la dérivée normale d'ordre j,

(x) On note Q) 1'espace des fonctions de classe C” de Q dans € a support
compact dans , 2 (Q) 1'espace des restrictions & Q des fonctions de

@AR”), et ' (Q) 1l'espace des distributions sur Q.
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- J
de &(Q) dans C(T) 1 se prolonge en une application linéaire continue sur-
J
(Q) sur I H

j=o

Jjective encore notée ur— yu de WE/Z

Démonstration : Les démonstrations sont classiques et peuvent &tre trouvées par

exemple dans [ﬁ].

On va maintenant identifier 1l'espate dual DN [QI]' a un sous-espace

k/2
de distributions suran. Pour cela, on introduit 1'espace suivant :

m

W /o LP(Rn) = complété de DR") pour la norme
k /2
k/2 2
tJ*“'>|IU| N B i, Y
k/2 \(,(rR ) [a[f_m L"R)

\f 6tant supposée égale a -1 pour x assez grand (ce que 1'on peut toujours

suppaser). Grace aux inégalités de Hardy, on déduit facilement gque, pour

k £2m, on a : wR") CL ®R") et que CZ((R ) est dense dans W™ wR").

k/2,¥

R" ]]' est un espace de distributions

m
Wes2.y

Il en résulte que 1l'espace dual [wk/2.%

n
surfR . On a alors :

Proposition 1.2. : Pour k £ 2m, l’espace dual [W (Qj]' s'identifie algébri-

k/2
quement et topologiquement au sous-espace [wr/z %JR )]é des distributions de

[wr:/z,‘f R )]' a support dans Q.

Démonstration : Soit j 1l'application de [Wk/z

’ . /
(2]’ dans [w:/z.?(anlﬁ,définie

par T —> j(T) od :

JTY @ ¢ > < T ¢

(@)] 'x u Q)

[ k/2 /2

Cette application est linéaire continue. D'autre part, j est injective car

D(Q) est dense dans WK/Z[ ). Enfin, j est surjective car le lemme suyivant

montre qu'il existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de W

k/Z[Q]

dans W™ ‘fUR }J. Soit alors U € DN

n L z > .
k/2 R )]5 , on définit

k/2,%

Te W, @] par: ¢+—> < UP >.

k72
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= n ? . n .
Montrons que j(T) = U dans [w:/Z.‘F[R J]' : pour tout ¢ € DRI, on a:

<3Mg > = < Ty >=<UPo| >

Or < U,P ¢IQ-¢ > = 0 puisque P ¢|Q—¢ GWEIZ’\P“R”) et Supp P ¢|9— ¢ C!Rn-Q

et, par suilte, j(T7) = U. Il reste donc & établir le

Lemme 1.1. : Il existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de

m

Wer2

m n
(R} dans wk/Z,‘PUR ).

Démonstration : Soit P un prolongement de Babitch d'ordre m+1 ; on a donc :

P D(Q) C C::O'Rn) {on peut toujours se ramener au cas ol P ¢ est & support dans

un voisinage compact ds Q). Ensuite, il suffit de vérifier que

m..n m n
COIIR ) C wk/z,*e“R ).
En effet, si U eCZ(IR”] et si [Je]e>o est une famille régularisante, on a évi-~
demment : Ue: = je xU e QR et Ue converge vers U dans H"®R") et donc aussi
m n
dans wk/z.\?ﬂR ).



Ir - LES FCRIES INTEGRO-DIFFERENTIELLES alu,v)

Pour kK et m entiers > 0, cn pose

alu,v) = [ ‘f(x}k ) a B(x} 0% . By dx ,
< Q lalsm il
|Bl<m

ol aaB(X) € C (@). On s'intéresse & celles de ces formes alu,v) gui sont coer-

civessur l'esbaCQ'wE/z(Q], i.e. 1 3 celles polir lesquellss-il existe des.cons-
tantes C > 0 ¢t A € R telles que : pour tout u ¢ W:/Z[Q].'On ait @
" 17
Re alu,ul > Ce i! U!‘—_n - A “ UHZG .
nK/Z(Q) wk/ztﬂl

Une telle forme alu,v) sera dite fortement coercive si on peut prendre A = O
dans ceotite infgalité. Avant d'exnlipiter lgs types de problémes aux limites
attachées a de tslles formes alu,v), on énoncera des conditions nécessaires et

suffisantecs de coercivité.

II.1. Ceercivite des feorims inté2gro-différentielles alu,v)

-~ 00

lLe théoréme saivant est <2 & Pavec (résultat non publig) et a

-

-
Boéro-Pevac 2

¢
P

dans un cas particulisr (cf. aussi Dﬂ ).

m

Théorémz 2.1. : Four cus la forme alu,v) solt coercive sur l'espacs WK/Z[Q], il
faut et =1 suff.it cus
. +
(A) ¥xe€q, YEeR - {0}, Re ) a x) s
! . a8
|of =] 8] =m
R

B Vvxei, ¥t{ <R = {0}, cotangent en x & T, la forme ax[u,v] dé-

finie par :

B

[
B

+00
a (u,v) = f L
X ;

. _g ‘ A guXi igrgrad ?(x)DtJuu.(£+grad %%x)Dt) v dt
o la]=igp=m "
soit fortemesnt coercive sur lernasy wm iR J.
I " R/2+

Bémonstration @ La ciacustcaiicn 3.. calgude sur celle de [ﬁ] dans le cas od

k=0.
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Cependant, la condition (B) n'est pas trés facile a expliciter dans

le cas général. Toutefois, on a le résultat suivant :

Proposition 2.1. : Pour que 1la forme ak[u,v] soit fortement coercive sur l'es-

pace W:/ZUR+J il suffit que la forme

+00
a'lu,v) = ¥ a (x) (E+grad $(x)D, )%, (E+grad Px)0)%v dt
x o lal=|gj=n ° ¢ i

soit fortement coercive sur 1l'espace Hm(R+).

Et cette condition suffisante est aussi nécessaire pour m=k=1

(cf. [3]).

Enfin, rappelons gue dans [{], on donne des conditions nécessaires

. ‘s m
8t suffisaentes cde coercivité pour d= telles formes a;(u.v) sur l'espace H (R _J.

Remargue 2.1. : Il est facile de voir qus les conditions (A) et (B) impliquent

la conditicn {A') suivante

(A') Vxed, vEemR - {0}, Re a0 6 0.
laf =] 8] =m

11.2. Les prebilimes cux livites o wogiss sux formes intégro-différentielles

alu, v}

Soit alu,v) = } ffxtk ) aabixJ Dauast dx
9 f2lgm ,
[B}<m

une forre intégro-diffirentielilz forteirent coercive sur i'esQace NT/Z(Q].'Uhe

telle forme est alors coercive sur tout sous-espace de WE/Z[Q), et en particu-

O
lier sur l'’espace
K/7

D'aprés le lemmz da Lax-Milgram, on =n cgéduit :

(i),

Probléme I : V¥ f< [k ,2)]', Jlue Wy (@) tel que :

/

[ atuv) = <£.%

1 v e ‘k/Z[QJ.
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[e]
Probleme II : V f € [W, @J]', 3t uew (@) tel que :

m
k/2

Par.analogie avec la théorie variationnelle classique pour les opé-

rateurs elliptiques, on désignera le Probléme I par Probléme de Neumann et le

Probléme II par Probléeme de Dirichlet”associ§ a l'opérateur L = Z
B oK a lo|<m
D (Y(x) a_(x) D). |B)<m
aB
Remarque 2.1. : Il résulte de la coercivité de la forms alu,v) que l'opérateur

L est elliptiqus & 1'intérieur de Q.
Evidemment,; les problémes I et II s'interpr8tent comme des problémes
aux limites ; en paerticulier pour k < 2m-1, le praobleme II de Dirichlet sest

équivalent au probleme aux limites II' suivant :

m

° m
[ - . i ) 1 1 R -
Probleme II' : ¥ £ & [W' ()], 31 u ew Q) tel que

/

Lu

i dans &' (&)

Yu=0 dans  H 27 2(T).

\ j=o

L'interprétation du Probléeme I de Neumann est plus délicate et nécessite des
théorémes de traces et de formule de Green puisque pour k £ 2m-1, Q) n'est
pas dense dans le domaine meximal dans LZ(Q] de 1'opérateur L c'est-a-dire
D(L;Q) = {u e LZ(Q] ; Lu 5'L2(Q)}. Par ailleurs, pour k 3'2m-1, on a

m °m

W28 W o

correspondants gsont iﬁéntiques ; cependant, on peut montrer que pour k = Zm-1,

(), il en résulte gue les problémes de Neumann et de Dirichlet

on a bien un probleme du type Neumann {cf. [f] pour k=m=1J).

On s'intéresse ici & la régularité de la solution u des problemes I
et II selon la régularité du second membre f ; on montrera que, sous certaines
conditions simples sur f, le probléme I de Neumann est régulier, alors que le

probléme II de Dirichlet ns 1l'est pas.
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IIT - REGULARITE DES PROBLEMES AUX LIMITES VARIATIONNELS

Le résultat essentiel de ce chapitre est le résultat suivant :

Théoreme 3.1. : Pour k > m et pour tout entier p > o, 1'opérateur L est un

Min(p,k-m]

isomorphisme de Wim+p[91 sur HP (@) N HO

(). En particulier, 1'opéra-

teur L est un isomorphisme de & (@) sur D@ N Hz-m[QJ.

En d'autres termes, le probléms I de Neumann est régulier dés.gue le
second membre 1'est (modulo certaines conditions de traces nulles sur le bord
). I1 en résulte que le problame II de Dirichlet n'est pas régulier.

Pour 1la démonstration du théoreme 3.1., nous distinguerons deux cas

selon que k > 2m ou gque m < k & Z2m-1.

III.1. Démonstration du théordme 3.1. lorsque k > 2m

On va considérer les conditions H1[p;QJ 3 H2(p;Q) et Ha(p;ﬂ] de [5].
Pour tout x €T, on est amené & considérer 1l'opérateur différentiel :

B

H

Lixst:0,) ) (+grad PIx)0, ) (x) t° (+grad Prx)n )"

a
|l <]8] =m "

ol £ est un vecteur cotangent non nul en x a T.

L'équation caractéristique ¢ {x,p) associée s'écrit :

b (xip) = 15 [l |ZI | (grad Pix) P qae[xﬂ (Mo ) (m+p=13. ... (Mo - k+1),
af={Bl=m

les racines sont donc -m, —m;1...},-m+k-1. Ainsi, la condition H1(p;Qj est
s tisfaite i.e. : $(x:0) = o n'a pas de racine ¢ telle que Re ¢ = -p-2m+k-—%

et le nombre rp de racine p de ¢(x;0) = o vérifiant Re p> -p—2m+k—-% est égal

N

a rp = Min(m+p,k) et donc 1'indice xp de L[x;t;Dt], opérant de w§m+ptﬁ+] dans
HpUR+) est égal a Xp = m—-rp = =Min(p,k-m)} ; par suite xp > 0 si et seulement
si p=o. '

Par ailleurs, la forme méme de 1'opérateur L(x;t;D¢) montre que

Min{p;k=-m)

2m+p p
LWk [FR+]CH UR+JF\HO

(R,) : et par suite, il en résulte (gréace a
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la coercivité forte de la forme ax[u,v] sur w:/2WR+)) que L[x;t;Dt] est un

Min(p;k-m)

isomorphisme de wim+pﬁR+] sur Hp(R+J/\ Hy

(R,3, ce qui répond & la
condition Hstp;Q).
De ces propriétés, on déduit que pour tout entier p > o, on a

. . 2m+p : .
(3.1) vu ew" @) s Jul < C .{fLuj U 71 SO
K WP gy P HP () wim+p Tta)

K
Par ailleurs, de ce qui précéde et de la forme (variationnelle) méme de 1'opé-

Min (p: K"m]
o

rateur L, on déduit que si u ¢ Wim(Q) et si Lu e‘Hp[Q) O H (Q) alors

ue w™Pq).
K

B'autre part, pour p=0, Xo = 0 &t donc, d’'aprés [5], L est un opé-
rateur & indice de W§m(9] dans LZ[Q]. La coercivité implique qué L est injec-
tif. Pour montrer la surjectivité, on raisonne par dualité, et on est amené a

. 2 L oips LI n - X

montrer que si u € L"(Q) vérifie L u = o dans &' ) alors uso (L désigne
1'opérateur adjoint formel associé & L}. Or ceci implique u e.Lz(Q) et
. ,
L u=o €.L2[9], donc u € D(LX.Q) domaine maximal dans LZ(Q] de 1l'opérateur

*
3m(Q] ; la coercivité de L

L et puisgue k > 2m, il résulte de [7] que u €W

implique alors uZ o.
Finalement, le théoreme 3.1. est démontré pour p=o et pour p> o, cela
résulte de 1'isomorphisme pour p=o et du résultat de régularité énoncé précé-

demment.

IT1.2. Démonstration du théoréme 3.1. lorsque m < Kk < 2Z2m

La démonstration gui va suivre est en fait valable pour m<& k £ 2m
et permettrait’ainsi de retrouver les résultats obtenus pour k 2. Z2m par une
méthode totalement différente.

On commence par remarquer que si k > m, le probleme I de Neumann

s'interpréte de fagon simple. Soit f & [w2/2(9£]' et u la solution du
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Probleme I :

alu,v) = <f,w»

vvew Q)

k/2
uce Wk/z(ﬂ)
Comme & (Q) est dense dans Wk/q[ J, on a donc pour tout ¢e;&bﬂRn] et en dési-
gnant par F 1'élément f considéré comme élément de [WK/Z V,(Rn]]; :
9]
J K :E; 1aaeix] 0%u . DB¢]Q‘ dx = < F,$ >.
Q |u|<m
|B|<m
/WIMT; K o "
Or, puisgue kK > m, on a : Y Du= ¢ 0 u pour lal £ m, ol ? désigne le

prolongement par 0 hors de Q. Finalement, le probléme I de Neumann est équi-

valent au probleme I' suivant :

Probleme I' : ¥V F e [W . LOR J]_ , 3 uew (0 tel que : LU = F dans ' R").

k/2,%¥

En d'autres termes, 1'application

ub—> LU : W' (@

k/2 R g

) — [k/Z‘F

est un isomorphisme.

Remarguons de plus, puisque k > m, gue si u € wim+p[Q] avec p entier
n ~J
20, 0na: Lu-=Lu

Par ailleurs, il résulte de IIT.1 gque 1l'on a encore les estimations

a priori (3.1.), de sorte que L est un isomorphisme de w2m+p(Q) Sur un sous-

k
Min(p,K=m)

gspace fermé de HP Q) N H (). I1 reste & établir que 1'image

Lw2™P Q) est dense dans HP(R) N HMln(p k=m)

K () et il suffit de 1'établir pour

p=o. Pour cela, soit f € X(Q) et u la solution du probléme I ; on a donc
VY
(3.2.) Lu = ¥ dans D' R").

2m[Q] en utilisant la méthode des guotients

On va démontrer que u € wk

différentiels pour la régularité tangentielle et en revenant & 1l'équation (3.2.)

pour -la régularité normale.
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=

487e étape : Estimation a priori dans le demi-espace et régularité tangentielle

Soit X, € I' et @ un difféomorphisme d'un voisinage & de X dans(Rn

sur un voisinage de O dansTRn avec 0 [xO] = o et tel que $o 6—1[x';t];§ t,

t€jR et x' ¢ Rn-1. L'opérateur L se transforme en un opérateur & de la forme
LBy = ZZ; BuB D6 (AaB tk g%v).
lal<m
[8f<m

La coercivité de la forme a(u,v) implique 1l'existence de:deux cons-

m

tantes p > c et ¢ > o telles gue pour tout v € wk/z

GRTJ avec Supp v C Blo,p),

boule de centre 0 et de rayon p, on ait :

O L R Lk won Mo g, 3

ks2 W) [y - W /2

Soit ¢ e.ébﬂRn], Supp ¢ < Bfo,p) avec $(x) = 1 dans un voisinage de 0 ; de

(3.3.) on déduit gque pour tout u & w? (@), en posant v = 306-1, on a :

/2
3.4 o] S B 103 7 P
Rl @) W 1] AR
/27 + .
+Il¢vlpnll }
(s} n
+ WK/ZUR+)

od x est une fonction de Z R") égale & 1 sur le support de ¢.

Le commutateur Dﬁ,é] ast un opérateur de la forme suivante :

i} k 8 K
[% 6= 1 s pf (dg t 0% + 3 eag O (g o%) ,
| ] <m-1 | o] <m
| BJ<m | B| <m-1

~

e et f . étant des fonctions C 2 support. dans

daB' aB aB

les coefficients ¢ ,
ofB

Supp ¢.
Soit alors la solution u de (3.2.) ; on peut appliquer 1l'inégalité

{(3.4.) 3 la fonction

s of RN

fih vix',t) == [ Tihv(xy-t] - v(x',t]]

avec T.hv(x',t] = V[x',...,x£+h,...,x' ,t), i =1,...,n~1 et h> o

i 1 n-1

assez petit.
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Par ailleurs, on a :
- B k @
:@cpihv) Bv o+ p (B ) D (T (A )t D (T, v)

B k o
BaB D [oih[AaB) t D [Tihv]) ;

I

Fin

+

et puisque f € (Q), i.e. : ¢ Hv ¢ QD[RT), on a

o Pin & v < C
ih
[k/zma )]

ot C est ume cunstante indépendante de h. En effet, on a : pour tout 1237 M{U.

]

<6 0y b v, ¥ <0 BV, 9¥>

. -k/2 k/2
= <t I By, t o¥>

donc

-k/2 K/Z
l<¢ p, Bv, ¥| < |t o. byl It o¥| ;
ih ~ ih LzﬂRn) LZUR ]
il suffit ensuite de remarguer que “t_K/Z oih Jg\dlz . est bornée indépendam-
LR

ment de h puisque By eo(a(lR’:].

L'estimation des autres termes de ag[pihv] ne présente pas de dif-

ficultés.
Finalement, on obtient que ¢ pihv demeure dans un borné de WE/ZGR:]
et par suite que v m "
¢ 5YELRT € wk/2(R4)‘ i=1,...,n1.

Réltérant le procédé en remplacant v par -g% dans (3.4.) et ainsi
n-1

de suite, on obtient que, pour tout multi-indice o € N , on-a:
o
6 Dol € W, ®D.
R
+
2°me étape : Régularité normale

=

Revenant & 1'équation (3.2.) et & l'expression de £(¢,v), il résulte

de 1la 1°7° étape que :

o™ ¢k Dm(¢v) e ™2™ )

t

(3.5.) .
¢w|IRn € wk/2(|R+].

+
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On utilise alors le lemye suivant :

Lemme 3.1, : S1 w € Wt/z

entier, 1 £ p < m, alors i 1:k D?: W e HP (R) poOUr Q * O, ss0,M.

(R,) & support borné st si t:k D': w er[lRJ avec p

Supposcns ce lenms démontré. D'aprés (3.5.), il résulte que

Kk .m n-1

t Dt[¢v] € H1(R;L23R ) et donec, d'aprés ce lemme 3.1.,

tk Dz(¢v) €'H1ﬂR3L2ﬂRn—1]] pour o< g < m.

Revenant ensuite & ¥ (¢v), on obtient donc que

m Kk .m

o] t* oflev) € H™2w, 2@ ).

t

Répétant alors le raisonnement ci-dessus (m-1) fois, on obient finale-

ment que : tk Di[¢v) E.HmGR;LZGRn-1)) POUr Q = O, .u.,M.

Lemme 3.2. : Siwé€ WE/20R+] 3 support borné et -si tk Dz ’\‘(o€ ’Hm(R) pour

q = 0,...,Mm, alors '\}3 ewi’"(m.

Supposons ce lemme démontré. Il résults donc de ce qui précade et de

=1y,

ce lemme 3.2. que ¢v & wimUR;LZUR
Finalement, on a démontré que ¢v G‘WimﬂRn) et donc, en revenant 3 @,

que u & wim(nl. C.Q.F.D.

Démonstration du lemme 3.1. : On peut procéder de la fagon suivante.:

On part de 1'identité suivante :

S IR -

d k
E(t\l] k = t

_d—t-
k-1 d¥
On pose U=t -— W ; Oon a alors :
dt
q+1
o -k =t ePR)

dt dtq+1

(3.6) )
UeL ") si k2 2.

Remarquons que si k =1, alers m = 1 puisque k 2 m et dans ce cas p=1, et le ré-

sultat cherché est facile & obtenir car :
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by

Revenons & (3.6.) ; surzR+, on a donc

_ [+m -k kgl

ult) = o f(to) do ot f = t ——m — .

1 gt
D'autre part, il est facile de vérifier que cette solution est aussi solution

de (3.8.) sur R tout entier. Enfin, on a :

P o
Ty = - [ o TP P 46y do
dtP 1
d° 2
Utilisant 1'inégalité de Hardy, on en déduit que —— U{t)& L (R).
dtP
k -m*~ m
Démonstration du lemme 3.2. : On a t Dt w €H (R) et comme w(t) = o pour t £ o,
on a aussi : tk_1 D? ™ € Hm—1UR]. Par suite,
N I e R L = A PR

", -
Raisonnons par récurrence et supposons que tK DT+D w e H PRI, o < p< m1.

- a, —_y—
On en déduit que tk ! Dz+p w e‘Hm P 1ﬁR) et donc
£ oW - ot 0P 1k TP e P @),

u
Finalement w ewimnm.

Remarque 3.1. : Lorsgue 1 £ k < m, il est raisonnable de penser que le probleme

I de Neumann est encore régulier mais ceci nécessite pour 1l'interprétation du
probl2me variationnel comme probléme aux limites un théoréme de traces et une

formule de Green délicats.
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