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PROBLEMES DE CAUCHY HYPERBOLIQUES SINGULIERS.

par

S. ALINHAC

INTRODUCTION.

Le but de ce travail est 1'étude de l'existence et de 1'unicité
des solutions d'une classe de problémes de Cauchy hyperboliques singuliers.

Les domaines de d&finition des fonctions et des opérateurs sont
des ouverts du demi-espace t > O de(Rn*1 {dont un poinf a pour coordonnées
(x1....,xn,t) = (x,t) J.

Plus précicsémant, on envisage las deux cas sulvants :
(1) le domaine de traveil =5t la bande B = {(x,t), o < t < T}, éventuelle-
ment le demi-espace supérieur tout entier.
(11) le domaine est limité par un ouvert borné singulier @ de R: et par une
surface S réguliére au-dessus de Q, s’appuyant sur 3Q :

3 eech@, d # 0, telle que :

$s>o0cas g, P=0sur2n, S={xt), xeq t= Fix)}

On étudie dans ces domaines des systémes hyperboligues singuliers

de la forme :
n

9 3 B
L=+ I A, — + =,
at qeq 1 Bxi t

ou Ai et B sont des matricss (p x p), variables, complexes B bornée, les Ai
bornées ainsi que l=urs dérivées premiéres. L'hypothése d'hyperbolicité
porte sur la "partie principale”

X 2

?_l = ._é. S g ,’_'\ [
3t 161 i dxi

n
L est choisie hyperboliaue symétrisable dans la direction du
vecteur de coordonnées (0,...,0,1), en tout point du domaine (pour les

définitions, cf. [1]3.



Le type de la singularité choisie est ceiui quy epperait lersgu’on

écrit une équation différentielie du type de Fuchs sous Foime de systeme.

4

i .
Pour des 3qusations ayant uns singularitsd plus forte (en —- , A>13
J_I;
[

on peut construire (& une verieble ei, dons la piupart des cas simples, 2
n variables) une sclution v indéviniment difsérentizble de Lu = O, plats

sur l'hyperplan t = 0, c2 gqui scmble exclure la posaibilité d'un probléme

“r

i e i 52
s de type t7 , u € R, construite surw™,

bien posé dans des especes a ool

: P R A - A 3 PR B ORRING Y . -( A7 »
La m3thode employéé censiste & etablir dos itndpslités d'énergie
N

- P S " " ‘[*J - iyl e . L e
pour L et son adjoint formeli L {conaidires onmme des opdbateurs’ noh

bornés dans dgs espace:z de Hilhert) & 1 d'intagsutlong nor partins.

les zspan2s envinagss sonts
L)

"
. < . .- .
quelles t £ e te) ; ame function oo

- ‘g - . -a N ~ ey i . A oA B
mé&me nécessairement nulils gue si ou-¥ oy (LT, oomioeon ITe 238 note dans

o t
) - s Ph . LI 1 b
s s B I L 3 ™~ . R A A S S R E gt R A S
un cas particullier Lé}" Crla justitia, éteni-edmis lo cadre h¥loartied da

travail, 1'int

.
(dans un cadrs
. . P R P I N B i o ) S B
méme type, mals & soafflicients eansiyeiguss. soat aboanus dans F,,;;aa
Les jntégrations par partias, o §ateriiint M igyratrisans £ do b
Srantiol d'ordrs O, gfoffectuent swlon iss
techniques de 1.
I1 nrest alzys natorellomsnt pes possidle, gans 1s Ca? i LQiLs

général, d'obtenir des inégalibés =sxactes.; uvatiles sont obtsnues deo

lités souffrant un nombra finl d'excepiions.

On cbtisnt, en dési

(x} ' . 2 4
de L et L considérés corma opirateurs non bornds dans Lo, et L

respectivement, ls théordme princioal
3 uoC R +el quz siu <y,

Loret b7 “gont g indicu.
H H



Dans de nombreux cas particuliers, on obtient des isomorphismes
et i1 est parfois possible de précisep uo & sa valeur optimale.

Les guestions de:-régularité ne sont pas abordées dans le cas
général. Elles ne sont envisagées qu'incidemment dans le cas particulier
simple ol Ai et B ne dépendent que de t, en vue de montrer l'usage que 1l'on
peut faire du théoréeme principal, "asymptotique”, pour obtenir des résultats
dans la classe C (DL2 dans une bande). Les théorémes 3) et 4) précisent dans
quelle mesure on peut, pour ces opératéurs, bien poser le probléme de Cauchy
en termes d’'images et de traces sur t = O.

En particulier, ils fournissent des éléments de réponse au probléme

posé par J.L. LIONS, & la fin de [2].

I. GENERALITES : NOTATIONS ; RESULATS.

1) Domaines : On note, pour le cas (i)
B = {(x,t), 0 <t <T}, B, ={lx,t), t=0}, B = {(x,t}), t=T}.
en outre, pour T > ¢ > O, Be = {({x,t), e <t < T}
Pour 1le cas {ii) : S est définie plus haut ; on désigne par

D= {(x,t), x€ Q, 0<t<Y(x)}, De = {(x,t), x€ Q, e <t <P(x)} .

2) Opérateurs :

On étudie, dans B ou D, des systémes du premier ordre du type

n
3 3 B(x,t)
L 3% + .Z Ai(x,t) v + s s
i=1 i
B bornée, les Ai bornées ainsl que leurs dérivées premiéres. On pose :
n. H :
L(*] = -2 z " AH + B {od MH désigne la transposée
at , X, i t
v i=1 i
hermitienne de la matrice M) ; L(*J est appelé "adjoint formel” de L.
_ n - , N
On note al(x,t,E,t) = 7t id + I Ai[x,t] gi ; L est hyperbolique
i=1

symétrisable signifie qu'il existe un symbole r{x,t.,£,t) d'ordre O et de



o B

degré 2 (i.e. Dx,t,DE,x

re0(-|8|) pour tous multi indices a,B, |a| < 2,
IBI < 2) qui symétrise la matrice a, soit :
ras aH rH , avec les propriétés supplémentaires :

s,) T+ rH > a I, ol @ est un nombre positif fixe.

4
32] rix,t,g,t) —> rm[x,t,EJ lorsque T —> % «, et r-r_ est d'ordre O
en iél .
|

;sgl;r(x.t,i,tj se prolongs analytiquement en t dans E.

En fait, il est montré dans [1] que 1l’existence d’un tel 'symétri-
suer "spatial” implique celle d'un symétriseur "de surface” r(x,E) ayant la
‘propfiété”sﬂ].

C'est ce dernier, noté r[x,E), que nous emploierons désormais dans

les calculs.

3) Prédomaines des opérateurs L et‘L[*]

Pour u € R, on pose, dans le cas d’une bande,

2 2.0, . :
DU = {u € LU'1 [[D,f] , L CRx)], u continue 5ur:]0.f], et

=

2

(¢ 2
pour |a| =1, DTue Lu;1 (B} ., et
2 .
DE*J = {v & E?u+1 [[Q;f]. L2[R2]j, v continue sur ]D,f]
] > |
o 2
v(T) = O et, pour |af =1, D" vel -1 (B)}.
(%) 2 ()
On note Lu {resp. L ) les opérateurs de domalnes Du {(resp. Du )
2 2 e |
dans Lu+1(BJ (resp. E_U"1[B]) définis par :
2 2
€D , L = L
u u U'u‘ u
(resp. v € D[*) , L(*) v = L(*] v)
u Y
Gy

On verra plus loin (cf. II) gue les graphes de Lu (resp. L,‘,i

2 2 2
{dana;Lu;1(B)‘x Lu41(6] {resp. E-u;1(BJ»x E;u_ﬁJ.ont pour adhérences dans
-2

2 2 2



ces espaces produilts dss graphes fonctionnels ; on note alors [; (resp. L[*]

)

)

les opérateurs, de domaines'ﬁh (resp. Di*'l, quil ont pour graphes, ces

adhérences.

4° Enoncé du résultat principal :

Eluoé R tel ique, si u < Hy

L et LL*]
H H

sont & indice.

Les calculs détaillés prouvant ce résultat sont fournis en II) et
III) dans le cas d'une bande ; ils sont esquissés (&tant analogues) en IV
dans le cas d’'un domaine noté D.

II. UNE FORMULE DE GREEN POUR L et ij*)'.

1) On établit, pour u € Du(B] et v € Di*J(BJ. la formule
N ()
[Lu u,v)B = (u,Lu v)B .

Preuve : Soit € > o ; on intégre par parties [Lu u,v]B de 1la fagon sulvante :
— . E

u+1 u+l u-1

- L 'S 3 W
(L u,v£ = {t 2 L u,t 2 v) = (t zlh BHt v) +
Lo € H Bg B BE
utl _u*i n u+l _u+l
I R N N RN L]
€ i=1 i £
u+t ut u-1
9 2 2 du u*l 2 ) s S
Or, EE-(t u) t 3 +_3T—t u, d'ol [Lu u,v]B;_E =
u+ 1 u-t _u
s lw,t 2w, - w208 2y
Be 2 Bs
Le premier terme écrit s'integre par parties et vaut
u-1 _u+
_u-l-‘] » ~Bﬂ.-1 8] _u-t-']
3., 2 __ u# 2 2 3v ,
Or 5T (t v) = 5 t v+t r d’od
u-1 u+1 w1 _ut1 u-1 _p-1
(t 2 u,t L(*][t 2v}] = u;1 (t " u, t 2 V]B + (t “u, t 2 L(*JV)
€ Be
Soit enfin (L u,v) = (u, L(*)v] - (u,v) .
u Be u B t=g

<



La fonction ¢ : e(~——¢'[[u,v]l+=€ est telle que
T u-1 _utl
[[ 22 e com car K cpe2upy,  ge v,
€ LR L (R)
o X X
il existe donc une suite €, ——;> 0 telle‘que-‘P(en] ——> 0. En donnant & e

les valeurs €, dans la formule précédente et en faisant tendre n vers + o,

()

11 vient (L wu,v) = (u, L v).
|4 H

2) Une conséguence immédiate de 1] est la suivante :

81 (0,W) est adhérent, au sens de L#;1 X Lu+1 (resp. L2 x L ) au

[2¢)
o

graphe de Lu {resp. L )}, alors W = 0.

Cela permet de définir fﬁ et Lu , comme amnoncé en I),.3), et

1'0“ a : _ ——[—j- _ e
YVueD ,YveDd™ ,(C uwv)=_(ulL
u M u H

III. INEGALITES D'ENERGIE (CAS D'UNE BANDE)

On note:R 1'opérateur ‘(tengentiel) de symbole r, et u une fonction

de DA (B) (A €R)J.

1) Identité quadratique de base :

On 1’cbtient en‘intégrant "&+demi” par’ parties l‘expression

AR A-1
(R ¢t 2 L ou, t_zlJ)Bi,pUiS en faisant tendre convenablement € vers zéro
€
(cf. II.1). -1 A1 A1 A+1 A-1
3 2 . .21 2 2 du . 2 3u 2
En effet, t 3% (t ‘.u) t7 u+t 3% d'od (Rt 3% t " u)
n A+ A-1 . A-1 A-1
I RA -t uwtlwe = -2l Re e, b2
i=1 LoeXy € 2 : B
A-1 n ~A-1 A-1
FRES(E2W+ 3 REA ==t2u t2u),.
ot 1=1 i3 ' BE



A-1
On note T le dernier terme écrit, v = t 2 u, et on:intégre T par
parties :
v ¥ " v H %
T= (., tR v) + % [(— ., t A, R" v)
at B . X, i B
€ i=1 i €
3 * n ) H
Ts-(v, = (tR V), - I (v, = (tA R v])
3t B . X, i B
£ i=1 i £

+ (R t V,V]Bs - (R tv,v)t=€

n
T = ~[v,[% R+ 1 (¢ AH R*jx‘]v]e - (V,R*'v] - (Rt v,’éXJ

t i=1 i i € Be ot Be
n v
- & (Rt A.v, —) + (R tv,v) - Rtv,v)__ .
i=1 : a»Xi Be, Bs t=e

Gréce aux hypothéses faltes sur Ai et R, 1'opérateur B, entre [ ]
qui intervient dans le premier terme écrit est d'ordre 0.
On transforme maintenant les termes

n i
(R tv,-%%] + T (RtA,v, gbi )
i=1 1 Xi

£y

de fagon & faire apparaitre le terme T :

n n

v IV ., _ ¥ v H » v
(Rtv,”-a-'%-) + 'Z (Rt Aiv, -5_X_.—] = (R tv, Bt) + 'Z [Ai R” tv, 8x.) +
i=1 i i=1 i
) o - H ?
+ (R-R)It v, <31 + £ ((RA, - AT RM) tv, =)
ot =1 i i axi

On utilise alors la formule

v d ao® _a¥ '
3t B, = ’(EE (R-R )tv,v)B + ((R-R Jtv.vlB

€ 5
gui permet d'écrire :

((R-R™)tv, =) - (R-RYEv, V)

v

3v n H x v
ot

)} + % [[RAi— Ai R ltv, i }] = -(Nv,v] +

LR-R™)tv, g
i=1 i €

* %
+ ({R-R )tv,v]B - ((R-RT)tv, vl

5

ol 1'0n a posé N = — (R-R¥) t+ & —>— (RA, - A0 R¥)t.
ot axi

, i i
i

™3

1
Finalement :
Te-(v,Qv)

* ) - p* - T
6 -(v,R v]B vl (R tv.le (R7tv,v), - T

€ € € S



Soit

A% A-1
7 v 7
2Re (R t Lu, t ~ u) = -ARe ERv.v)B - Re (V,QVJB + Re [Nv,v)s
+ Re (R¥ tv,v), - Re (R"tv,v), _
Bs t=¢
8t a1 A-1
2Re (Rt 2 Lu, t‘2 u) = -2 Re (Rv,v)8 - Re [V.OVJB + Re'(Nv,v)B
£ € €

+ 2 Re (RBv,v) + Re (R¥tv,v), -Re (R%tv,v) .
B B t=¢

€ S

F

Il ne reste plus gu'ad établir maintenant, gréce & 1'hypothese que

R symétrise L, que N est d'ordre O : en effet, N = N't, et :

Ny N N, n
= fL - o e en! - o0
- e
m 4
0(0) [tal - RDT"
par hypothése m
0(0a)

Fn faisant tendre € vers 0 comme en II}, 1)}, 11 vient :
A+1 A1

2Re (Rt 2 Lu, t 2 u) =-A Re (Rv,v) + 2 Re (RBv,v) + Re (N'tv,v)

- Re (v,Qv]) + Re [R*EV,VJB .

S

Cette dernidre égalité est dite "identité quadratique de base".

~

2) Dérivation des inégalités d'énergie & partir de }'identité quadratique.

a) Généralités : On a

2 Re (RV,V]6 = Re [IR+RH)V,Q]B + Re [jR*LRHJv,Q]B .

H H

Or, 1'opérateur R® - R = [RR - R} est d'ordre -1 (vu les hypothéses faites

sur R} ; en outre, R+RH a un symbole.hermttien,positifrpar hypothése :

peut donc s'écrire : R+RH = A+ T_ﬂ , ol T_4 est un opérateur d'ordre -1 et

A un opérateur hermitien positif (d'aprés 1'inégalité de Garding fine, cf.[ﬁ]}.
T_1 étant lui-méme assez régu1ier, peut gtre approché& en norme par

des opérateurs de rangs finis dens L2.



On a donc : 2 Re [Rv,v]B = Re (A’v,v]8'+ Re [T10 v,v]B . ou-TF'ést‘de rang

fini et A' hermitien positif.
0On opére de méme pour le terme de bord :

‘Re (t-Rv,v], =Re (t A*v,v)g + Re (Ti vivlg

S S S

B

ol T% est de rang fini et A” hermitien positif.

En notant—PD 1'opérateur d'ordre O

P N - Q* + 2ZRB, 1’identité quadratique s’écrit alors :
+1 A-1

° )

2 Re (Rt 2 Lu, £t “u), = - %-Re (A'v,v)

8 - %-Re (va,v]

B B

+ Re [POV.VJB + Re (tA"v,v)8 + Re (Tij.v]B .

S =)

b) Inégalité d'énergie pour Lu dans Du :

On choisit A = u. Grace & la positivité (stricte) de A’, on voit
alors que si up < Ho» et si u est dans un sous-espace de codimension finie de

Dﬁ (ot les termes [T¥v,v) et (T%-v.v] sont nuls), on a 1l’inégalité :

B Bg
(uo'ul“”ullz : f;cte'HLu u 2
Lu_th] w1

| ——

12 2

(8)

Cette inégalité demeure valable pour u € Du et Lu , pourvu que u

=

appartienne & un sous-espace fermé de codimension finie de Du

c) Inégalité d'énergie pour L) dans 0

On choisit A = -u, puis on multiplie 1'identité de base par -1

(%)

le terme de bord est cette fdis nul, st 1’on-obiient aisément, pour v € Du*

{sauf un nombre fini d’exceptions) et p < u§ s
Gl - w il
L= (B} :
u+1 - u-1
2 2

(%)
cte HL v”
H L2 . 8
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3) Fin de la preuve du théoréme nrincipal I.4 :

Elle repose sur les faits suivants :
— e x
L(*] -

W T, Ty =L
u u u U

Preuve de ces identités : On montre que (t;]* = Lﬁ*]

traitant par la méme méthode, mais beaucoup plus aisément, gréce & 1'absence

,_l'éutre égalité se

de traces dans la définition de Dp.

On sait déja (formule de Green II.1)), gue L‘ﬁ*] < (Eu)*. Soit donc
vV € L2 1 (B) une solution faible de (U v = £, i.e. df € L2 _1[3] telle
- u _.uz

VueD (B), (u,f) = (L u,v).
u u

On se donne T>n>0, et “(t) une fonction réelle test dans:]O,f].
avec P (t) = 1 pour n<t<T.
— % v N
Alors ¥ v est solution faible de (Lu) ( fv) =+, o

Fe= - frv.

Les poids ne jouent alérs plus aucun T8le dams.la démonstration.

qui s'effectue comme dans [4], section 1. On obtient ainsi que v est continue

n

sur.JO,T] a valeurs dans H—1[Rx

), et v(T} = 0 ; de plus,

2 a0 =t en
vy € L5 ({0,7], H-"(RIY.
2 .
Si maintenant ?e(x) est un régularisateur de Friedrichs horizontal,
. (%) .2 (%)
alors v_ = v x (Pee:D}l s Vo > v dans L_ L+ (B) et L Ve > f dans
Lzu_1[B]. ce qui signifie que v e.Dﬁ*) et f = Lﬁ*] V.

2
La preuve du théoreéme s'achéve alors d'une fagon habituelle.

Remarque : Dans le cas d'une bande, si 1'opérateur tangentiel R lui-méme est

postif, ou si ri{x,g) ne dépend gue de x . seul ou de £ sell, alors, pour

- {2¢)
u < uo , L et Luv

" sont des isomorphismes.
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IV. CAS- D'UN- DOMAINE D+

a) Inégalité pour Li*J.

Les fonctions de Di*] s'annulent sur S ; aprés prolongement de ces

fonctions par zéro hors de D, on intégre par parties exactement comme en III).

b) Inégalité pour Lu .

On ne peut 1'établir, et c'est 1a une condition de validité du
théoreéme principgl, que si la.normale extérieure & S est, en tout point de
S, une direction dans laquelle t est hyperbolique (ce qui est toujours
assuré si D est assez "aplati”).

On choisit une fonction C réelle non négative Y(t), telle gue

Yt} = 0sit <1, P(t) =1 s1 t > 2, puls on pose

uetx,tl = w[gé) ulx,t).
2
u-1

On vérifie aisément que u, —>u dans L _, (D), et gue Lue —> Lu

2 .
dans Lu+1(D), lorsque € —> D.
2

Soit d’autre part 6 une fonction test de Rn+1 prolongeant hors de

D 1a fonction t.

Pour intégrer par parties, on effectue d'abord le changement de
variables x'=x, t’' = (P(x) -t, qui transforme S en uné: partie de R;, , puis
on prolonge par' 0 la fonction transformee ge hors .du nouveau. domaine B.

On calcule alors comme en III) 1), et ce faisant seuls, les commu-
tateurs du type [ﬁ,%jna, o |a|=1 (les ~ indiquant les fonctions et opéra-
teurs transformés dans le changement de variables) apparaissent, ce qui
modifie tout au plus 1'opérateur noté PO en III) 2) a) d'un opérateur
d'ordre 0. Revenant aux coordonnées (x,t} et passant & la limite lorsque
€ —> 0, on achéve.la discussion des signes comme en III) 2Z) a), en notant

que 1'hypothése faite sur la normale extérieure v & S assure la positivite

(au sens flou de III) 2) a) ) du terme de bord sur S.
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V. QUELQUES EXEMPLES D’APPLICATION A LA RESOLUTION DANS LES FONCTIONS
REGULIERES.

On suppose dorénavant que les A, et B sont desfmatriées.cm.dépen-

i
dant de t seul.

Le symétriseur tangentiel, dans le cas d'une bande, ine dépend- donc
que de £, et les inégalités obtenues en III) 2) b) et c) sont exactes (i.e.
ont lieu- pour tout u e;EL {resp. v e,EE;T]].

Dans le cas d'un domaine D, on obtient des inégelités exactes

lorsque r ne dépend que de X.

1) Un: lemme. de régularité.

On suppose y < M

i) siued ,L u=1°et—-§f——6L (B_J.alorsﬂ—éa.
u u axi 3X., u
i
2
ii) SiueD ., L u=+,et vi 3 el? (p),
poH Xy u+1
ou - 3u 2 ‘ 2
alors Vi, rv € Du et 3% € Lu (8).
i .
2
iii) si D% e Li+1[83 pour tout a, |a] <2, a tangentiel, et si
2
of
tECL,l(B):
2
2 2
du = u 3" u 3" u 2
alors. Vi, —Q— € Du ' 3t ’ Ix, ot et ox, 9x 6'Lm-’l ’
32 i i J >
u 2
et t 7 €l B
2
iv) - et ainsi de suite, en perdant une unité de poids en t _par dériva-
tion normale.
Preuve du lemme :
i) @; étant-un régularisateur horizontal, on pose :




On a : un e DU {cela suit de la preuve de III} 3)}),

: 3f
et Lun gl x ¢

of 2
1, Donc Lun —_ . lorsgue n > + «, dans Lu+1 (B).

2

i
L'inégalité d’'énergie relative a Eﬁ mortre que u_ est .de Cauchyﬁdans.L§_1(B].

2
S,

(9]

n i

et converge vers v € L. _(B). De fait, v = g%i-au sens des distribution

1

it N

-1

N

et v & 5..
u
ii) Suit de Lu = f au sens des distributions.

1ii) Suit d’une application itérée de i) et d'une dérivation de 1'équation

par rapport a t.

iv) On procéde comme précédemment.

2) Un calcul sur des développements limités.

Soit u(x,t) une fonction de.la forme
ulxot) = tPla G+ ...+ £R & (x))
0 K

On notera, provisoirement :

ACE) = A (0} + t A2lo) * ... + oo AU (g) + &
i i i k!
K . .
MU=Bw]+““+%ﬂ“%ﬁ+B

On se pronose d'écrire Lu en un développement suivant les

pulssances croissantes de t, avec un reste d'ordre p+k en t.

. u _ emt Lk o k-1
On a : i ot (oo oot t aKJ + t (a1+...+ kt ak]
] da,
du_ _ .p 795 KOTK .
A, o T Ggff AL vl
i i i
d'od s
1 p+;f' noj AiJ 203 da,
Ly = tp (p+Blo)) a_tv..* £t Yjip+j+i+B(0]}) B._I_1 + X pX (3-2)1 I M
° J i1 g=o Y i
. 141 -4
j gliv*)
+ F e g |t...* R ;
oo QFTRIT %

oll j varie de 0 & k-1, et ol R est le produit par tp+K d'une fonction C~ de t,

ayant en x une régularits asisément déduite de celle des ay -
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3) Théoréme : Soit p ¢ R tel que :
VgelN, p +1 + g n'est pas valeur propre de - B(o).

Alors, pour toute fonction f telle que t_p f&b 2(8). i1 existe une

: L
~(p#1) uen 2[8? et Lu = f.

L

unique fonction u telle que t

Preuve :
a) On choisit un entier k tel que -2(p+k+1)-1 Uy puis on développe T

sous la forme

00t = tPOF_ (6 + £, 0x) Fauus tk*FK(xJ] « F (x,t).

Ici, les fi(x] eD 2[R:) et f est telle que

L
gk = o 200y

On construit alors une -solution, notée u, , de Lu = #,.de la fagon

k

syivante : uk = uk * U; , et chacune des fonctions ué’et'u& est construite

ainsi :

i) ué[x,tJ est prise sous la forme :

1) =' p+1 4 K N
uk(x,t] t (aO[x]ﬁ... v aK(XJ].

les ai[xl étant dec fonctions de D Z(RZJ détorminges par les relations de

L
récurrence’ P ,
i Al 2) da, -1 gli-®)
{[tp*3+1) + Blo)] @, * ¥ "L 5=—=r =%t I o7 &, = f
NI 00 (31000 oxg oy O LIt e 3
ol j=o0,...,k, en gorte. gque :
T A e R

1 " 70 516m n ! 3

ii) ug est 1'unique élément de D'Z(p+k+1]—1 R} tel que

Lu) = R =f - Lu! .
i ’ hY

b) Supposcne alors choisi un entier k' > k, et soit U, = ué,+ u;, la

solution de Lu = f construite comme indiqué en a).

La fonction v = u, - u

" o est telle que Lv = o.
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De plus, UK' 3 D~2[p+K'+1]-1GB) < D (B}, et, comme il est clair

~2{p+i+1i-1

par construction

Yoo T Y é’“—2(0+k+2)+1[b) = D,zngk+1)_1(BJ, en sorte que
finalement _
v 6 D_2[P+K+/ﬁ]"1[8]- D ou V:"‘D-

c) u', est telle que t“p+1]

Ups ui, € D (B}, par construction. D'autre

L
part, le lemme de régularité et les hypothéses faites sur f morntrent que

-(p+
t (p+1) u&, posséde des dérivées horizontales de tous ordres dans LZ(BJ

et des dérivées par rapport a t gqui sont dans L2(83 jusgu'a l'ordre k’.

Donc, puizcue pour tout K* » K,

-(p+1] - pt) -tesll -{p*1)
t 0 g, =t b Wy = £ " ’ uy, * £ P u&, s
- 'ﬁ”': :I .
on a t (o u, €008,
EAY L
L

. +1 .
d) soit u=tP ‘v, v €T ~(63, telle qus Lu = O.
2

En développant v & un ordre suffisant eof en utilisant le celcul 2), puis

le théoréme dlunicitd cde III), on obtient u = o.

4 Théoréme : Soit A< R teld cuo A solt valsur proore de -Bfol, mais qu’aucun

des nombres i+1+qg, g € I, ne le scit.

Alors, pour tout u_ ¢ U (8"}, u_ & ¥er {x+B(0)), il existe un unique u
_ 0 L2 X o]
tel que
- . o S B , e
t "ué€ebD {3), % uj, = u_, Lu = 0 dans B.
L2 ft=0 o

Preuve : al) On choisit k €N en corte que -Z{A~x)-1 < 1, puis 1'on déter-
——— W

. . n . .
mine des fonctions éu’"""ak de D Z(Rx} par les conditions aO =y et

L o
nog AU e g ran-n)
/ + ¥ 3 e - =
{[kl+j+1) + B(n)] a4 " T pi CTET T + § CHTT T O
i=1 £=0 i 2=0

ol j = 0,05, k-1,



De cette fagon, si 1'on pose v.ﬂ-tA [ao[x] o +,tk,aKfX)), on a

-A n - (A+Kk) o
t o vl U ettt Lv € D ,(8).

L

’ N \ 1 . . . _‘[)\’*K“"]]

D'apreés le théoréme V.33, il existe w tel qyue t v EAD 2(8). et
L

é.

lw = Lv. La foncticn u = v-w <3t une salution du probléme pos

b) Soit u tel gue % g &0

-

oo
L

4

-3
. toul = g, et Lu = 0.

~ ae T

Le calcul 2) c%

neotrent oue

-

! s'annule suffisanment pour qu'on

pulsse conclurc u

#
=]

Remarque  Dans certains cas (per exemele L et A% valeurs propres de -B{ol,
mais non les autres nowooos AT0+g, g € 44), on obtisnt des solutions du noyau
- s

averc d'autres tracss gue osl ies indizudes dons le-thicrdme 4). Les traces

imposées doiveni elorz vwirifisr les conciitions de compsi’billité déduites. des

relations de récurrance <z 2.

- o) - . P - -
On ftuoin b oplooteus o oo Dvno
o N 7y
ya i Z .
~ - L -3 » 5
-~ . ¢ - . . ! SR < N C(t)
el : © [ o s ¢ -
[N T - .;:_,‘.r » YL 3.4
oL -“ s i 1%

pour lequcl la motrinz (nxnwd A s {2 ] nt telle gue

Re { 7 & x84, ~.0»a il
. s s i -3 - v
l’\.j...l' - )
~ ™ r‘ s -~ .
{oh £ = [51,..=,gq) est un veckour cueleoanie oo @', G un nombre positi{ fixe

i

1'inégalité ayant lieu en tout polnt d'un demeino D d'un type précédemment
défini.

Si u sst une scolvcion vdézuligre de Pu = f, en posant

uo= M =28y =2, on observe gue
o ¥ i @x, 7 Tt 7 wmmelve R
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W= (ugs Ugseeesu 5 ou ) est solution de L16 = &F,
avec F's (f,o,...,o), et
0|-a;4 -+ -a; O] . bO..c... 0c )
n 0 0
=0 - 9 : 1
- at 151 ? <::> axl * <::) i t
S . : 0o
ligne A 4 L“1O ...... 01 J
i
B
9 n 5 . B
-C'est au systeme L = BE-+ L Ai YV + T gue 1l'on va appliquer les résultats
i=1 i Y
précédents. ;. Decvvoncnnss ?
On peut choisir comme symétriseur R = E A § , car
0
( | U A
0 a4 A C 0 01,
814 ’
- RAi = i (:::> et R+ R > 0.
&,
ni
y - Q)

Lorsque 1'on établit 1'identité quadratique 1II.1) apparaissent les opéra-

n H
=t Rt + .Z t (Ai R]X. et N = 0.
i=1 i

teurs

Le terme de bord'sur S s’écrit :

n
Re {t Rv, Av vJS , ol Av = j§1 2 Ai VIR (v1..;., vn)
étant 1le vecteur unitaire normal & S dirigé vers 1'extérieur de D. Soit
A = L M1- 3z ¢ A0, o0t= Px)
v 2 . i1
% 1+lgr§d_%’| i=1
est 1'équation de S au-dessus de Q, et (P_i = ‘Px
- i
Le terme s'écrit donc
A do i
Re [ t 2‘ {}Ru,u) - I ‘({i [u.-RAi ui] , et il est
Y1+|grad ¥| i=1

S
non négatif dés que léé*‘Fi sont assez petits, comme indiqué en IV) b].

Supposons en particulier que S soit caractéristique au-dessus de tout @, i.e.

aij (Pi 4} =1 ;
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c'est en fait le cas qui, fournit le plus grand domaine D ol 1'on peut résou-
dre, mais 11 n'est pas toujours possible d'établir 1'’existence d’une telle

surface au-dessus d’un £ donné, d’'ol 1'hypothése retenue ‘en IV) b). Dans ce

cas :
‘n .
(Ry,u) = IU“|2 + 18 e, u, u, +|u |2
: u] S e ij 1 7j n+1
i,3=1
_ n
- Vi[RAiu.uJ = 2 ?i Re (uo jiq aij uj)
én sorte gue
n n ~
) ; 2 N
Ru,u) - £ ¥, t, RA,W) = |u_|°+ I a,,u u,,
j=q & i n+1 1,3=1 ij i )
3 bien sG U, =u, + ¢
ot bien silr, ug = Uy ; Yo -

Dans le cas général, le calcul cie'p(j fait intervenir Q@ ; si on envi-

sage le cas particulier a,, = 8,. , b'et c constantes, on a Q=0 et on choisira

ij 1j

pour Mg la plus petite des valeurs propres_de;B+BH.
Pour pouvoir appliguer les théorémes V)3) et 4), on supposera doré-
navant que les a,

iJ

Calculons les valeurs propres de -B(o)

ne dépendent plus que de t.

det (A+B(0)) = A" ]}2 + A(bo}+1) + blo) + c,goJ:]

on note A, et A2 les racines de,l’équation_xz + Alb(o)+1) +.blo) + cl(o) = 0O,

1

en sorte que les valeurs propres de -B(o) sont O n fois, A1 et_kz.
A titre d'exemple, on discutera 1'application des théorémes 3) et 4)
pour les valeurs p=0 et A=0 respectivement, ce qui am&éne & supposer que

1'équation 2+ A (b{0)+1) + b(o) + c(o) = 0 n'a pas de racines entifres su-

périesures ou égales a 1.

Le théoreme 3) indique alorslque.:
v 3 e c™@, 3% unique, e c”(@, %ltr:o = 0,
Lib= 5,
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En vue de revenir & I'opérateur P, prenons F= (f,0,...,0), et

PO
posons : u = tun+1 . L'éguation L= I implique
Yo Hn+1
L +? e I I = = o0 .
Ul = U, t an+1t Hogq * T ['t T Yomd s
UiS - . - = - ‘¥ = . ‘ i = = >
p (ux )t (ullt (uo)x_ [Ui]t 8. Puisque U, 0 Uy | ten
i i ilt=0
on a u = U, et donc Pu = ¥, 0On a chtenu
X i
i
vV + ¢ C§(ﬁj, 1u unique, u € c™ (), ul: = u'l. = 0, telle que Pu = f.
|t=0 t]t=o

Pour appliguer le thécréme 4), calculons Ker B{oj

Si blo) + clo) # o, Ker B(o) = (v ,V,seees, V. ,v__,), Vv =V = 07
o i n’ n+1 o] n+1
si b(c) + c(o) = o, Ker Blo) = fveeesv Y, v =
(c) clo o, Ker Blo {[Vd\’l Vn+1}. v, Vn+1}

S'il exiete dans le noyau de P un u e c7(Dj tel que u

~—

tep = 8 # 0, cela

implique :

A16, t Le ™, tib = (0,...,0,g), L= 0

|
|t=o
ce qui entraine., d'eprés le calcil 2), que -1 est valeur propre de ~B(o],

soit clo) = O.

~

On ne peut donc, si c¢l{o} # o, =2spérer bien poser le probléme Pu = f

en se donnent deux traces

o
T = g, u'l = h f{dans C ).
lt=0 = ® “tyt=o 5 €

On distinpue donc 1os caw suivanis

i) clo) = o, bla) # o.

. Si en fait ¢ = 0 (et c’est le cas des cpérateurs qui interviennent dans les

problemes de moyenne, cf [j}, Dﬂ, etc...j, il suffit de choisir

'X X
1 n

On pose ensuite u = tun

?Gltso = {0,7 ,...s g ,0), o0 glx) € c(2), et d'appliquer le théoréme 4)}.

“ 1AL t = -
g(x), d'ol ug Tu s [uX- uy

1

)t =0 et

+9
- 30,..1 |.
[ux' Ui]ltuo soit enfin

uec i, u 0 gix), u! = g, ou = 0,

t= tlt=0

. Sinon, on peut utiliser la remargue gqui suit le théoréme 4), et appliquer ce

dernier (convenablement modiftis) avec A=~1. On ohtient le résultat suivant :
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aa
- o ' =
S1 a_ € Ker (B(o} - 1), et a, tel que Ba, + I Ai.axi + B8'(o) a_ =0, il
existe un unique 1, tel que t ec (D),
t%ltﬂo =g, . (El6) =a ., Llk=0.

On choisit ici a, = (0,.,..0,g), ot glx) € @), et

_c'lolg _c'{olgy
8y = blo) * Bx, """’ By’ blo) .
1 n
On pose alors u = tun+1 , et 1'on en déduit
u € C (D), up = U (uxi)t - (ui]t =g, u»t=’t’3 = g,
’ i
De plus, u_ | =g , etu l o @y =g ,d'obu  =u, , soit
xilt=° X4 i{t=o 1 X4 X4 i
finalement
® , _c'(0) -
u & C b, Qlt=0 & Uilteo b(o) &’ Pu=0.
1i} c(o) # o. On aura, comme il a été déja noté, u teo = 0. Si blo) +clo) #0,

on est ramené au cas du théoréme 3).
Si b(o) + clo) = o, pour tout h(x) é‘Cmfﬁj, on trouve, par application du
théoréme 4), un unique Uec”m

u’lt=o = (h(x),0,...,0,h(x)), et L= o.

On en déduit 1'existence d'un u €C (D) (u =t u ), tel que

n+1

= ’ =
u|tuo % UWliag h{x), et Pu = o.
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