P. BOLLEY

J.CAMUS
Etude d’une classe de systémes d’opérateurs elliptiques et dégénérés

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1973, fasci-
cule 2
« Séminaires d’analyse fonctionnelle », , exp. n° 3, p. 1-46

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1973___ 2 _A3_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1973___2_A3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ETUDE D'UNE CLASSE DE SYSTEMES O'OPERATEURS

ELLIPTIQUES ET DEGENERES

par

P. BOLLEY et J. CAMUS

INTRODUCTION.

On se propose d'€tudier des problemes aux iilmites dans un ouvert
de}Rn assoclés a des systémes d'opérateurs ellipticques & 1’intérieur, dégé-
,nérés sur le bord de cet ouvert, le bord étant caractéristique. C'est une
extension de 1'étude Taite dcns [3] dans le cas d'un seul opérateur.

Soit un cuvert Q deIRn borng, de bord I'. On suppose qus Q est une
variété a bord de classe c”, de bord T. On se donne une fonction ¥ deR"
dans R de classe C vérifiant :

2={xer ; Y0 > o0}
T={xemR ; $Yix) = o}
grad ‘F(x? # o paur tout x appartenant a T.
ol grad‘? (x) est le vecteur gradisnt de P (x).
Pour 1,3=1,...,M sofent les opérateu?s Lij = Lij(x :DX] définis

sur Q par inf(5i+tj ;“j] si+tj-h
¥ Pij (x ;DX)
Oj_h
{Px ulxJ}

Lo, ulx) =L,,{x:s0 ) {ulx)} =
ij ij X -

ol s, et t
i
Psi+tJ—h

1j

sont cdes entiers de 4, aﬁ sont des entiers de(N,

J

sont des opfreteurs aux déiivées partielles d'ordre si‘#tj—lw au

plus, avec une condition d'ellipticité pour 1'cpérateur matriciel

(PSi+tJ)
13 1,350, M
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Dn note L 1'opérateur matriciel {L ; ON se propose

ij)i,j=1,....M
d’étudier le probléme aux limites associé & L :
L u = f dans

B u=gsurT

ol B est un systéme d'opérateurs aux dérivées partielles frontiéres en

nombre fini, du point de vue de 1'existence des solutions u = (u1,...,uM)

M t,+p
dans des espaces de Sobolev avec poids I W 3 (@) pour p entier > 0 ol
j=1 7
t.+p t,+p-a, o t.+p
W@ s wend s $luen? T
J

Comme dans le cas elliptique, on ne peut pas se donner arbitrai-
rement 1'opérateur (L,B) pour gque le probléme soit bien posé ; aussi, sera-
t-on amené 3 introduire certaines conditions sur cet cpérateur. Le but
essentiel de cette étude est de montrer que 1'opérateur {L,B) est un opé-

rateur & indice entre espaces convenables, le second membre f = (fﬁ,...,fwi

M p-s
étant dans T H i[Q] et on montre en particulier comment 1'indice dépend
1=1

de p. Cette étude donne par ailleurs des résultats de régularité pour les
problémes aux limites associés. A la différence des systémes elliptiques,

i1 est nécessaire de faire une étude directe dans le cadre Hp, p étant un
entier > o, le nombre d'opérateurs fronti2ress pour les problémes aux limites
associés dépendanf explicitement de 1l'entier p.

Dans le chapitre I, on fait une étude systématique des systémss
d'opérateurs correspondant & une variable sur R (et comme corollaire suriR).
La méthode utilisée est différente de celle utilisée dans [2] pour un seul
opérateur ; elle redonne éviderment les résultats de [2] pour M=1, mais de

fagon  beaucoup plus élégante et sans faire appel aux résultats fins de la

théorie de Fuchs.



Dans 1e.chapitre IL, on construit des estimations:a:prdiori pour
les opérateurs a plusieurs varilables par une technique d'homothétie & par-
teurs correspondant & une variable. De ces estimations a priori, on déduit
1ss résultats d’'indice.

Notons que cette méme méthode permet d’'étudier des systémes d'opé-
rateurs elliptiques et dégénérés avec une dégénérescence qui a lieu sur uns
hypersurface contenue dans 1'ouvert, et de montrer en particulier, comme
dans Eﬂ, gue ces opérateurs sont partiellement hypo-elliptiques.

Cette méthode permet aussi d'établir comme dans [8] les conditions
nécessaires et suffisantes de coercivité pour les formes intégro-différen-
tielles formellement positives, dégénérées ou non, dans le cas non dégéné-
rées, on retrouve ainsi les résultats de [i] et Bﬂ.

Le plan est le suivant :

I - UNE CLASSE DE SYSTEMES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS, DEGENERES, ELLIPTIQUES.

I.1. Les opérateurs.

I.2. Le résultat.

I.3. Etude au voisinage de + «,
I.4. Etude au voisinage de O.

I.5. Démonstration du théoréme I.1.
I.6. Corollaires.

II - ETUDE D'UNE CLASSE. DE -SYSTEMES D'OPERATEURS AUX DERIVEES PARTIELLES,
ELLIPTIQUES ET DEGENERES -

I1.1. Les estimations a priori dans le demi-espacerRZ‘pour_la.cas des
coefficients constants.

ITI.2. Les estimations a priori dans le demi-espacefR: pour le cas des
coefficients variables.

II.3. Estimations a priori dans 1'ouvert Q.
M tj+p
IT.4. Existence des solutions danb les espagas I Wa (). -
J=1 J
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I. UNE CLASSE DE SYSTEMES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS, DEGENERES, ELLIPTIQUES.

I.1. Les opérateurs.

Pour 1i,j=1,...,M, on considére les opérateurs différentiels

Lij = Lij(t ;Dt] définis sur R par :
Min(s,+t:,®.) s,+t,-h a.-h
- - 173773 i) - J
Li ult) = Lij(t 3 0) {ult)} = hfo PiJ (0) {t ° ultdh
ol
1d
(i1) CH et tj sont des entiers de Z avec 8y <0 {on peut toujours:se
ramener 3 cette hypothése) ;aj"est un entier de N ;
Si+tj—h
(111) Pij (D) est un opérateur différentiel d’ordre < s, +tj - h,
identigquement nul si sy +tj -h <g, a coefficients constants complexes de la
forme : s.+t.-h si+tj-h Syatsoh
pi 0 oy Ty p PTG
ij t 2=0 ije t
Ainsi, Lij considéré comme un opérateur différentiel est d’'ordre
sy ¢ tj en la différentiation, admet le polnt t=o comme point singulier

-

a 1l'ordre aj ; le point & 1'infini étant aussi un point singulier pour Li

3

On s'intéresse au probléme

M

z Ly uj(t] = f,(t), teR,.
3=1

i=1,....M

soit en désignemtpar L 1'opérateur matriciel [Lij], u(t) le vecteur

(uj(t]] <y< et f(t) le vecteur (Fi[t]]1 <i<p * ON S intéresse au

probléme :
Lult) = f(t), t em+.

Cet opérateur L induit un opérateur linéaire, continu de

M tj+p M p-sq j+p
I W (M) dans T H (IR.) pour tout entier p>0 o0 W (MR.) est
a + + - [0 38 +
3 % 1=1 j

1'espace de Sobolev avec poilds :
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t5°P £5P7%; % enyd?
W, (R = {ueH (R, t " ueH™ (R}
J
muni de la norme du graphe. {(cf. [Z] pour les propriétés de ces espaces].

On se propose de démontrer gue sous une condition algébrique, cet

M ’tj-l-p M D‘S'

opérateur L est un opérateur & indice de 1 wa UR+) dans T H 1UR+]
J=1 J i=1

et de calculer cet indice qui, comme on le verra, dépend de 1l'entier p.

I.2. Le résultat.
On définit le polyndme déterminant ¢(p ;L) = ¢$(p) associé a L par

¢{p) = dét [¢ij[p-tj+ aj]) ol ¢ij est donné par :

Min{s +t.,a.) s.+t.-h a
- 1273773 173 . J-h - B
¢ij[p) z Pi5 s +t -h & plp-1)...0(p aj+h+1).
h=0 i7j s +t -h
I1 faut noter que seul le coefflcient p % J de la dérivée
ij,s +t -h
si+ti-h 1 7]

maximum dans 1'opérateur P [Dt) intervient. Du point de vue de la

1]
théorie de Fuchs, ¢1J(p) = p est 1'équation déterminante de l'opérateur/fzJ
13 au point singulier & 1'infini.

Cette équation est d’ailleurs liée de trés preés & 1l'éguation détermi-

transformé de Fourier de l'opérateur L

nante de 1’opérateur Lij au point singulier t=0. En fait, comme on le verra,

on n'a pas besoln de faire appel directement & la théorie de Fuchs.

s+t
On définit le polyntme Y(p)} = dét [Pig J(p)). 11 faut noter que
s.+t, -
seul 1'opérateur de dérivation maximum Pi; J(Dt] de 1l’opérateur Lij inter-

vient.
On note m, le nombre de zéros de Y{p) tels que Im p > o et rp le

nombre de zéros de ¢(p) tels que Re.p > - p - %-.

Théoréme I.1.

S6it p un entier > o. Si le polyndme ¢{p) n'a pas de zéro sur la

droite Re p = -p -l-et 5i le pelyndme ¢{p) n'a pas de zéro réel, alors

2 .
M tj+p : M p-s4
1'opérateur L considéré comme opérateur de 0T W [fR+) dans T H UR+)
j=1  § : 1=1

est un opérateur & indice, d'indice Xp =m_ - rp.
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Remarque : Si une des racines p de 1'éguation ¢(p) = o est telle que
Rep = -p —%u, on ne peut plus rien dire ; dans certains cas, 1’image

n'est pas fermée.

La démonstration de ce théoréme sera faite en trois étapes :
on fait une étude sur un voisinage de 0, puls une &tude sur un volsinage
de + @ gt ensuite, on regroupe ces deux récultats pour obtenir 1'étude

globale sur R, .

I.3. Etude au voisinage de + o,

Proposition I.1.

Scit p un entier > o. Si le polyndme y(p) n’a pas de zéro reéel.

alors (pour tout T tel que o<T<+«), 1'opérateur L ect un upérateur a

M tj+p. M P-sy
indice de 0T W (T,+e) dans I H (T, d'incice m_.
i=1 % i=1
Démonstration :
. , | A NIk I
' = 1 h = D ; A
( i ) 1'opérateur M {kij) avec Aij ult) Py .Dt] {t ¥ utt)}
fos.tp TooopUsy
est un opérateur & indice de T wa“ (T,») zans T H (7,«) d'indice m. .
=1 % 3= ‘

En effet, pour T>0, il v a une correspondance bijective de

M tj-l-p M- t,+p :

I Wa (T,+®) dans T 4 Y (T,+=) par 1’applicstion :

=1 7] J=1 o, o

(u1,...,uM] > (t Uprenss t uM).
, si+t.
Si bien qu’il suffit de nontrer que 1'cpérateur N = (Pij J(Dt)] est un
M t,+p " prsy
opérateur & indice de 1 H J {T,») dans i H (T,~) d’'indice m,. Oz,
s, +t, =1 =1

comme dét (Pij J(p]] n'a pas de zéro réel, ce résultat est classioue (cf.
[1] par exemple) : le royeu da N et <de dimeneicn . ce sunt les solution:

du noyau & décroissante =xponentieliiz) et N est surjectif.
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M t.+p
{11) 1'’opérateur L-M est un opérateur compact de I waj (T,=} dans
M ‘p-‘si j=1 ;j
T H (T, +=),
=1 t.+p t,+p=1
En-effet, 1'injection wad (T, ) dansﬁwa‘]_1 (T,») est compacte
J ) tj+p—1
pour a,.>1 et L, . -M, ., est lindaire et continu de W (T,+=} dans
J— ij ij ¢, -1
p-s J
i(T ] pour a. > 1. De plus, L M 0 ai 0
H »® o . . s L - = a ¢, = .
POHT @5 = P 13713 3
M tJ+p
(111) On en:déduit cué L est un opérateur 3 indice de 1 wa (T,») dans
M  p-ss J=1 j
i W Y{T,») d'indice m, . G

i=1

I.4. Etude au voisinage de 0.

Proposition I.2.

Soit p un entier > 0. Si le polyndme ¢(p) n'a pas de zéro sur ia

droite, Rep=-p -1-. alors pour tout T tel que 0<T <+e, 1'opérateur L est

2
un opérateur a indice de :
M ﬁj+p M p-s, M
I wd (0,T) dans 1 H (0,7} d*indice I [si+ti] S O
3=1 % i1 i=1 P
Démonstration :
t5 tyth £i-h t-h
(1) 1'opérateur P = (P,.) avec P, ul(t) = I p;Y p J (t ult)) est
i3 1j K ij t
yeg | E
_ Moot Moo, n
un opérateur a indice de N W (0,T) dans W L°(0,T) d'indice I t,-r (P:,
=1 3 1=1 je1 30

ol rD(P] est 1le nombre de zéros p vérifiant Re p.>-%—du polyndme déterminant
$(p ; P) associé a P, sous la condition . gque ¢(p,P) n'ait pas de zéro situé
sur la droite Rep = -%.

En effet, on fait la transformation d'Euler -t = Log t et le chan-
T

74
gement de fonctions uj(tl =g 2 Wy

pour t € (0,T) se transforme en un systéme Qwl(t) = h(t) pour t (-Log T,+x)

(r) ; si bien gue le systéme Pu(t) = f(t)

~

(+¢) Pour les propriétés sur les opérateurs & indice, on renvoie & Eﬂ.
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~

gui est un systéme ordinaire différentiel ordinaire, & coefficients tonstants,

dont le déterminant caractéristique est précisément ¢{-1i 5-%-;P] qui est non

nul pour £ réel {d’aprés 1l'hypothése faite sur ¢(p ; P}) ; par conséquent,

M

t. M
de la surjectivité de Q, de T H J(-Log T,+») sur 1 L2[-Log T,®), on

vt

=1
u 3

déduit la surjectivité de P de II th[D,T) sur I L2(O,T), et de plus,

=1 7]

l1a dimension de 17espace des soclutions

(1.e.

zéros & du polyndme ¢(-1i E--%; P) tels

On en déduit que la dimension du noyau

{11) 1'opérateur P est un opérateur &
M
d'indice I t,-r (P), ol r (P} est 1le
imq 3P p
J
du polyndme ¢(p ; P), sous la condition
sur la droite Re p = - - %u

i=1 M +

du noyau de Q dans T H J-Log T,+w)
J=1

: 3 décroissance exponentielle en 1t = +») étant égale au nombre de

M
que Img > 0 c'est-a-dire, I tj-rO(P).
Mot 35
n th(D,T) est I t,-r (P).
=1 "3 3=1

M t.+p M

T W9 (0,7 dans 1 H(0,T)

j=1 % 1=1

nombre de zéros p vérifiant Re p>~i~

de P dans

indice de

N

que ¢(p ; P) n'ait pas de zéro situé

Pour cela, on considére 1l’opérateur Q = (Qij] avec Qij ult) =

p p 1) _\_ )
Dt Pij (t" u(t)), c'est-a-dire gu'on a
M tj+p
i wt (o,T)
=1 J
A
tp
M tj+p
.H wt,+p[O‘T]
=1 7]
La multiplication par tp est
tj+p
dans wt {o,T) d'indice -p.

J

p

La dérivation Dt

d'indice p.

le diagramme. :

P ™
> 1 H(o,T)
i=1
p
Dt
M
> I LZLO.TJ
Q i=1
t.+p
un opérateur & indice de Wti*p(o,T)
J

~ -

gst un opérateur & indice de Hp[o,T) daris L2(0,T]
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M t,+p
L’opérateur Q est un opérateur & indice de 1 Wtj+p[o.T] dans
M M J=1 7]
I L2(0.T] d'indice I (tj+p] - rO[Q) d'aprés (1). Le calcul de ¢(p ; Q}
1=1 3=1 M
en fonction de ¢(p ; P) montre que cet indice égale I tj - rp(F).
J=1 N
M ti+p _
Par conséquent, P est un opérateur a indice de 1 WtJ {0,T) dans
M M j=1 7
I HP(o,T) d'indice ¢ t. - r (P).
1=1 3=1 P
Mln[tj, aj] tj he tj ha.-h
(1i1) 1'opérateur R = (R,.) avec R, ult) = z D D (t u(t))
13 ij heo 13 “t
M tj+p Moop
est un opérateur & indice de T W Y (o0,T) dans NI H (o,T) d'indice
" j=1 % i1
1

)| tj—r (R), ou r (R) est.le nombre de zéros p vérifiant Re p > - P-3
=1

du polyndme déterminant ¢{p ; R} associé & R, sous la condition gue ¢(p ; R}

‘n'ait pas de zéro situd sur la droite.Re p = - p -

N -

Pour cela, on pose ag = Minv[tj , a.) et on considére les opéra-

C. -t

teurs R’ = (R!,) avec R, ult) = R}, (t 4 Jult)y et P = (P,,) avec
1] —a’ 1] i] ij
Pij ult) = Rij (t 3 4tt):, crest-a-dire qu'on a le diagramme :
M t.+p
it th (o, 1)
jz.:‘] j
t,-a; P
P N @
M t.ep A
m oWy (o,7) > 1 HP(o,T)
j=1 % 1=1
o.-o’
PN N ‘I
M t.+p
1 waJ (o, T)
J=1 7
tj‘i‘:v:. M tj e
La multiplicetion par t est un opérateur & indice de I wt (0,7
Moty M 3=1 ]

dans I wa {0,T) d'indice - I (t. - a').
=1 % jeg 3
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M t.+p p
L'opérateur:P est un opérateur & indice de I th {0,T) dans 1 HP (o, T)
" i=1 3 1=1
d'indice £ t.-r (P) d’aprés (ii). Le calcul de ¢(p ; P} en fonction de
3=1 J P "
¢(p ; R') montre que cet indice égale I al-r (R') (car r_(P) =r (R'}) +
s J P p P
M =1
I t,-all.
3=1 .
Par conséquent, d’aprés le diagramme (D), R' est un opérateur a indice
M tj+p M M
de T W3, (0,7) dans I HP(o,T) d'indice I t.-r.(R').
=1 %3 1=1 j=t 3P
On fait la méme opératibn avec. le diagramme (:) : R est un opérateur &
Moty M M
indice de I wa {a,T) dans T HP(o,T) d’'indice I t, - r (R).
j=1 % 1=1 j=1 P

(iv) Sous les hypothéses de la proposition 2, 1'opérateur S = [Sij] avec
Min(si+tj,uj] si+tj—h si+tj—h aj—h
= £ arateur
Sij ult) v pij,s.+t -h Dt (t ult)) est un oparateu:
h=0o i3
M t.+p M p-syg M
d indice de I wad (0,T) dans 1T H (o,T) d’indice I (ti-sJ)‘*“r
=1 % i=1 j=1 Y
(On remarquera que ¢{p ;S) = élp; LI} = ¢(plJ.
-s,
Pour cela, on pose D S,. ult) = R,, u{t), c'est-3-dire qu'on a lg
t ij ij
diagramme :
M t.+p ‘
T vl (o, HP (0, T)
. o,
=1 ]
S
M p-s,
T H T,
i=1
-5, p-s. "
La dérivation Dt “ est un opérateur a irdice de H  “(o,T) dans H {c,T)
d'indice -s,.
i o
il t.+p
L’opérateur R est un opérateur a indice de I wa3 (0,T) dans T H%O,TJ
M 3=1 j | i=1
d'indice I tj-rp(R) d'aprés (iii) ; le calcul de ¢(p ; R} montre qu’il ast
3=1

M
égal a ¢(p) ; donc cet indice est égal &2 % tj-r .

=1 3 P



IIT - M

M tjfp -
Par conséquent, $ est un opérateur & indice de 1H. Wa‘ (o0, T)
M p—si M 3= N
dans 1 H {o,T) d’indice I (tj+s.] - r_.
i=1 j=1 J P
M t.+p
(v)} 1’opérateur L-S est un opérateur compact de I waJ {0,T) dans
M p-s; J=1 3
. H (0,7T).
=1 M t,+p
En effet, L-S est un opérateur linéaire continu de R waJ (0,T)
M p-sgeq Mo prs+ =13
dans T H = (o,T) et W H (0,7} s’injecte de:fagon compacte dans
1=1 i=1
I Hp_Si[o,T).
i=1
M t.+p
{vi) on en déduit que L est un opérateur 3 indice de I waJ (0,T) dans
M p-sy Mo =1 %
I H (o,T) d'indice & (t.,+ s.,} - r_.
¥ J J p
i=1 J=1

I.5. Démonstration du théoréme I.1.

Soit T tel guge 0<T <+, On considére les opérateurs suivants :

=M ur—> [“’(D.T] , U!fT m.y] ;1 c'est un opérateur & indice de
M tj+p M tj+p o M tj+p M
I Wa UR+) dans Ii WC {0,T) x T W, (T,») d’indice - 1 tj -Mp ;
=1 Y 5=t 3 3= % j=1

- N [uq.u”] fo {Luq.LUZJ} ; c'est un opérateur & indice de
P

Mmoo tjfp o M ty+p M. p-s, - M p-s;

1 wa (o,T) x 1 wa“ (T,») dans I H (o, T) x I H (T,=)
j=1 % =1 % 1=1 14

M
d'indice I (t,+s.) - r_ + m (d’aprés les propositions 1 et 2} ;
3=1 P
- P fl—> ifI(O,T] , f:(T’m]] est un opérateur & lindice de

M D'Si M p-sy M D-Si M

n H (R,) dans T H {(0,T) x T H (T,») d'indice -Mp + I S
i=1 i=1 i=1 i=1

Comme N oM =P oL , on en déduit le théorame 1.
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I.6. Corollaires.
Du calcul explicite de 1'indice, on déduit les résultats ds

régularité suivants :

Corollaire I.1.

Soient p et g deux entiers > 0. Si le polyndme $(p) n'a pas de

zéro dans la bande -(p+g) --;—f_Repi-p 21 et si le polyntme y(p) n'a pas

2
M tj+P
de zéro réel alors, si u appartient & Il wa {1R+) et si1 Lu appartient
J=1 J
M p+q"si M tj+p+q
a I H (R,), u appartient & T wa (R,).
1=1 j=1 j

De cette étude sur iR et d'une étude analogue sur fR, on déduit

comme en I.5 le résultat sur R suivant :

Corollaire I.2.

Soit p un entier > 0. Si le polyndme ¢(p) n’a pas de zéro sur

la droite, Rep=-p -%-et si 12 polyndme ¢{p) n'a pas de zéro réel alors,

M t.+p M P84
1'opérateur L, considéré comme opérateur de II waJ (R) dans I H. (R,
=1 73 1=1
M
est un opérateur & indice, d'indice x_ = I aj - 2r .
J=1

Il en résulte due le corellaire I.9 reste valable en changeant

IR+ en R.
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II. ETUDE D'UNE CLASSE DE SYSTEMES D'OPERATEURS AUX DERIVEES PARTIELLES,
ELLIPTIQUES ET DEGENERES.

Dans ce chapitre, on établit des majorations a priori, les unes
pour l’opérateur (L,B)}, les autres pour 1l'opérateur transposé ; moyennant
un lemme abstrait, on en déduit 1'existence .de 1’'indice, puis des consé-
quences de ce résultat. De telles majorations a priori sont d'abord établies
dans le cas du demi-espace pour des opérateurs a coefficients constants a
partir des résultats obtenus dans le chapitre I pour les opérateurs corres-
pondants & une variable ‘sur{R+ , puis avec 1'artifice de Korn et avec des
cartes locales, on les transporte sur un ouvert Q régulier.

C'est la méthode utilisée dans [?], dans le cas d'un seul opéra-

teur. Plusieurs difficultés techniques dues aux systemes apparaissent, et

pour faciliter la tache du lecteur, on donne les calculs correspondants.

IT.1. Les estimatlons a priori dans le demi-espacelRT pour le cas des

coefficients constants.

IT.1.1. Notations et hypothéses.

Pour i,3j=1,...,M, solent les opérateurs Lij-E Lij(xh ;Dx' .Dxn]
définis surtRn par :
infls,+t,,a,) s, +t.-h
Li' ulx) = Li.(xn: Dx” Dx ) {ulx)} = iz 33 Pi% J
J J n h=0 J
aj-h
(D, D ) {x ulx)}
N X X n
ol n
. 1 9 1 ) 1 3
[i][DX"DX] [i—a_;(_“"'iax ;iax]
n 1 n-1 n
(ii) cH et tj sont des entiers de Z ; on suppose s; <0 et tjlio {on peut

~

se ramener & ce cas).

(114} aj sont des entiers de N.

s.+t,-h

{ iv) Pi; J (Dx, ,Dx ) est un opérateur aux dérivées partielles, &
n



III - 14

coefficients constants complexes, homogene d'ordre s, +t, -h, ou identique-

. i 7]
si+tj-h
ment nul (si s, +t,-hest <o, P (D, +D. ) est 1l'opérateur ldenti-
i J ij X X
guement nul) Si+tj_h ‘Si+tj—h Y
Pi' (Dx, .Dx ) = Pis 0o Dx' Dx
J n |a|+2=s, +t -h I n
173
< . RN § b -
(ol o [31,...,an_1] appartient am et |a| = a, * ...t an_1].
On note L 1l'opérateur matriciel (Lij)1 <1,j<M : cet opéerateur

induit, pour tout entier p >0, une application lingaire et continue de

M tj+p n M PeS; t.+p n
m w (lR)) dans @ H (R") ot W J (RM) est 1'espace de Sobolev
: o + + o +
3=1 % 1=1 '
t -,
3779

ny %3 E3*P on
avec poids {ueH UR+), X" u ¢ H (m+)} muni de la norme canonique

{pour les propriétés classiques de ces espaces, on renvoie 2 Eﬂ).

Par transformation de Fourier sur[Rn-q par repport aux variables

tangentielles x' = [x1.....x )}, 1'opérateur L est transformé en un cpira-

n-1

R [} ) . h) N
teur L (xn s B, Dxn] qui est 1’opérateur matriciel (Lij(xn, g, Dxn;] ol
chaqus opérateur Lij(xn 5 & ,Dx } est un opérateur différentiel ordinaire
n
en xn , dépendant du paramétre ' appartenant é]Rn 1 et défini sur{R par :

inf(si+tj,aj] si+tj;h ’ aj~h
(xn 3 E ,Dx_] {v[xn)} = " Pij (E',Dx ) {xn

v(xn]}.
n h=0 n

Lij

L'opérateur L(xn 3 &7, DX ) appartient 3 la classe des opérateurs
n
étudiés en I. Ceci nous améne & définir les conditions HO(F{h s H1(p HR:] ,

n n
H2(p HR+].-H3[p 3R] sulvantes :

s+t
Ho[fRfl : pour tout (£',p) appartenant amr'\ {0}, le polyndme dét Ui? Ji&ﬁ Pl
est non nul et pour tout &' apparténant éfRn-1 \ {0} 1le nombrerqj&')
de zéros & partie imaginaire > o cdu polyndme cdét (Pii j(E',p)] en

J

p est constant et égal a m, .

Pour chaque entier p > o, on pose :
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] inf(sy+ts.a,)
°1

+t,-h o,-h
P J
ij,siétj-h,o

.‘
i plp-1) ... (p~uj+h%1) n‘a pas de zéro p sy

la droite Re p = - p - %—.

On désigne par rp le nombre de zéros p du polyndme é(p) tels que Re p>-p -é
et on pose :

n .
H2(p 3R,) : le nombre xp m, - T, est > 0.

tivp
Etant donn& u appartcnant a waj URZ). on lui assocle t,+p traces

i 3

généraliséas définies pour x' appartenant é{Rn_1 par @

[ D? ulx') pour wm,“..,tj+p~aj-1sﬂ.oiaj<tj+p
'\Y';
a0
ulx') = -g-4 |
Yq [ ] -1 T f x-q_1 G{x?,x_Jdx_ PoUr Gemft, ..., min (~1,t vp-a -0

N ' nT T T 3 j J
ol . .

} i 1 <«

j
oo, . R . L] - 4 [ p— Y
Tew, Yo tj4pmmj-ﬂ ul ; 1'applicetion Y:u Y

est lin€aire, continee ot surlscoctive de

(5. (i
t ,‘,p tja p-wj-’l t +p_a _-q.- - _
w3 R ser Tox i 3 2R,
3 A,

On géfinit meantornent ies onZrateurs frontidre. Lorsgue Xp est 7 U,

ie!
i

pour i=1...:,xp 5% seeasM znlont les op&ratsurs ij = 5" (D ,) définis par .

’ i1 " x
Tt~ -4
LJ P' ;o

D . ;
B,.,Yu = p B, in YU
: g - . . ~;
13 g=-a, 259 X 9
J
ald 5‘*qﬁgx'} ast un upgrateur aux dérivéss partiellss & coefficlents complexszs,
<5 >

homogeéne d'ordre C?_I &tj -(ﬁ - g ou identiguement nul, =i g, +t,-q est < o,
-~ - J

2 - R e - Lo n - PPN B Lo ® AL & e R 2 - & A
Ao b e e _ i . e EA A e 2 e 1 R
Jalal Al VR et o w,o R s ey e e Co &Y oL

©y
On note BDY Yioparateur matricisl (87 .y
A

Jw;iz?:--sg Z
3=, 00 ,M P

cet cpératseuy

induit une application linéairz st continus de

" 1
¥ tj*? Al Xz PreyT s e
I W (R_j dans 0 H (R ).

Q

3=1 73 | 1=1
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- . = . rn-1 . o
Par transtormation da Foorizr sor R , l'opérateunr gpv put trans-
. - . N N
formé en un opérateur Bp[E']Y qui sct l'opéreteur matriciel (B;j(g'ﬁy) ol
: . Ny wh=1 o
{E')y dépend du paraméires £' deiR et est détini per :
C:+p~-C -
5Py

P ¢y
BY,{E') vu = z B (E') v u.
ij g=- 1y ijg s}

p
N

chaque opérateur B

On pose enfin :

HBID HRT] : pour tout w appartenant & la sphere unité Sn- de‘Rn-1. l=

2

probléme aux limites :

Lix s w, D Jwvixi=20
n X n
n
B («} yw = 0O i o«_ >0
Cp T

ou

n'admzt que la solutien v =o dars I W Y (W

1I.1.2. Enconcé des résuvitais.

Pour teut entier o+ o, wn oconsadére l'epdratsar 37 gévind aur
M t.ep P
mowd R par
=1 %3

~ olku, B o S SRR
{’f”) R e e D] . ! n P
n a i :JE; S B
’ ! IR Y 3l X o= O
N n
M + b

Dot i~y e gD oy o . B ey e N W P 1,
Clest un ~pérateur licéaire ot oonbinu de T W

UR:B dans

2

J

X 1 j g
M p—si n o) p-cg--g o e ;~sJ N
(R x I d ~ (R ) (rwep. L

- -5 - Tt
Lo s ; i.n 1, . . n . o
On désigne enfin par tﬂ l{R+J {rsp. me (iR+3 'Y le el
P83 n tj’}‘r3 i 1 »* '(3 .
de H (R,7 (rezp. W (R.3) . L'opéraiec- adjoint P> de & ezt un

J w

p
ieire b contire os 1 Db Ciiem T o0 BT e
- opérateur linéeire et contiru o 1 61 L(Q+jj % Lﬁ (i i

M P=s, 1 N tp Y
(resp. I Eﬂ "HR+]J') dens ¥ L$ J UR')]' 51 x_»c {rowp.x _ = 01
i=1 i=1 % - P d
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]
On désigne enfin par jp-s 1’isomorphisme canonique de |H iHR:ﬂ'
~p+s i _p+si

sur H0 i(an] espace des distributions de H (MM a support dans‘R? .

On a alors les théorémes suivants :

Théoréme 1I.1.

Soit un entier p > 0. On suppose que les conditions HO(IR:],

H1(p NRT), H2[p HRSJ. H3(p HR:] sont réalisées. Alors, il existe une
M t.+p

constante ¢ > 0 telle que pour tout u appartenant a 1 waj UR:] on ait :
j=1 3

bl ¢ 2c jISully b5y Xp pegt Hlull ty+p-1

1w RD T H “(RDxT H " o1 ow? o mD
=1 % 1=1 1=1 =1 %

(resp. flu] eop  2° 19%ul p-s, Hully ¢ ap-q

m WY (RN I H T(RD Twd (R

j=1 o + + (v} +

J 1=1 J=1 74
si x> 0 (resp. x_ = 0).
Xp resp. X,

Remarque II.1.

Le terme "Uj" tj+p-1 n figurant dans le terme complémentaire
W (R

o, +
"uﬂ M t,+p-1 des estimetions précédentes peut Btre remplacé par
I waj (R])

j=1 7J
herexcdy o I3 u

1+x J) u lorsque a, < t, + p et par {[x u lorsque

"N i "R

> t, +p.

R

Théoréme II.2. Soit un entier p > 0. On suppose que les conditions HO[TRT],
H1(p HRT). Hz(p;fRT). Ha(p,rR:) sont réalisées. Alors, il existe une cons-

tante C > 0 telle que pour tout (f,g) (resp. f) appartenant a

Xy -pto, 44 M

M p-s p - _ p-s
m v M x 1 ow 2R (resp. T [H i(mf)]'l
=1

1 1=1 1=1

si xp > 0 (resp. xp = () on ait :
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(y*
I |H "(RD|'x T H [ar ) I [w, @®M]
=1 1=1 o
T l
+ T ||J.__ Fll -p*s 1 +ilg
a1 P78y E %‘p <-p+ci--2- 1
(r" )
i=1
(resp. "f" p-s, tj+p a4 | : 3
n [H Lw )] [w (R J]'+ sl £ -pts,-1
1 @y 2 oge Py Ty T R
|
II.41.3. Démonstration du théoréme II.1.

n
Hs[p ;IR.?

M

H -~
i=1
existe

t
.w J

pour to

M t 4+
z
J=1

3P

on pose

(s,w

LiJ

teurs g)p(m]

. .aj... -

km

On suppose xp > 0. Les hypothéses HOCRT).H1(Q HR:T; Hztp HRZY.

) impliquent gque pour tout w appartenant & S l2 couplsg d'opéra-

n-2

3, B _{wlv) réalise un iscmorphisme de

= ( . '
=z (L~xn 3w, Dx

+p M p—sn X
(R,) sur T H 1UR+)x cP. La sphére S il
i=1
une constante C > 0 telle que pour tout » appartenant 2 S
M
ut v appartenant 8 T W 3 {IR,) on ailt

=1

étant cowpacte
n-2 R g

et
n-2

jv i

"D (s i

NETTMR IR RN G35
Hi : I S .
Lz[m J H R,

<+
m
| = Bij(w]'fuj|~

Ty
>

—_— N -1
Pour u, appartenunt appartenant aIRn -{o} .

‘§>(ﬁs:) et

J

=y [xn] avec

J

: v, (s

J

[%))

a les rzlations :
a.-L

On vérifie que 1'on
%3

Yz

2 i
: = | E? Ly L= i
DS(S j[s)]_ |, [ “u ~xn})_pour 2 0"5"tj i,

3

: aj—s -tJ )
B = \ - . ¥ I )i
0 {vj(s,} !a | Lyjlxn 8% D, i

n

) {ujtxn]} avecw~ E'/ ¢
peur £,30 9 e M

t
SRR

13q » J=1,...

(') pour i-’1,...,xp .M et

”‘a.,...,t
q J

e, g

3

u aur =-0,,.0a, b, tp-a,.-1.
j Pour aeey iP%;
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Par suite, il existe une constante C > 0 telle que pour. tout &'

appartenant aR" '-{o} et u appartenant 2 (59(ﬁ5+)lm on ait :

t.+ 1
M 3P a,- 4+ = u.
)X z IE'I J 2 IIDR (x J u (x ]J" <
3=1 f=¢ n L2 (R,)
M p-si _2+% M J Si" j 2
r g ]|z|g| D Lj[x,w.D ){u[x)}ﬂ
1=1 f=o0 X n LAR,)
X ty+p-a.-1 e -
P M J j O,-t.+a_ -1
+ L |z z el 2 3 e ey l

i=1 j:'] ‘qn-aj qu

Cette relation est aussi valable évidemment si 1l'on remplace u (x )

-aJ+tJ+p J
par [g'] uj(xn). Ce qui donne :
M tj+p t +p- o
r r |e] P "D“ (xnJj ustx N <
j=1 =0 *n ) LCR,)
M PTSi TSP M
r r |&gf | = D L j[xn;w,D ) {u (x ]}"
i=1 =0 j=1 *n L (R, )
Xs M -tj+p4aj—1 "°1*P‘%
+ |z z le*| J(glyujl

i=1 j =1 =-0
J q 3

M
Ainsi, pour tout u appartenant a ( g)(ﬂRTJ) et tout &' appartenant

éIRn-1-{o} on a :

M tj*D ti+p-2 a
r ¢ ler]”? llui (xnj a, etx N, <
j=1 f=o n J L (R, )
M PS4 —si-2+p M
cyz I g | £ o* Lyy0x 50,0, ) {u e I,
i=1 =0 =1 n n L (l‘R )
Xy M ti+p-ay -04+p-7 R
+ 3 |z z le'] B,, (') yu.(g,.)]
i=1 j=1 g=-a, 1iq a
j N
On integre par rapport é'g';danszn—1 ; ce qui donne :
: o, of : l o
X z D, B, (x ~ul <Cdz X z D
=1 |a|+ﬂ,=tj+p S R ¢ 1=1 |a]+2=p-s; j=1 ij J 2trR)
TE oy, v ‘
+ I B,. yu nat __, (car -g,+p-5>0)
o1 g WPt e 1m0z
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M a
£ |x ] ull <C "galJ” X. 1 +
e n j t +p —_ P M D-Sy4 n p-0.~ %5 _
= I (R}) TH T(RIx i H 1 2R
i=1 ) i=1

M aj
+ I ”x u,
=1 " JLZHR':) .
On en déduit le théoréme II.1. et la remargue II.1.

II.14. Démonstration du théoréme II.2.

t.+p
On suppose Xp > 0. L'espace [QGJ (RT]J' étant canoniquement

. J ‘t 3 'Fp :
isomorphe au sous-espace des distributions de ENGJ i(Rn]]' a4 support dans

n . > . - .
IR+ , on peut considérer 1'opérateur 6> comna un opfrateur -linéaire et

M - X : M tys
pP-s S . - &
continu de T [H LR ]' x 1 H P02 B 1) a1 -[w,;J (m”]] '
i=1 7 i=1 =1 T3
,, | MopPes, 9 X, -p--fsiéé‘: o
Soit (f,g) appartenmant & T Eﬂ ‘(Wﬂjj 'x i H (R ).
1=1 1=1

On va donner 1l'expression de:gapff,g]“au zens de (P (R')). . Peur cela, on

* ’ o ! . qD’r,n al ' 2
hote LiJ 1'opérateur adjoint formel de 43 dans 2 (IR), Bijq 1'adisint
formel de Bijq dans §D:[1Rn_1], ftxnl la distribution de Dirac en la varia-

ble X concentrée a 1l'origine et enfin Y(xn} ’=z fonction de Heaviside er

) = 4 PR E
la variable X (1.e. Y[an 1 pour x> 0, Y[*n) 0 pour X < 0l.

*
Soit %’appartenant a (D URnJIM. Par «éfiniticn de Epp(f,g],

on a
* PR
< ?p [‘F’g]; (Flmn > M t.{,p N _ M tj"’p . =
T [waj (R " x 1 W (R
=1 B % =Y
= < (f,g), g >
SR W twh ] x 1o (=" |
~1=1 -im=
X: 1
- Mo p-s P P03 -1
x | T H i(er)x R RN - U
=1 1= 4



IIT - 21

M M ——
= L« fi ' .Z Lij (Pj p-s ny=, p-s ny
1=1 =1 HP4(R1] " x HY T1(R))
Xp M tj+p-aj—1
+ L <g,, L > B Yy u, > .
AP A . 1ja 'q7 3" -propd p-0,.-1
i=1 j=1 g aj H 12“.Rn 1] < H i z(ar-‘I)
M M N — Xp M min(-1, tJ+p 03-1] 1
=z 3 o<lii3 1q3 +I % z 179" <
i=1 j=1 - -3 P78y DR e (R 1=1 =1 a=-a,
* -g-1
< B, . Y{x_J, >
1ja 818 % n (Pj P tr™M) x DR™
X
p M max(-1,t;+p-a.-1)
D R I (', -y &=
+ }_: .Z T i ij giﬁé ‘(xn],ﬂi’j> Cn 0
i=1 j=1 q=o DRI xPDUR

*
d'ol 1'on en déduit 1'expression de Q?D(F,g] dans (gD’[fRn))

\ n n n n
Les hypothéses HO(m+), H1(p HR+], H2[p ﬂR+), H3[p ;R,) impliguent

*®
gue l'opérateur adjointfpp(m) de 1'opérateur QP {w) est un isomorphisme de

M p-sy X M tJ+p
i [H UR+)]’vx € P sur T EM: (R ]] . Pour (f,g) appartenant a
v j=1 J
M p- 5 X
i [H TR ]] , 4 p(m] (f,g) considéré comme élément de
i=1 tj+p |
ﬂ Eua (FR]] ' @& paur composante d'ordre j
j=1 j

M Yo min(-1,t+p-a;-1 et
(5’ (W) (f,g}) .= % L x 50,0 35 f.1+ I z (-1 9"

\EFPURE AU il 421 ge-a |
J

%, -g-1
Bijq(w] gy X, Y(xn]
X
p max(-1,t;+p-a.,-1)
+ 3 zJ J
i=1 g=o

-q (qj

. 3¢ :
i Biquw] : 8 (xn].

ol j P78y P*sy
p-sy désigne ici 1’isomorphisme canonique de Dﬂ UR+)]' sur H0 (IR).

La compacité de la sphere unité Sn;z implique 1'existence d'une

constante ¢ > o telle que pour tout w appartenant 38 S n-2 et pour tout (f,g)
X
appartenant a H [ﬁ UR+]]' x € P, on ait :
{=1
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M X5 MM
I sw,D
(%) if1llfiﬂ [_‘p_s y + z ]g | <C J=1"l§1 LY (ssw o) {jp_si £}
H (R,)
X
p min(-1,t +p-a;-1) L o
+ oz I 3 T B w g, s vie) +
. iiqg i
i=1 q=-aj
Xo  max(-1,t +p=a,-1) - N (@)
+ 3 Jg 73 7 479 B 1q(0) By 99| Coop
J=1 g=o J '
DERGRY

N ny M n-1 Xp
Soit maintenant (f,g) appartenant a (ﬁb(ﬂ? 3V x (PR 1) et
soit la distribution TJJcomposante d'ordre j de~P (f,g)

M M min[-1,tj+p-a.-1] * 1

J -g-1 -g-
T, = I .03 _Ff)+Z ) (1) B, £, ® X Yix_J) +
j 1=1 ij p sy 1 g1 q=~aj ijg "1 n n
Xg max(-1,tj+p4aj—1) * (q)
+ 3 5 179 g7 g, ® 8 (x3
ijg ¢ n
i=1 g=0
M : mint-1,t . +p-a,~-1) . M
=z X f)e S RN PCT R R ANERE P ix 3 s
i=1 4P i q:-aj {1 g
maxt-1,t.+p-a.-1) _ Xp )
+ 3 3 49 (g By . 5) @ GESJ]
g=o ' i=1 ia n

{on remarquera que dans ce cas jp_S fi n'est autre que ¥i ., prolongement
i y -
, . \ = T est da L n
par 0 pour X < 0 de fi ; et ainsi jp_si Fi rest dans ﬂ)(ﬂ? 1.

Pour tout &' appartenant éan_1, la distribution en xn définie

sur R par :

N Mo s PN min[-1,tj+p-aj-1) g1
Tj(E‘,xn) ='§ Lij(xn :E',DX )(Jp_s.fi[g',xn]] + T -1
i=1 n i g=-o,
J
Xp g1 min(-1,tj+p—aj-1) ~q
z (g!) g {(£') x Y({x ) + B % 1
=1 ijq i n n g=0
Xp :
* D oepy gld
)3 Bijq (g") gi(E 1 6 (xn).

i=1
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t.+p
appartient & [WQJ UR]]'. On désigne par Hg' 1'homothétie :Hg': xﬁ——>s=xnliﬂ
J
pour &' appartenant éar—1. On note Hg' T (€' .} la distribution en s défi-
nie sur (R par :

T (£',.),als) >

He gy x DRy = <T3E 000 1 Dog (my  Demy

pour toute fonction o de 33[”?]. Pour tout &' appartenant éiRn_1, on a :

. M s,+t.-a,-1 PN
) = S »* ] :
He, T4(E%,.) 151 ler ] L7;(s50.0,) {Jp_s_fi ( T
min{-1,t.+p-a.-1) i_ - Xp o,+t ~a R o
R g3 e g et Y Bi. (wg, (£')s TV (s)
g=-a, i=1 Ja
J
X
p max(-1,t +p-a.-1) _ o,+t,.-o
+ I 5 J i qlE | 13 * (w] gifg ) 5[ q) (s},
j::'l g=a - .
dans P’ (IR} .
54 -1 T~
On applique 1'inégalité () a [(IE | jp_s f. (g, T~—T]]1 ’ v
i g 2808
[|E'| i‘Ei(g'J)i=1 x ) ; ce gqui donne :
ey
X
M 5,-1 "~ p o, .
i ' : ] i
eoler] v i, fy er—l _ + 1z ler] T legten)] <
1=1 ' prsy 1 ler| H PRy a1 1
R IR
f_C Z E_. H ,T.[E';-) t +p
3=1 & 3w ]
J -2p+1
On éleve au carré, on multiplie les deux membres par IE’I et
on intégre par rapport & £' dans |£'] > 1
M Zsi-Zp—1 PNy 2
r e lip-g F1(E" g’ +
e ST
Xp 20,-2p+1 2
+ J r g |gif€'3| dg
HE
M Zaj-th-2p+1
_it.{ , 21|€'l ||Hg j[g " 5o 3
BIEE W3 T

J
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M
<c ¢ |71 (cf. lemme 1.1. chap. II, [3])

i=1 *

I
JU ot
[w J [ﬂ?n)] '
*3

*
= ®
cll o el “p

A n
1w mM]
j=1[°‘j
D'autre part :
25.-2p-1  _\ 2
el ”jp's wci(E,'IS-I]”p-rp’fSi *®
‘E'IZJ i 3 (R)
2 5.,-p 2
3_] J Gelgl 1 | F gt e
ler]>1m 1
1
20i-2p+1 " 2 2 oi-p+7' . 2

le | lg,C €3] e’ z_f (1+]g] ) ENCIINCTS
ler |21 IEX
Donc :
M 2 84°P 2
z J JW!.&IJ |Fy  f@)] de o+
= -8
i=1 IE"EJ R p~Si

XD 201°p"'2' - 2 *

+ I (1+]e]) gy (6] der <cl|P trdlly o,
1 e o mwd T mM)
j=1" ]

I1 reste donc & majorer les intégrales pour lg'l:ﬂ. Tout d'abord,

il est facile de vérifier qgue

2 ci-m%' . 2 2
(1+]g’] ) le, (e der <2 ledl . ___1
1 T 047 -
lg* f< H (R
M ‘ 2 si~p 2
Pour majorer I J [1+|£| ) [ jﬁj f(g)l dg , on
<1 R P78y
introduit 1’opérateur iF;(wO] pour un certain mokappartenant a Sn—2 . On
//\
applique 1'inégalité (%) 3 la famille ([jp_si fifs "))i=1,...,M 3

, M) et pour w = w, . ce qui donne :

) meay

(gi(s')]i=1
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M X

: P ~
xx) T fl5 . f.er, 0] + ¥ g, 80 <
1=q P83 1 HPYSi(R) 4= 1

PN R
* ] ’ N ’

cll P p(wol ((Jp_sififi D P ¢ ))i=1,'.n,x Jn top -

n [@ tnnl

J= J

s,~p 2 N 2

Or : J (1+1]gl2 ! |F" 3 f8)] de _<_||jp_B £ e
R i

it

p—si

HP*1R)

et pour |£'| <1 :

PHReroyy (P N , P
N S(E") Y Hleg)) ([Jp_si FEL D) s (gy(E Dier. .. | e
n[& (R}’

N Xp 1
fEnof L, z lg; €|
i H P17 R) 1a1

On éléve au carré, on intégre par rapport a E' dans |E'l,§1, les

deux membres de (36¢)

M 5 si'p 2
J J;W(MIE;I ) lfyj F8)] dg <
1 IE'Ifj p-sy

‘ /\ ’
c P> ] (&, ;
{ Jlg-|<1"J p't) mp'ﬁi AR NI

~ 2
{eg,(g'))
1'% 7 - ,...,DJHM o
mudar))
3= %
M | PN I2 Xp | ' \
+ I f oo foe T J g (£ de
i=1 J]gr]er P73t P*8y 1([R) 1=1 Jjgr ]t }
d’ol 1'on déduit (cf. lemme 1.2, chapitre II, [3]) ’
<C "3’ SIFE-3] V. ‘0 * Z Is,- 1" *
j - -p+s.-1 n
{ 7] AP
Vo,
=170 ey
T H'p+°i"’2(rR“'1)J
i=1

ce qui termine la démonstration du théoréme II.2.
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II.2. Les estimations a priori dans le demi—espace]RT pour le cas des

coefficients variables.

II.2.1. Notations et hypothéses.

Pour i, j=1,...,M, solent les opérateurs Lij = Lij(x'xn ;Dx,,Dxn]
définis sur R" par :
inf(si+tj.a ) si+tj—h o.-h
Lo, ubxd =L, (x5 0,0 {ulx)}= P, (x3D_,,0, Mx 7 ulx}
ij 1] noox X h=0 ij X X n

~

ou

(i) Sy et tj sont des entiers de Z ; on suppose 5; %0 et tj >0 (on peut se

ramener & ce cas).
{11} a, sont des entiers de IN.
J
Si'.'tj"h
(111) Pij {x; Dx"Dx )} est un opérateur aux dérivées partielles, &
n

coefficients indéfiniment dérivables et & dérivées bornées dansIRn.

d'ordre au plus s, +tJ -h {ou identique & 0 si s, +tJ h est < o)

si+t.-h si+*.-h a 2
P, J (x;0,.0 ) = X P, - QJQ (x) 0}, o
J *n lal+£<s +tJ—h Ja % n
On note L 1'opérateur matriciel (L, J 1,941, ™ ; cet opérataur induit pour tout
Bl M t.p M p-s,
entier p >0, une application linéaire continue de 1 waj(ﬂ? Jdans 1 H l[rRZL
j=1 73 i=1

°

A cet opérateur L, on assocle 1'opérateur matriciel LO ‘:'[Lij 1,5=1 M

., 0 _ .0 ‘s
od Lij S Lij[x 3% ,Dx,,Dxn) est définl par :

. inflspt, .uj3 Syteymh a,-h

Lij(x,xn 30,0, Hubdl = Ix FHJ, 4{_—h[x’0x"xn) {x ~ ulxl}

n h=0 J
ol +t.-h s.+t.-h
517" i3 a 2
(x;D ,.D ) = bX P, (x} D, b .
i3, si+tJ h X |a|+l=si+tj-h 1j,%,a X' X

L’'opérateur LD[o,xn ,-DX,,Dx ) est un opérateur du type étudié au
n
paragraphe II.1. Les conditions Ho(ﬁ?g), H1(p HRC) et H2(p HR:] associés

s'écrivent :

si+tj

ij,sl+t
est non nul et le nombre m+(£'] de zéros & partie imaginaire >o du polyndme
s +t
i

dét (PiJ.si*tj (0 &’,p)) en p est constant et égal & m,

HO([RTJ : pour tout (&',p) appartenant aR"-{o}, le polyndme dét(P (0;8",p)
— J
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n . o o o . .0
Hq(p s[R,) + le polyndme ¢ (p) = dét (¢ij(p tj+aj)J ol ¢ij {p)
inf(s,+t,., 2.} - -
- SR A (o) 1 (o-1) (p-a, +h+1) n'a pas d
z pij,s.+t.-h,o o plp ... (p oy n'a pas de
h=o0 i 7]

z8ro p sur la droite Re p = - p --% .

On désigne par rD le nombre de zéros du polyntme ¢O(p] tel que

Re p >-p - %- et on pose :

+

n
H2(p ;R,.) - 1le nombre Xp =m, - rp est > O.

On définit maintenant les opérateurs frontiére. Lorsque Xb est > O,

pour i=1,...,xp , J=1,...,M soient les opérateurs Bp. = ng(x',Dx,] définis

i3
par : L +n-0 -
p tJ P 1 )
Bij yu = q:fa Bijq {x', DX,] YqU ,
' J
ol Bijq[x';Dx,] est un opérateur aux dérivées partielles a coefficients

x

indéfiniment dérivables et & dérivées bornées danisn_1, d’ordre inférieur

. . . _ _ y _ . < _ .
ou égal & oi tj aj q, si o, + tj aj g est 0, Bijq[x ’Dx') est

1'opérateur identiquement nul » 04 étant un entier de Z tel; que o5 < p-1.

On note pr 1'opérateur matriciel [ng Y]i=1 X : cet opéra-
j=1,...,m P
teur induit une application linéaire et continue de
M tyvp 4 Xp p- oy 7‘ n-1
n W (R,) dans T H (mr" ).
o +
J=1 ] i=1
A cet opérateur pr on associe 1l'aopérateur matriciel
0 = 0 ’ = pD 1 N DO ’ r 5 .
pr S Bp(x .DX,JY = (Bij(x ,DX,) )i 7., X od Bij(x ,D')y est défini par:
j=1,. ..,M P
t. FALh -0.-1  O,+t.-2,7Q
8°%(x’ ;D ,J yu = z J i "3 3 (x', D ,} yu,
ij x g=-o 1jq x'"" g
Oi+t_-a_-q J
B, Jd (x'; D ,) étant la somme des termes d'ordre exactement o +t.-a.-Q
ijg X : 173 7]

dans 1l'opérateur B,. (x’;D_.,). On pose enfin :
ijg X!
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HB(p NR:) : pour tout w appartenant & S le probléme aux limites :

n-2 °

0 -
L (o PX 5w, Dxn) {v(xn]} =

)
B (o,w) yv = o , si >0
p ey Xp
ou o v
{L (o,xn P W, Dx ) {v(xn]} ='g, si Xp =0
n
M t.+p
n'admet que la solution v = o dans 1 WaJ (R,
J=1 J

11.2.2. Enoncé des résultats.

Pour tout entier p > o, on considére 1'opérateur EF; défini sur

M

i w J UR ) par :
3=1 Jf (Lu , B_yu) six 0

63 tou > Py = P P
P P Lu si x =10,
P
M tj+p n
C'est un opérateur linéaire et continu de 1 wa UR+] dans
. 1 . .

Sy o P PTOT o nopesy O

n H R, x T H (M ), (resp. T H UR }) si Xp > 0 (resp. x_=0J.
1=1 1=1 1=1 P
, - . 2 @ . . . .
L’opérateur adjoint EPp de ” est un opérateur linéaire et continu de

M p- s Xp —p+0i+% n-1 M p-s.

I [T 0] R ") (resp. 1 [0 T®D)" gans
i=1 j=1 i=1

M t +p '

n [w UR ] si x_ > o (resp. yx_ = 0).
i=1 i P p

On a alors les théorémes suivants :

Théoréme II1.3.

Soit un entier p > 0. On suppose que les conditions HOUR:].
H1(p ﬂRT]. H2[p HRT], H3[p ﬂR:] sont réalisées. Alors, pour tout entier g>o
tel que le polyntme ¢O[p)1m’ait pas de -zéro p dans la bande -p—q--%

Re p < -p -1-, il existe deux constantes ¢ > 0 et C_ > O telles que :
- 2 q q

M t.*p
si.u appdrtient & I waj UR ), si le support de u est contenu dans 1la
j=1 7] M pea-s,
boule de cen%re 0 et de rayon é& et si‘EF’u appartient & M H UR I x
Xo P72 n-g M “peg-s i=1
ﬂn H (IR ) {resp. T H UR )} alors :

i=1 i=1
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M tj+p+q n
(1) u appartient & 0 W (IR))
=1 % *

c @ ulf.
o "U"M tj*p+q n = q "“KDU"M P*a 8y n Xp p+q-01'%' n-1 '
T oW, (R,) I H (R,))x I H (R )
=1 % 1=1 i=1
+ Jlull
M t.+ptg-1
oW (RD)

=Y '

(resp. "U“M tj+p+q_ . f_Cq " _(()pU"M p"‘Q"Si + "U"M tJ+p+q-1

T, (R™M T H (R™M) T owd ®r"

+ + o +

=1 Y 1=1 =1 %

si > 0 (resp. x. = 0).
Xp TesP. Xy

figurant dans le terme

Remarque II.2. Lorsque g=o0, le terme ”UJ" topel
Wi ®h
3

complémentaire "U"M des estimations précédentes peut &tre

t,+p-1
nwd T ®D
=1 73

a
_ J
lorsgue @ < tj +p et par "Xh UJ" 2 n

a
remplacé par "[1+xn] 3 u
LR,

I
2R

+

lorsque a, > t, + p.

J J

Théoréme I1.4.

Soit un entier p > o. On suppose que les conditions HO[ﬂ?Tl.
H1(p JRTJ, H2(p“ﬂR2) et HB(p HRTJ sont réalisées. Alors, 11 existe des
constantes € > 0 et C > 0 telles que pour tout (f,g) (resp. f) appartenant

1
M p-s , Xp ~pro S+ M p-s. !
a1 [ @) x 1 oH PR resp. 1 [H AR1I) ) et a
1=1 1=1 1=1

support contenu dans la boule de centre 0 et de rayon g, on ait :

"(f.g)"m P=S; . X, _p+oi+%' nq S C HSDETf.g)"M £+ 4
1 HeD] < nom ®") A AERN
i=1 1=1 j=1t %y o
AT Iel
+ L |3 g
_ p-s, 1" -pts.-1 _ ]
1=1 17y ® P PNZ e
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P8,

[ e 4

: * B
resp. ], e NFTelly o ot 1llJp_s‘fill prs, 1 }
n i L)) I [wJ ®M]" * R €
o +
i=1 j=1-7j )i

si > 0 (resp. = 0).
Xp 8] Xp

I1.2.3. Démonstration du théoréme II.3.

On .suppose Xp‘> 0. On note Bla,e) la boule de centre 0 et de rayone.
On démontre tout d'abord 1'estimation a priori donnée dans le
théoréme 2.1, (ii) dans le cas ol g=0. Pour cela, on applique le théoreme

1.1. au couple d'opérateurs [LO[D,xn ;Dx, .Dx ), B°(0 ;Dx,lyl : i1 existe

n p M tj+p n
une constante C >0 telle que pour tout u appartenant a 1 wa UR+] on ait :
=1 7
M aj M M o
351 ”xn uj” o <C 151 "j§1 L300, 50, ,Dxn) {uj(x]}ﬂ p-s, +
H (R} i H . (R,
Xp M M a.
+ 1 ||z 87,00;50.,) yu 1 o5 fIx Ju )
i=1 j=1 xd Hp'°if3iﬁp'1) j=r " I % mT)

(ef. la démonstration du théoréme II.1).

Les coefficients des opérateurs Lij et Bi' étant de classe CmﬂRnl,
il existe une fonction al(e) > 0 tendant vers O avec €, telle que pour tout u
Mt +p ‘
appartenant a I waD HRT] dont le support est contenu dans B(O,e), on ait :
=1 7]
~

M M
e} s} -
z £ (L, (x,x_3D_,;:0D_,. - L. (o,x_; G (x5
Z "j=1 (Lis0xy 0, 5D, Dxn) Lyjlonx DanJ {UJ[x)f” p-s, .
Ho TR
cate) fuly 0 re@iluly
mow o R mow ) mw)
< x J=1 7 i=1t 73
ARG ; !
pX r (B, ,{x";D_,)-8B,.(0;D_,)) yu, i
= = 1] X 1] X - J p-0.+2 -
i=1 =1 Ho o 9mRD 1]
< ale) “u” Mo t.ep C[e]"u"M £ +p
1w (R T wd m®D
! =t % =1 %
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Les hypotheéses faites sur les coefficients des opérateurs Lﬁq et

L

B14 ¢leiUant l'existence d'une constante o > o telle que pour tout u appar-

M
tenant & I w j UR } on ait :
J=1 J
(M
T ; - ;
=z i 21 [LiJ(x,xn s0,, .0 ) LiJ(x,xn ’Dx' » 0 )] {Uj[X3}ﬂ p-5
= n | n Ho Ler™
+
f.“"um tj+p-1 n
1 mowt R
X m 1=1 %
iz1|jz1taij(x-,nx,j~Bijt><';o Divef 0*'2 _1<ail iy £ vp-1
H R W (R")
- J=1 uj *

Des inégalités précédentes, cn déduit le théoréme 1I.3 (11) lorsque

g=0. La remarque II.2 se démontre en notant que pour tout B8>o0, 1l existe

M t.#p
CB > 0 teile gug, pour tout U apcartenant & 1T WGJ URSJ, on ait :
j=1 7
"U “ .+ < Buﬂ-ﬂ t.+n ”(1+ijlu " lorsque o, <t,+p -1
5ty n J J D o L (FR ) S
wa UP+] wa dﬁ+
. 3 .
J .
u, < u, + C lorsque a, > t. +p-
" J" £ +p-1 . __B" ]" t,+n N 8 "Xn Uj" 2[(Pr"e squ QJ =5 p-n
W (R,) WooUR E
o, . *
J J

-

On- démontre maintenant le théordme IZ.3 ({4),(21i}) dans le ces o

g > 1. Cecte démonstration sera faite par récurrence sur gq. Soit tout d'abord

M t,+p
u appartenant & 1 w y UR ) tel gque son support soit contenu dans Ble,<:
..__j
I moopts; g % D-Ui.% n-1
avec 0 <e<e et tel gue g’pu appartienne 8 T H (R} x I H R i
i=1 i=1

On suppose de plus que le polyndme ¢0€p) n'a pas de zéro p.dans la bande

1 i
pPrg-3 <Rep <-p-35.

On utilice la métiode des gquotients dit+érentiels. Four h =zpparte-
nant aR-{o} et i compris entre 1 et n-1, on pose :

T vix) = v(x e esX +h,...,xn]

ih ' (e i

7= 1. o
Pin vix) = n Luij vix] vix)).
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1
Si h satlisfait a o < |h| <§-[eo €}, les supports de Tihv et pihv

sont contenus dans Blo,e') avec €' = € + %-[so—e) dés que le support de v

est contenu dans B(o,e). On a :

LiJ(x,xn 30, D n) {pih J(x)} [LiJ[x.xn 0., ,Dxn) {uJ(x]}] +
O, s,+ti~h s,+t.-h-2 < -
§ Sitty 17T s, +t,~h &.-h
J a 2 i
z > I Pyh (pij,l,a (xJ) O, O, {Tih(xn uJ(x))} .
h=o %=0 |a|=o n

Les hypothéses faltes sur les coefficients de 1’'opérateur L

impliquent 1'existence d’'une constante a >o, indépendante de u et de h:

‘telle que :
M M
L2ty ol oy sodlony & byl oMby b
H (R H YR 1w (RD
o +
=1 73
et de méme
I: s, n oy, = l Al
£ B,,y(p, u,) 1 <alile I B,,vu 1 u
o, 137 P13 peg - e ih 2 P13 VY5 peo - "
j=1 H 1’2[ar 1 j=1 P! 'fmn 1 ! 1u

Les sstimations obtenues pour g=o et complétées par la‘ remarque

II.2 appliquées a Py, U (pourvu que O < e’ < e ) donnent :

O P N (1 N U S
nowd R Jw twhx 1o TwT
=1 1=1

I
zj(t+x_J)p
gmi PRt 2 en,
(lorsque a, > t, +p, le terme || (1+x_ J]p !, pouvant 8tre remplacé
= 13, 20
%
par "xn Pin uj"LZURh)]'

+

D’autre part, il existe une constante B8, indépendante de u et de

h (pourvu que h reste dans. un borné fixe, par exemple O < |h| <1) telle que

Moy, = tyoudf oe, oo <8l Z L, uld
e PR Ty 133 P'51*1”Rn)

=

ﬂp I B Yu|| o 1 <B " Z B YlJ"
ih yoq 17 progs n-1, S

DO'""—-
H (R i2

H ar" Yy .
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Enfin, il existe une constante §, indépendante de u et de h

telle que :
%
"[1+xn ) oyp qj”Lz(nQn < 6”uj"\tj+p N lorsque ay < t; + p
+ W (R.)
o +
J
||xn Pyh Uj"LZURn] < 8 uj" tp lorsque oy > ty *+ p .
'+ HY R
En regroupant tous les résultats précédents, on déduit que Pin u
M ,t.+p
demeure dans un borné de I ‘Wd% UR:J lorsque h varie de sorte que
J=1 7] ' M t.+
1 3P wn
0« hﬂ <§-(e -€). Il en résulte que DO_ u, appartient 3 T W (IR
o X; J =1 Y +
avec la majoration :
"Dxiu"M t +p n ..<..C " SDDU"M p-5i+1 n xp p-ci-}% n-1 *
T W (R,) T H {(R\) x I H (R 1)
a + . + .
j=1 % i=1 i=1
i wa (R,]
J=1 7]
pour i=1,...,n-1.
M t.+p+1 n
Pour montrer que u appartient & 1T waJ (R,), 11 reste & établir
M t.+p . \]'—'1 J
que Dx u appartient & T W J (R,). Pour cela, on remarque que :
n =1 % |
M min(si+tj'aj] si+tj-h si+tj-h aj-h M
Il z p . (x) D {x u,(x3} = & L,  u.(x) -
1 heo 13.5;+t,-h,0 X n 3 joq 10
M min(si+tj,aj] si+tj,aj-h-1 ’si+tj-h-1 Si+tj-h . aJ-h
-z pX b pX Pii o a (x)D_,0_ {xn uj[x)}
3=1 h=0 2=0 la]o do % n

p-s.+1
appartient a H i UR?) pour i=1,...,M. On écrira le premier membre sous la

M & si+tj-h si+tj-h a,-h
forme I (X p,, (x) D {x 3 u,.(x)}), les coefficients
. ij,s;*t.-h,0 X n J
j=1 h=o i7] n
s,+t,.-h

pij sj+t -h.o étant nuls & partir d'un certain rang. On dérive par rapport
2 i j 2 . :

a Dx * d’ol 1'on en déduit que :

n
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M @ s, +t,.-h t,-h ‘W, —h
I (z pii sj+t -k, o) DXJ {xnJ uj(x)}] appartient a Hp+1(ﬂR:],pour
j=1 h=o 83Ty n
. . '8 *tj
i=1,...,M. Or, le déterminant dét (p,, .~ (o)) est non nul, d'aprés
. : ij;si+tjlo

' Y n si+tj
1'hypothése HJﬂ2+), donc la matrice_[pgjisi+t.,°(x)] est inversible dans

Blo,e) pourvu que ¢ soit suffisamment petit. Notant Ph[x) la matrice des

Sy4*ty7h t-h , a-h
de coefficients Piy,s. ot -h,oX) pour 1,3=1,...,M et DX“A {xn ulx)}
i7j n
t.-h Gj'h
le vecteur,¢olonne de composantes D*Jq {xn uj(x)}-pour 3= ..M, 060
n
en déduit que :
D 1 t-h h +1 "
I P (o) P (x) P (x) (D {x*™" Gx)}) appartient a (H UR:)]
h~o o 0 h xn n

solt en isclant le premier terme

t-h{ a-h

" t a 140 °° i 3 +1 M
P,(e) (D, {xulx)N'+ T R (x) @, "tx, ut)}) appartient a (F" (R

n h=1
On pose :

Rh{x] = Rh(x ,0) + X Sh[x]
ol Sh[x) est une matrice & coefficlents indéfiniment dérivables et & dérivées

bornées dans B(o,e). On introduit 1'opérateur ég‘s(égij[x',xn ;Dx }J) o0 les

n
éﬂijtx',xn li‘J sont des opérateurs différentiels en X s dépendant du
n
paramétre x' et définis par :
} ’ si*tj tJ 'aj
égijtx',xn ;Dx } {vix)} = pij,s.+t.,o(O) Dx {xn vix)}} =+
n i3t n : :
L t.-h o.-h
X rij (x',0) DI {xJd wvix)}.
: X n
h=1 n
- ;s +tj ,uj
Soit ¢(x';p) =dét (¢ij[x ;p—tj+aj] ol ¢ij(x ,0) gpij.si+tj,0(0) 1 “plp-1]...
o i3 a.-h ’
{p-a.+1) + I r J {x',0) i J plp-1)...(p-a,+h+1}.
J h=1 D J
si+tj~h 11
Comme pour h>1, pij,si+tj-h,o(°)=rh (o) le polyndme ¢iJ[o;p-tJ+aJ]

colncide avec le polyndme ¢§j(o]. Par suite, dés que (x',o0) appartient a
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Blo.e) avec € assez petit, le polyndme ¢{x',p) n'admet pas de zéro dens la
bande -p-—% <Re p<-p —% et le nombre de zéros tels que Re p >—% est égal

ar_.
P o ‘ N p+1 n M PR . .
Comme @ u appartient a (H [fR+]] , on déduit de 1'é&tude faite

-

pour les opérateurs a une variable gue pour presque tout x' appartenant a

n-1 M t,tptl
R , ulx',.) appartient &2 1 WaJ (R, } 3 et i1 existe une constante
j=1 M j+p+1
C>0 telle que pour tout v appartenant a I wa (R,}, on a :
J=1 7

"le £ +p+1 <C ﬂ£(o,xn;Dx v E'?DM(TR ﬂl“l + “V"M t.+p
T wd R " + T wd (R
3= % 3=t % |

D'aprés la continuité des coefficients de l'opérateur'ﬁﬁx',xn;Dx]

n
il existe une constante € > o et une constante C > 0, telle que pour -tout
M t. +p+1
v appartenant & I waJ (iR,) et tout (x',o) appartenant & B(o,e) on ait :
=1 %
“V"M tj+p+1 =¢c Ilﬂg(x’,xn;Danvn[ p+1 ]M t.+p
T W (R.) | wd (R
. + a. +
J=1 J=1 J

On applique cette inégalité a ulx’',.) pourvu que le support de u

soit contenu dans Blo,€)

Hutx', D, <C J|Lixr,x D) {vix',x )Y +
M t.+p+ - n o x n p+1 M
LT " [H°*1eR,1]
=1 % vix:,. )"M £ 4p
Tw (R)
Soit : 3=1 3
M max (o,a .-t ,-p-1) M a,
z fix I3 uj (x',x | - 2 x d u,x,x )
= " "R, ger n 3T TR et
+
<CJ]B0x,x 0 ) {vix’,x I}
noxo n [ p+1UR f]
M“ max[O;uj—tj—p] ” M ” aj "
+ T [x uj (x' T ) + I|Ix Y ou (x',x )i
y=r " 2R,y g=r M3 T B

H (R.)

+
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On intaégre par rapport a x' dansﬂ?n_'I

M max(o,a -t ,~p-1) M o
Z "x 3 u + I “x Juﬂ
j=1 " P ger 08 5P 0y
19 ] M | max(o,aj-tj-pl
<C % M+ I |x ' u, +
- e P - n g% 2.p0
FHTwRh] g L%(RD)
‘ M Loy .
+ I X
gt m “d £5°P 2, -1
- HY (R, ;LR )]
max(o.uj-t.-p41) > n o
Ainsi xn_ J uj_appartient a L (R} et X uj apparticnt
t.+p+1 ’
aH? (R, ;L 2" .
tj+p n
Compte-tenu du falt que D uj appartient a UR.) pour
i +p+1 ] o
i=1,...,n-1, on en déduit que Uj appartient &. W j (!RQ).TDB plus, on.
%
.8 la majoration :
< C ! Ty ’l +
"U“M tj+p+1 n —-v ] gjpu M p-5.+1 N xp Ep-o’i-l-—z- n-1
T WS (R M H ' R x IH (R, )
j=1 j i=1 i'—"1 “U“ .
M tj+p .
n wa (m+]
j=1 7]

Ainsi, on a démontré le théoréme II.3 ((i), (11)) lorsque g=1.

Pour g >1, on ralsonne par récurrence par une méthode analogue.

II.2.4. Démonstration du théoréme I1I.4.

On suppose x >0. Comme dans la demonstratlon du théoreme 1.2, cor
peut ecrire 1’ expr9551on de J [F g) dans [:S) (R ]] pour tout (f,g) appci-

; —p+0
tenant a ~II [H [1R )] 1 2(‘(R ).
1=1

On applique le théoréme II.2 au.couple d'opérateurs

X

(LO(o,xn ;Dx, , DY B;(O,Dx,)Y) : 11 existe une constante C ?Cltelle auvoe
n

. + p—si N1 p -p+ci+_~
pour tout (f,g) appartenant &8 1 ,[ﬁ HR+]] X H (R ] on
i=1 i=1

n =

ait :
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(f,g)
el PT84 —n o progg
I H [[R,J]' x I H (R )
1=1 {=1
oo
<Cyq T ||£ L [to,x_ :D_,,D ) {3 __ *.}
j=1 1i=1 1] noox *n PT84 1
xp min(- T Lt +p- a .~1) 1 %pi+t -, q q-1
+ oz 3 -1 9" 8, (0,0 ,) gg ®x 7 Y(x)
i=1 g=-a, Ja
J
X
p max(-1,t.+p-a,-1)  o.+t. -0, q
£ 3 gJd 44T 513 i3 g, ® 619 (« Bl »
i=1 g=o q P
w (R3]
E
LIS | K T N sell, .-
j=1 P78y 17 -p¥s -1 n k MLdae! 'E n-1
H {R (R )
1=1

La continuité des opérateurs L et B_ et les lemmes 1.4, 1.5 et

-

.6, chap. II, [3] prouvent 1'existence d’'une fonction a(e) tendant vers

Q

avec € et d'une fonction B(e) > 0 telles gue pour tout (f,g) appartenant
M 4p+S X ~-pt0. +]

T H i(ﬁfﬁ X gj H i Qfﬁ? ) et & support contenu dans Blo,e)
1=1 1=1 |

Qy

on ait :

MM

O
_§1Hi§1(Lij(x,xn 0, .0 )- L, J(o x 30, ,Dx:J {Fi}" £
j *n Eg (R™M)

< atedfef + gee) [l '9*51‘1

" i n
I H (R) n H (R
=1 i=1

M mln[—1,tjfp:aj—1] X, di+tu-a.-q*' 0i+t.‘a-”d*

T X I = CI 34 o) “Biiq 4 e, ,))
j=1 g=-o i=1

-g-1
giébxn Y(an” t.+p

'—_WGJ_ (R™)

< ale) ||g||x ; + Ble) “gllx 1
P Tptoty P TP*;5
1 H AR T H o 2w

i=1 i=1 '
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J

J

t o2

M3

e e 4

M=

1

1

1
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max[o,tj+p-aj-1) X o.*t_—a.-q*' o ot

q
> 1z 8t 39 o y-pt 3 (0,0_,))
a=0 . ijq X ijg

giQQG‘ ‘[xn]" tj+p .
[w (R J]
J

< ale) llgll 1
p -p+O_+7 -1 X
T H - m®"h m H (R .

i=1 1

Par ailleurs, il existe une constante C > O telle que :

||>: (L ETE LN ) - U, (x,x 3Dy, » D n .

X X ij n’ox t.+p
| [w

< Clifly  es-1q
1 n
n H (R)
i=1 '

min[-1,tj+p-aj-1] xp °i+tj-a fd%

. (x',Dx,)]
q——aj i
g Q@an-1 Y(x_ )|
i n n t.+
Eg IR
a,

ma~x(o,t‘jfp~aj—1] XD oi+t.-a.-q* o
) (R - P A B

g=o. i=1

(q)
g ®8 T Gl L e progs
LwaJ (rR™] T B AR
J i=1"

Le théoreme II.4 se déduit de ces inégalités.
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IT.3 ESTIMATIONS A PRIORI DANS L'OUVERT

I1.3.1 : Notations et hypothéses

Soit un ouvert @ borné deiRn, de frontiére I'. On suppose que Q est
une variété & bord de classe C . On se donne une fonction %’de{Rn dans R, de
classe 6m et vérifiant :

Q=1{x eR"s Yix)> o}

[}

T

{x eR" 5 $x) = o}
grad Y(x) # o pour x appartenant 3T

Pour i,j = 1,...,M soient les opératedrs Lij = Li.(x;Dx] définis
sur ! par :
Min(s.,+t,,a.) s.+t_=-h
i 3 3

L, = 3 =, 1. -J J )
Y ulx) = Ly 00, {uj[x]} hzo‘ Py T BaD) { $ix) ulx)}

od (i) s; et t, sont des entiers de Z ; on suppose S.

J 1

peut se ramener & ce cas)

< o et tj > o (on

(1i) aj'sont des entiers de N
s.+tj-h .
(iii) Pij (x;DX] est un opérateur aux dérivées partielles & coeffi-

cients indéfiniment dérivab’es dans @ d’ordre inférieur ou égal a

s.+t.-h (ou identique & 0. si s +t,~h < o)
LN i

s, +t,-h s,+t,-h a
P, 9 (x;0) = y Py (XD
+ % lalgs, +t.-h e :
177
s,+t . ~h s, *t.-h o
On note P, J +t h(x ;D 3 = P J ) o
e J lal=s, +t . -h . .
i73

j i, TR 3 cet'opera;eur induit, pour
tout entier p 2 o, une application llnealre et continue de jn waj (Q] dans
M p-s; titp J
iE1 H  *(Q) od w J [Q] est 1'espace de.Scbolev avec poids
J
t,+p-o 0, t.+p
tuend Jay; Pluend w@n

On note L 1’ opérateur matriciel (L,

muni de la norme canocnique {pour les propriétés classiques de ces espaces, on

renvoie & Eﬂ].
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On introduit les conditions :

HO[Q) : Pour tout x appartenant a T et pour tout (£,p) appartenant a [TxxIRJ\{o}

alY] TX est 1’espace cotangent en x & T', le polyndme

5.+t

) ity _
dét (Pij;éi+tj[x'£+p grad Y(x)))

est non nul et pour tout £ appartenant a Tx' le nombre m;{x;g) de zéros & pdartie

imaginaire > o du polyndme

5.+t

. i 73 ‘
dét [Pij,si+tj(x;g+p grad ¥(x)))

en p est constant et égal & m, .

H1(p;Q) : Pour tout x appartenant a T, le polyndme ¢(x;p) = dét[¢i [X;p—tj+aj)]

J
mlani+tj,qu si+tj—h

ol ¢ij(x;cJ = (x;grad f(x)) p(p—1]...)(p—aj+h+1)

h=o iJ,si+tj—h
n'a pas de zéro p sur la droite Rep = = p —-%.

Hz(p;Q) : Pour tout x appartenant 3 I', le nombre rp[x] de zéros du polyndme

$é{x; T) tels que Ret > - p --% est constant ot égal 3 rp'et le nombre Xp =m-r,

t.+p
J @), on lui associe tj+p traces géné-

Etant donné un élément u de W,
3

=

ralisées définies pour x appartenant a F‘par H
a, .1 :
Du ( {x,t}] our g=0,...,t.*p-a.-1 si o a, < t, +
(U | 4=o POUT @ byt <oy < toep

-1

y_J(x) = a1 [*° g~ -
9 (-1 j 797 artiul¥ (x,t))dt pour g==a.,...,min(-1,t
0

+p-g,=1)
3 17P7%
si 1 g o,

J .
ol o est une fonction de §Dﬁﬁ+) égale 3 1 au voisinage de 0 et & support suf-
fisamment petit et ¢ est 1'iscmorphisme de {x € Q3 dix:T) < 8} sur T x'[b,é[
défini par ¥(x) =»(xr, d{x,T)), d(x,T') désignant la distance de x a I',§
étant suffisamment petit»et'-xr gtant la projection de x sur T.

On note vu = (Y—a Us e, ]‘7 l'applibatioh'y P ~——> yu gst 1li-

t.+p-a, -1
3 i P
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1
t.+p t.fprdjrj; t.+p-a.-q—§
néairs, continue et surjective de ‘WaJ @) sur Jq H J r).
. j==0 ,
J q 3
On définit maintenant les opérateurs frontisres. Lorsque xﬁ~est >0
pour i = 1,...,)(p et J = 1,...,M soiesnt les opérateurs B?j = ng[x;DP{ définis
par : o tj+g-aj-1
) = - °
Bij(x,br3 Yu L Bijq[X'DF] yqu
q——aj

=

od Bijq[x;Dr] est un opérateur différentiel sur I', & coefficients indéfiniment

dérivables sur T d’ordre inférieur ou égal a oi+tjvaj—q si oi+tj—aj-q est < o,

Bijq(x';Dr] est 1'opérateur identiquement nul, o4 étant un entier de Z tel que
oi 'S p_1'

On note B Yy 1'opérateur matriciel (BP. v) 3
p ij 1,...,wb
1

i=
31, v e M

cet opérateur induit une application linéaire et continue de

M t,+p. Xp p—oi—%
waj () dans . H (ri.

1% i=1

[

3

g.+t -0, ~-q

. i J
On désigne par B,
g p 1iq

{x : DPJ. On pose enfin :

(x;DT) la partie homogeéne d'ordre ci+t -aj—q de Bii

N ig

H3(p;9) : Pour tout x appartenant & T et pour tout & appartenant 3 Ty, le pro-

bleme aux limites :

M min[si+tj,a.) si+t.—h : aj—h
) R (x;E+grad P(x)D,) {t U (E)}=o,  i=1,...,H
. ij,s.+t ~h t J
=1 h=0 i7j
M t.+p-a.-1- ci+t.—a,—q
Z JZ- J g J 4 (x:&) vy.u, =0, i=1,...,x_, six_>o
. - 139 qJ p P
j=1 q=-0,
J
ou
M min(si+t.,a.) si+t.—h aj-h
Jodp 3 (x;E+grad P(x)D,) {t I u (£)} = o, i=1,...,M
. ij,s.+t.-h t J
j=1 h=o i 7]
M t.+p
n’admet gue la soluticn v=0 dans 1 wa3 R,J.

j=1v 3

Remarque II.3 : Les conditions précédentes sont invariantes par difféomorphisme.
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I1.3.2 : Enoncé des résultats

Pour tout entier p 2 o, on considére 1'opérateur {T; défini sur
Moot
I WGF () par :
3=1 J (Lu, B vu) si x > o
Joy oy —> q)lJ = P P
p p
Lu si = 0
Xp
C'est un opérateur linéaire et continu de
M t.+p M p-si Xp p-a{~%
T WJ @) dans T H @) x I H (r)
. o . .
j=1 J i=1 i=1
M D-Si p--si s
{resp. ig1 H- (Q})) =1 xp > g (resp. xp=o]. On désigne par [H U?ﬂ
t.tp ' p-sy tj+p
{resp. [WaJ K?ﬂ )} 1'espace dual de H @) (resp. . Q).
J J
. . cpX* P . P .
L'opérateur adjoint 5 de‘Jp est un opérateur linéaire et continu de
1
M p-s,. , Xp ~ptO s M p-s , M t.+p ’
1 W fw] o« m o PPy (resp. M [H f@)] ) ocans 1 [WI @]
1=1 i=1 i=1 =t 3

si Xp > o [resp. xp=o). On désigne enfin -par jp~5 1'isomorphisme canonique de
5 :

P=8;y o’ PT84 TP*8y n
[H Glﬂ sur HO () espace des distributions de H (R') & support

dans Q.
On @ alors les théorémes suivants

Théoréme II.5 : Soit un entier p > o. On suppose gue les conditions HO(QJ,

H1(p;Q]. HZID;Q], HS(D;Q] sont réalisées. Alors pour tout entier g tel que le

polyndme ¢ (x:p} n'ait pas de zéro dans la bande =~ p-q - %-5 Re pS& - p - %
pour tout x appartenant a T, il existe une constante Cq > o telle que :
M tj+p M p+q-si
si u appartient a3 1T W (Q) et si 7’ u appartient & T H ()
i= o P i=
j=1 3 i=1
X p+q-0i-% M p*g-s;
x T H (') (resp. T H (?)) alors
i=1 i=1
M t.+p*g
(i) u appartient & 1 qu f)
i=1 3§
; < €] -
anluly e <o Il prasy X pugeacd
) g nmH
5=1 waj Q) i=1 (2) x 134 (r) .
Pyt pra |

I, WA (Q)
a=1 CL‘}
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. & :
{resp. ”u"M tj+p+q < Lq {“ JpU”M p*g-s, + “U”M £ +prge ]
R (2] R oy
% 121 M, Q)
' J

si > o (resp. = 0}
XD P XD

Théoréme II.6 : Soit un entier p > o. On suppose que les conditions HO[Q].

H1(p;Q]. H2[D=QJ, HBID:Q] sont réalisées. Alors il existe une constante C > o

telle gque pour tout (f,g) (resp. f) appartenant &,

1
M p-s, ) Xp -p+s t—= M p-s, ,
I @] x 10 Y3 (resp. T [H O T®)]) on ait
i=1 1=1 =1
; ek
”(F,g)lh ps, X, _p+si+% | <cC { th(f.g)“g b .
R R DN RSt (r) j=1[ws. )]
D ls el b
+ i3 .l + ligllx - }
- p-s, i p+s,~1 p “pts., w
1=1 et o mw PAm
(Iﬂ* o |
(resp. || £ll, p-s, <C lléipfllm toep +i§1 hjp_sifill “prs,-1 n}
.11}1[H ()] T Twd o @)] H ®RM)
= j=1 aj

si x > o (resp. = 0).
p P XD

I1.3.3 : Démonstration du théoréme et du théoréme II.6

Par "cartes locales” ef "partition de 1'unité” on se raméne par un
raisonnement classique au théoréme II1.3 et aux estimations a priori pour les
systémes d'opérateurs elliptigues. On adapte facilement les techniques utili-
sées (pour M = 1} dans [3].

M t,.+p
I1.4. Existence des solutions dans les espaces '_Hi Wa?
J= J

On utilise les notations du II.3. Soit un entier p > o ; on se pro-

Q)

pose d'étudier maintenant le probléme aux limites :
Lu = f dans @

B yu=gsurT, si X_ >o
p : p
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ou {Lu=fdans Q , i ¥ =0
P M t.+g
du point de vue de .1l'existence des csolutions dans les espaces s J
3=1
ol q est un entier > p.

Le but essentiel de cette étude est de montrer que sous les hypothésse

~

de II.3, l'opérateur SF; gst un opérateur a indice de

X

M t.+p M p-s, P ﬁ»ai-% M p-s,

T W’ (@ dans T H @) x I H (F) (resp. T H “(@)) six >o
=1 % 1=1 =1 i=1 P
(resp. Xp = 0). Moyennant une hypothése supplémentaire sur 1'opérateur fj;. on
montrera gue c'est aussi un opérateur 3 indice de

M t.+p*q M ptats, Xp p+q-ci~% M p*g-sy

T Wwd (@) dans T H @) x T H (T) (resp. T H (@)
. a s . : .

j=1 J i=1 i=1 i=1

si xp > o (resp. Xp = oj, q etent un entier > 1. Enfin, on examinera les condi-
tions de[bompatibiiité du prebléme en utilisant un probléme aux limites adjoint.

Plus précisément, on a :

Théoréme I1.7 : Avec les notations de I1.3, on suppose gque les conditions

HD[Q), H1[p;Q), H, (psQ3, HB(p;Q] suit réalisées et que pour tout x appartenant
a T le polynBme ¢(x:0) n'a pas de zéro dens la bande —p—q-—%-§ Re r & —p-%,

g étant un entier>0. Alors pour tout entier r tel que o £ r £ g l'opérateur

g;p opérant dé

N ]
Mt +p+r " ptres, . Ap p+r—5i—§ M p+r-s, ..
T W (@) dens T H Q) x T H (T) (resp. N H o)
j=1 j i=1 i=1. i=1

possede les propriités suivantes

(i) C'est un opérateur & indic: dont 1’indice est indépendant de r

, M t.+p+q
(ii) Son noyeau est égal a { uen waJ @) : Pu-=o0 }
=1 73

o

(iii) Son image est composée des &léments (Ff,g) (resp. f) appartenant &

M p—si+r p p¥r-G, M p+r--si
I H Ry x o H = (I ({resp. I H (2)) tels que :
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<F‘V>M p-s. M -s + <g.f> Xp p~0,~= Xp —p+o.+1 =0
T H “@x I [H *w@)] T H *“mxI 12
i=1 i=1 1=1 121
. <F, v =
{resp f v>g p-s, % p-s, ' 0 )
R N (SRR L 3]
X 1
moo_pmsy P -pto;ts
pour tout (v, ) (resp. v) appartenant & I Eﬂ [Q)l x I H (r)
i=1 1=1
M P=s; , % *
{resp. n [H [Q]] ) vérifiant f?p[v,%’) = o (resp. {?pv = g) si xp >0
i=1 -
- o ' , G s _
{resp xp =0); Y 5 désignant 1'opérateur adjoint de vlp considéré pour r = o.

Démonstration : On déduit le théoréme II.7 du théoréme II.5 et du théoreme II.B

de fagon classigue.

On en déduit en particulier :

Corollaire II.1 : Avec les notations de II.3, on suppose que les conditions

HO(Q], H1(p;9). Hz(p;Q]. HB[D;Q) sont réalisées et que pour tout x appartenant

arTlT, le polyndme ¢$(x:p) n'a pas de zéro dans le demi espace -p ~ %-Z.Re p.
M t,.+p

Alors le noyau de 1'opérateur ET; dans T waJ () est égal & 1'espace

® — J=1

{u € (C (Q]]M 3 g’pu = o}.
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