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OPERATEURS A INDICE

par

P. BOLLEY et J. CAMUS

Il s'egit d'un expdsé de synthése sur les opérateurs a: indice.
Certains résultats établis ici seront en particulier utilisés pour

1'étude d'une classe de systémes différentiels elliptiques dégénérés.

INTRODUCTION.

Les opératcurs & indice scnt utllisés dans de nombreuses théories.
Citons & titre d’'exemples : les équations intégrales [[ﬁa],,..], les hroblé-
mes elliptiques [{?], [h],,[ﬁs] et 12 bibliographis-de [ﬁé]..saB, la

K-théorie ([2],...)

Les opérateurs & indice sont étudiés dans de nombreux ouvrages.

Citons & titre d'exemple : [5), i8], [g1. [15]. [?4], [17]. ...

Définition : Soient E =t F dsux espaces vzctoriels sur un corps K et u un
——

opérateur linéaire de E dans F. Ca dit gve u est uii opérateur a indice de

E dans F si Ker u est de dimensicn finie et si Im u est de codimension finie

dans F. L'indice de u est le nombre Y (U) = dim Ker u - codim Im u.

Remarque : Etant donnés deux espaces vectoriels £ et F, 11 sg peut qu'il n'y
ait aucun opérateur 3 indice de E dens F : c'est le cas par exemple si E est
de dimension finie et F est de dimension infinie. Dans [5], on donne une
condition suffisante pour qu'il existe eu moins un opérateur & indice de E

dans F.



I. PROPRIETES ALGEBRIQUES DES OPERATEURS A INDICE.

Tous les espaces vectoriels dans ce paragraphe ont pour corps de

base un corps K guelconque.

Théoréme 1.1.

Soient Ei et Fi , pour i=1,2 deux espaces vectoriels. Soient uy

pour i=1,2, un opérateur linéaire de Ei dans Fi 4 indice. Alors, 1'opérateur

u, X u, est un opérateur linéaire et & indice de E

1 2 X E2 dans F1 x F

1 2’

dont 1l'indice est donné par x(u1 X u,} = x(u1J + x[uz).

2

Démonstration : 1'opérateur u, x u

1 2 par :

est défini sur E1 X E2

[u1 X u2] [x1 , x2] = [u1(x1], u2(x2)] pour tout (x1 , x2] appartenant

a E1 x E La démonstration du théoréme 1.1. est évidente.

o

Théoréme 1.2.

Saient E,F et G des espaces vectoriels. Soient u un opérateur
linéaire de E dans F et v un opérateur linéaire de F dans G. Alors, les
deux propositions suivantes sont équivalentes :

1) deux des trois opérateurs u,v, vou sont & indice de £ dans F, de F
dans G, de E dans G respectivement ;

indice de E dans F, de F dans G,

Qv

2) les trois opérateurs u,v, v°u sont
de E dans G respectivement.

Dans ce cas, X(vou) = X(u) + X{v).

Démonstration :

~

{( 1 ) On suppose que u est un opérateur & indice de E dans F et v un opéra-
teur a indice de F dans G.
Soient M et N deux sous-espaces vectoriels dé E tels que Ker (voul =
Ker u @M et E = Ker u ® M @ N. Comme u(M) € Ker v et que la restric-
tion de u & M est injective, dim M = dim u(M) < dim Ker v et donc

dim M < + « . Comme dim Ker u < + =, on en déduit que dim Ker (v o u)<+w»,



(ii)

(1i1)

Soient P et Q deux sous-espaces vectoriels de G tels que
Inv=1In(vou) @P et G =1In(vou) @P ®Q avec dim Q < + =,
Soit F1 un sous-espace vectoriel de F tel que F = Im u GBF1 avec
dim F1 < + o, Spit v’ l’application canonlque assgciée & v de F1
dans Im v /Im (veu) ; cette application v' est surjective. Comme

dim F1 <+ oo, gt que Imv / Im (vouy) est isomarphe & P, on en déduit
qgue dim P < + =, Comme dim @ < + =, on.en déduit que dim P@ Q < + =
et par suite que Codim Im (vou) < + =,

P

Ainsi, vo u est un opérateur & indice de E dans G.

On suppose que u est un opérateur & indice de E dans ¥ 8t vou un
opérateur & indice de E dans G.

On conserve les notations de {i). On considére l'opérateur p
de Ker v dans Ker v' défini par p (u{x) + y1] =y, pour x appartenant
a E et Y4 appartenant a F1. p est surjective et Ker p = Ker v N Im u =
u(M). Comme dim Ker (v OQJ < + o, on en déduit que dim M < + « et comme

codim Im u < + =, on en déduit que dim Ker v' < dim F, < + », Par suite,

1
dim Ker p + dim Im p < + = gt donc dim Ker v < + o,

De plus, dim (6/Im(v oul) = dim P& Q < + ®, donc dim Q < + w,
Par suite, codim Im {(v) < + o,

~

Ainsi v est un opérateur & indice de F dans G.

Bn suppose que v est un opérateur & indice de F dans G et v eu un opé-
rateur & indice de E dans G.

On a toujours Ker u C Ker vou, donc Ker u < + «, Comme
dim (G/Im (voul)) < + ®, dim (Im v / Im (veu)) < * «. De plus, puisque
p(Ker v} = Ker v' et que dim Ker v<+ o, on an dédult que dim Ker v'< + e
Par suitg, dim Ker v' -+ dim Im v’ < + = gt donc dim F1 = codim Im u <+,

Ainsi, u est un opérateur & indice de E dans F.



{iv) On démontre maintenant la formule des indices :

x{v ou) = dim Ker (vou) - codim Im (v ou)

= dim Ker u + dim M - dim P - dim Q.

& dim Ker u + dim M -~ dim P - codim Im v.
Or
dimKer:wv= dim Ker p + dim Ker v’

= dim y{M) + dim Ker v’

= dim M + dim Ker v'

d'ol dimP

dim F1 - dim Ker v' = codim Im u - dim Ker v + dim M

Donc, X(vou) = dim Ker u - codim Im u + dim Ker v - codim Im v

= x(v) + x(u).

Théoréme 1.3.

Soient E et F deux espaces vectorisls et u un opérateur linéaire
de £ dans F. Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentses :

1) v est un opérateur & indice de E dans F

2) u est inversible modulo les opérateurs de rang fini.

Démonstration :

2 ==>1 : 0On suppose qu'il existe un opérateur linéaire vy de F dans E

- v, ou soit

et un opérateur linéaire v 1

de F dans E tels que 1'opérateur 1

2 E

un opérateur de rang fini de E dans E et I_ - uov,. soit un opérateur de

F 2

rang fini de F dens F [IE désigne 1’opérateur identité de E dans EJ.

On-a Ker u ¢ Ker [v1 vu) < Im (IE - v, ou) qui est de dimension

1

finie, donc dim Ker u < + ®, On a : Imu 2 Im (u °v2] = Im ((-Ip *+u °v2) +

IFJ.D Ker (u oV, - IF) qui est de codimension finie dans F car u oV, - IF
- IF]J

est de rang fini et Im (uov, - IF] est isomorphe a F/Ker (ueov

2 2

donc codim Im u < + '®,

Ainsi, u est un opérateur & indice de E dans F.



-

====> 2 : On suppose que u est un opérateur & indice de E dans F. On

1
va construire un opérateur linéaire v de F dans E tel que IE -vou et
IF -Usv solent des opérateurs de rang fini de E dans E et de F dans F

respectivement et tel que, de plus, U o v ou =uet voeuowv

V.

Soit R un sous-espace vectoriel de E tel que E = Ker u + R. La

restriction Ug de u 8 R est un isomorphisme de R sur Im u et on note Ug

1’opérateur inverse de u_, de Im u sur R. Soit p un projecteur de F sur Im u.

R

Alors, 1l'opérateur v = uR1 op répond a la question. En effet : Im[IE—\/ou) =
Ker u qui est de dimension finie et Im [IF -uov] = Ker p qui est de dimen-

sion finie car codim Im u < + o,

De plus, comme u est nul sur Ker u, on en déduit que uovou = u

et comme v est nul sur Ker p, on en déduit que veuev = v.

Remarque 1.1 : L’opérateur v ainsi construit est un opérateur & indice de F

dans E et X(v) = -X(u). Ceci résulte de la construction méme de v mais ceci

résulte aussi du théoréme 1.2 et du théoréme 1.4 suivant :

Théoreme 1.4.

Soient E et F deux espaces vectoriels et u un opérateur linéaire
et & indice de E dans F et v un opérateur de rang fini de E dans F. Alors,

~

u+v est un opérateur & indice de E dans F et x(u+v) = x(u).

Démonstration :

ler cas. Soient £ = F et v un opérateur de rang fini. On va montrer que IE+v

~

est un opérateur & indice de E dans E et que x[IE+v) = 0. L'opérateur IE+\/
opere de Im v dans Im v, on peut donc considérer IE+\/ en tant qu’'opérateur
de E/Im v dans E/Im v ; cet opérateur sera noté (I+v) £
Imv

Soit ¢ l'application canonigue de E sur E/Im v. Il est'clair que

Yo [IE+-v)= {I+v) £ ° (f. D'une part, ? est un opérateur & indice de E sur

Imv



E est un opérateur

Im v
Jm vl © 0 : c'est en effet

un isomorphisme. Par suite, d'aprés le théoréme 1.2, IF+v est un opérateur

E/Im v d'indice X(¥) = dim (Im v). D'autre part, (I+v)

a indice de E/Im v sur £E/Im v d’indice X((valE

a indice de E dans E et d'indice x(I_+v) = 0.

Remarque 1.2 : Ce cas particulier compléte la remarque 1.1.

2éme Cas : On se place dans le cas général du théoréme 1.4. L'opérateur u
étant un opérateur & indice de E dans F, le théoréme 1.3 affirme qq'il existe
uh opérateur w de F dans'E tel que u o w - IF soit de rang fini et tel que,
de plus, d'aprés la remargue 1.1 {cf. remarque 1.2) w soit un opérateur &
indice de F dans E d'indice x(w]) =-X({ul). Alors, (utv) o w - Ip=u°w-1I.
+ v o W est aussi de rang fini, donc d’apfés le 1er cas, {u+v) o w est un
opérateur .& indice de F dans F et d*indice x((u*v) o w) = 0. -D'aprés le

théoreme 1.2, u*v est un opérateur & indice de E dans F et d’indice X{u+v)

a - x(w) i.e. : d’inﬁicé'xfu+v1'= X(uld.

Théoréme 1.5.

Socient E et F deux espaces vectoriels, E” et F* les duals algébri-
ques de E et F respectivement. Soient u un opérateur linéaire de E dans F et
el 1'opérateur linéaire de‘F*idans £* transposé aligsbrique de u. Alors, les
trois propositions suivantes sont équivalentes :

1) u est un opérateur & indice de E dans F.
2) u* est un gpérateur & indice de ¥ dans EX.

% . . ..
3) Ker u et Ker u sont de dimensions finies.

Dans ce .cas, X(u) = -x(u™) = dim Ker u - dim Ker u™.

Démonstration : Il existe des isomorphismes canoniques de (Ker u)* sur E%/Im 0

et de Ker u™ sur (F/Im W)™. D'autre part, si G est un espace vectoriel de
dimension finie, alors dim G = dim 6 < + . Ceci suffit pour établir le

théoréme 1.5.



Théoreme 1.6.

Spoient E un espace vectoriel et u un opérateur linéaire. de E dans E.

1) La suite (Ker un]n est soit strictement croissante, soit strictement

>a

=~

croissante jusgu'a un rang fini n=v & partir duquel elle est constante.

2} La suite (Im unJrl>0 gst soit strictement décroissante, soit strictement

décroissante jusqu'ad un rang fini n=u & partir duquel elle est constante.

3) Si les deux suites (Ker unln et [Im‘un]n finissent par rester cons-

>0 >0

s

tantes a partir des rangs v et p respectivement, alors v=u. S5Si de plus,

. v n p .
dim (Ker u’) <+ =, alors pour tout n > o, u est un opérateur & indice de

E dans E d'indice X(un) = 0.

Démonstration

11et2):0n a [up)-1 (Ker uq] = Ker up+q et up[Im uqJ = Im up*q. D'autre

n ,
part, comme u permute avec u, son noyau et son image sont stables par u.

+1

D'ol Ker u” = u—1 (Ker un] DKer u" et Im un+1

n n \
= y{Imu ) CTImu ; ainsi

les suites {(Ker un] et (Im un] sont croissante et décroissante
n>o n2o

respectivement. Si on a : Ker u" = Ker un+1 on a (up)-1 n+

= (upl—1 {Ker un) c'est-ad-dire Ker un+p = Kar un+p+1 c'est-3-dire, la suite

{Ker un)n >0 est stationnaire & partir du rang n. On voit de méme que si

n+1

Im u” = Im u ., la suite (Im un]n > 5 est stationnaire & partir du reng n.

3) Avec les notations données dans le théoréme 1.6, on aura prouvé p<v si

+")
on prouve que Ker u" = Ker un+1 et Im u” # Im un+1 impliguent Im un+1 £Imu" <

+ + + +
{donc aussi Im un 2 # Im un 3 puisque l'on a aussi Ker un 1. Ker n 2 et

. . n , . L . . n+1
ainsi la suite {(Im u ]n >0 serait strictement décroissante). Si on a Imu =
n+2 . n o n n+1 . . n+1
Im u ,» 80it u x un élément de Im u , alors u x appartient 3 Imu =

In u"*? et est donc de la forme u"* 2y, donc u" (x-uy) =0, c’'est-a-dire,

+ +
puisque Ker un 1. Ker un, un[x-uy] =0, c'est—é-dire-unx =un 1x appartient

n+4

~

a Im " ; on aurait donc Im o = Im oo ce qui contredit notre hypothése.



n+1 n+1

On prouve de la méme fagon gue Im G = Imou et Ker u" # Ker u impli-

n+2

n+1 d.OCI uz_ Ve Ainsi, Vv :..u.

quent Ker u # Ker u
Pour simplifier, posons E_ = Ker u’ et Fw = Im u”. Alors E est
somme directe de Eoo et Fco , de plus u induit un endomorphisme nilpotent
dans-E°° et un isomorphisme dans~Fé. En effet, tout d'abord Eo° N F°° = {g}
car si x appartient & cette intersection, on a3 x =»uvy etuYx = o d'od
uzv y=0 et méme uvy = o _car Ker u¥ = Ker u2v c'est*a-dire x=o. Soit Gfl'opé—
rateur de E/E°° dans E/E°° obtenu par passage au quotient de u ; u est bijec-

V+1, d'autre

tif, car d'une part, il est injectif, puisque Ker u¥ = Ker u
part, il est surjectif, puisque sinon, si 1'on applique le raisonnement fait
précédemment (début de 3) 3 U pour lequel 1l'entier correspondant avest o,

N serait strictement décroissante, donc la suite de leurs

la suite Im U
images réciproques un[E] + Ew serait strictement décroissante, donc la
suite des Im un ne pourrait pas &tre stationnaire & partir d'un rang v.
Ainsi, U est un isomorphisme de E/E_ sﬁr E/E_ : en particuiierla\,(E/Em] =

= E/E_ ce qui s'écrit Im u¥

+E_ = E, c'est-a-dire, E_ &9Fw = E. De plus,
dire que u est un isomorphisme signifie alors que u induit un isomorphisme
sur F_. D'autre part, comme u” est nul sur Eé , la restriction de u & E_ est
bien nilpotents.

Enfin, on démontre que si de plus dim (Ker ) (= dim E <+ =
alors: la dimension du noyau de u est égale a la codimension de son imege.
I1 suffit de le vérifier séparément pouf les restrictions de u a E_ et For
Or, dans 1’espace de dimension finie E_ , le résultat résulte de ce qui
préceéde, d’autre part u induisant un isomorphisme de Fm la codimension de
1’image et le noyau dé la restriction de u a F_ sont tdus les deux nuls.

. ~ n . - . n
Bn fait le méme raisonnement pour u avec n guelcongue > U ; puisque u

vérifie des propriétés analogues a u (ou bien 1l'on applique le théoréme 1.2).



I1. PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES OPERATEURS A INDICE.

Pour simplifier, tous les espaces vectoriels topologigues intro-

duits dans ce paragraphe ont pour corps de base R ou €.

Théoreme 2.1.

Soient E et F deux espaces de Fréchet, u un opérateur linéaire
continu de E dans F tel que Im u admette un supplémentaire (algébrique)

Ffermé dans F. Alors Im u est fermée dans F.

Démonstration : Soit G un supplémentaire {algébrique) fermé de Im u dans F,

c'est-a-dire F = Im u @ G. L'opérateur u + I. de E x G dans F défini par

G
(u + IG] (x,y) = ulx) + y est un opérateur linéaire, continu, surjectif
de 1’espace de Fréchet E x G dans 1'espace de Fréchet F : c'est donc une
application ouverte. Or, le complémentaire de Im u dans F est 1'ouvert

(u + IGJ {€E x (G - {o})}. Par suite, Im u est fermée dans F. De plus, la

somme directe algébrique Im u @ G est une somme directe topologique.

Théoreme 2.2.

Soient E et F deux espaces de Fréchet, u un opérateur linéaire

continu de E dans F. Si u est & indice de E dans F, alors Im u est fermée

dans F.

Démonstration : C'est un simple corollaire du thécreme 3.1 puisque Im u

est de codimension finie.

‘Théoréme 2.3.

Soient E et F deux espaces de Fréchet, E' et F' leurs duals topo-
logiques respectifs. Solent u un opérateur linéaire et continu de E dans F,
u' 1l'opérateur transposé topologique de u de F' dans E'. Alors, les deux

propriétés suivantes sont éguivalentes :
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1) u est un opératelur & indice de E dans F.
2) Im u est fermée dans F, Ker u et Ker u' sont de dimensions finies.

-

Dans ce cas, u’ est un opérateur & indice de F' dens E' et X{u) = X{u') =

= dim Ker u - dim Ker u'.

Démonstration :

1 ==> 2 : soit u un opérateur a indice de E dans F : Ker u est de
dimension finie et Im u est fermée dans F (Im u est fortement et faible-
ment fermée dans F). D'autre part, Ker u' est 1l’orthogonal de Im u dans

F'. Comme Im u est faiblement fermée dans F et est de codimension finie

dans F ; on a donc dim Ker u' = codim Im u < #* o,

2 ===> 1 : soit u un opérateur de £ dans F tel gue Im u - soit fermée
dans F, tel que Ker u et Ker u' scient de dimensions finies. L'adhérence
faible de Im u dans F.est 1'orthogonal de Ker u’' dans F. Or Imu &tant
fermée dans F, on.en déduit que Im u est 1l'orthogonal de Ker u' dans F ;

on a donc, codim Im u = dim Ker u' < + o,

De ce qui précéde, on déduit gue X(u) = dim Ker u - dim Ker u'.
D'autre part, 1'adhérence faible de Im u’ dans E' est l'orthogonal de Keru
dans E'. Or Im y étaﬁt fermée (fortement et faiblement) dans F, Im u' est
fermée (fortement et faiblement) dans E’' (et r'est équivalent). Par suite,

Im u’ est 1'orthogonal de Ker u dans E' ; donc codim Im u' = dim Ker u < +,

Ainsi, si u est un opérateur & indice de E dans F, u' est un

opérateur & indice de F' dans E’ et X(u) = -X(u') dim Ker-u - dim Ker u’'.

~

Remarque 2.1 : Si u' est un opérateur 3 indice de F’ dans E', on ne peut pes

affirmer de fagon générale que u st un opérateur & indice de E dans F. Ce
sera vrai si et seulement si Im u’' est fermée (fortement ou faiblement) dans
E'. Cette condition supplémentaire étant automatiquement vérifiée si F' et E!

sont des espaces de Fréchet d'apres le théoréme 2.1.
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Théoreme 2.4. (Riesz)

Soit E un espace de Fréchet et u un opérateur compact de E dans E.

Alors, IE + u est un opérateur a indice de E dans E d’indice X(IE+LH = C.

Démonstration : soit V un voisinage de O tel gue u(V) soit relativement

compact dans E. Soit W = VN Ker (I+u). Ona: W= (I + u-u) (W)=-ulW) <
-u(V) ainsi W est relativement compact, donc précompact. Par conséquent,
Ker (IE-+u] admet un voisinage de O précompact, 11 est donc de dimansion
finie. L’opérateur transposé u' est un opérateur compact de E' dans E' muni
de la topologie forte. Comme (IE+ ul' = IE, + y' la démonstration préceé-

" dente appliquée & E’ et a u’ montre gue Ker (IE+‘UJ' est de dimension finie.
On montre maintenant gque Im IIE+ ul) est fermée dans E. Considérons un sup-
plémantaire topologique fermé F de Ker [IE+ u) dans E : ce supplémentaire
existe car Ker [IE+ u) est de dimension finie. Considérant la restriction
de'u a cet espace F, on doit démontrer que (IE+ u)} B est fermé dans E, IE+u
étant maintenant injectif sur F. Sodt V un voisinage de 0 convexe et ouvert
dans F tel 'que ul(V) soit relativement compact dans E. Soit pv(x) = inf
{psp>0, xep V } la jauge de V ; py est finie et est continue. Soit

{x_) une suite de F telle gue (I_+ u) x_ converge vers y dans E-: on
nn>o E n

veut montrer qu'il existe x dans F tel que y = (IE+.u]x. Si sup pv(an§)1<+w,
n

alors [u[xn)]n>D gst contenu dans 1'ensemble relativement compact M u(V) ;

il existe donc une sous-suite (U(xn'})n' > o gui converge vers z dans E et

donc [xn']n'.io converge vers X =.y-z dans F et on a y = [IE+ uU-x. Sinon,
s1 sup pv{*n) = +o, i}l existe une sou?—suite [Xn')n'_io telle que

. % .
lm p,(x_,) = + @ gt donc (I_+ u) (———=) tend vers O dans E. Le raisonne-

ment précédent montre qu'il existe x appartenant & F tel que lim [xé/pv[xn,)J=x.
n'.
donc puisque Py est continue, on a pv(x) = 1. Or, (IE+ ulx=g, c'est-a-dire,

x=0, ce gqui contredit le fait qus pv(x) =1,
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Ainsi, IE+ u est un opérateur a indice de E dans E£. Il reste a
montrer que x(IE+ u) = 0. D’aprés le théoréme 1.6, il suffit de démontrer

que la suite (Ker (I ™ et la suite (Im (I_+u}™) sont station-
E n>o £ n>o

>

naires & partir d'un certain rang. On démontre tout d'abord ce résultat
lorsque E est un sspace de Banach, puis on en déduirale cas général ol E

est un espace de Fréchet

“ter cas : E est un espace de Banach. On procéde par 1’absurde : si la suite

4PN ey " . : ‘
{Ker (IE+u) ]n était strictement croissante, on pourrait trouver une

>0

suite [yn]n telle que 'y appartienne a Ker [IE+an, "th <1, (.1 etant

>0

la norme de E)} et telle gue la distance de yn a Ker (IE+U]n soit au moins
égale & 1/2. On aurait alors pour m > n, u[yn) - u(ym) = ym—X‘oD

. . . N m - 4 _
X = [IE+’U)ym- u[yn] qui appartient a Ker [IE+ u) par suite "y[yn3 --u(ym]“

Z_%—. Or, la suite (u[yn))n est relativement compacte : elle doit donc

>0
admettre une valsur d'adhérence, ce qui contredit 1’inégalitt précédente.

~

Ainsi, la suite (Ker (IE*-u]n]El>O est stationnaire & partir d’un certain

rang. Appliquant le méme raisonnement & (Ié+u]' = IE,+ u' dans E', avec u’

compact de E' dans E', on voit que la suite (Ker ((IE+u)')nn > 5 est station-

naire & partir d'un certain rang. Or ([IE+u]')n5= ((IE+u)n)’ donc. 1’ adhé-

rence de Im ((I +u)") dans E est 1’orthogonal de Ker ([IE+u)']n dens E.

E

Mais (IE+u)n =.IE +'uh ol U est un opérateur compact .de E dans E ; si

bien que Im [IE* u)" est fermée dans E ot la suite (Im [IE+ u)n)n s est

~

aussi stationnaire & pertir d'un certain rang.

2eme Cas : E est un espace de Fréchet. Soient V un voisinage de O et A une

partie convexe équilibrée et compacte de E tels que u(V) C A. Soit EA 1'es-~

pace vectoriel engendré par A et muni de la semi-norme jauge de A :

p,(x) = Inf A ; en fait, p, est une norme sur E, car A est bornée. De
A A A

A>0,x & XA
plus, c'est une norme d'espace de Banach sur EA : pour montrer cela, on
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commence Par remarquer gue, puisgue A est fermée dans E, A est exactement la
boule unité fermée de EA , ensuite, puisque A est compacte, que 1'injection

canonique Y : E, —> E est compacte, donc continue, et enfin, que si [xn]

A n

est uns suite de Cauchy dans E, , alors (an gst convergente dans EA' En

A n

effet, par homothétie, on peut toujours se ramener au cas ol X € A pour
tout n, et A étant compacte dans 1l'espace de Fréchet E, on peut donc extraire

une sous-suite (xn )

Kk convergente vers x € A dans E ; par ailleurs, pour

tout € > o, 11 existe koe IN tel que =i k et k' z_ko , alors pA(anXnkJ <€

i.e. : x”ke X, ,* Bglo,el, od Bf(o,e] désigne la boule fermée de centre O

nkr

et de rayon € dans E, ; comme Bf(o,13 = A est fermée dans E, il en résulte

A

que x + BF[o.el est fermé dans E et donc si 1l'on fait tendre kK vers + « ,

nk.

} <eg,
L

on obtient que, pour tout k' 3_KD , X é.xnk]+ Bf(q,e) i.e. pA(x-xn

k
ce qui prouve gue [xnka est convergente dans EA vers x ; 1l en est donc de

méme de toute la suite (xn)n.

Soit maintenant U, 1'application de E dans EA induite par u. I1
résulte de ce qui précede que l'opérateur ug O(f, induit par u, est compacte

de l’espace de Banach E, dans lui-méme. Par suite, le raisonnement fait

A

lorsque E est un espace de Benach (cf. 1er cas) montre que la suite

(Ker (IE + U o ?]n] est stationnaire & partir d'un certain rang.

A 0 n>o

Comme Ker (IE+ " = Ker (IE U o(f)n, on a donc démontré que la suite
' A

{Ker [IE+ u)n]n est stationnaire a partir d'un certain rang. On termine

>0
gnsuite comme lorsque E est un espace de Banach (cf. 1er casj.

Ce quli termine la démonstration du théoreme 2.4.

Corollaire 2.1 (alternative de Riesz-Fredholm)

Soient E un espace de Fréchet et u un opérateur compact de E dans
E. Pour A appartenant & € - {o} les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) u-AIE est un isomorphisme de E sur E
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2) u—AIE est surjectif de E sur E.

3) u-AIE ast injectif de E dans E.

Démonstration : le théoréme 2.4 assure gue dim Ker [u-AIE] = codim Im (u—AIE]:

ce qui, jolnt au théoréme d’'isomorphisme de Banach, démontre le corollaire 2.1.

Remarque 2.2 : 'on en déduit que tout A non nul du spectre de u, c'est-a-dire

tel que u—)\IE ne soit pas inversible dans 1'’ensemble des opérateurs linéaires
continus de E dans E, sst une valeur propre de u, c'est-3-dire tel que

Ker (u-AIE] #* {o}.

Corollaire 2.2.

Soient E un espace de Fréchet et u un opérateur compact de E dans
E. Alors le spectre de u est fini ou est fermé de 0 et des points d'une

suite qui converge vers 0.

Démonstration : 1er cas : on suppose que E est un espace de Banach. Par

définition, le spectre o(u) de u est 1'image réciprogue par 1'application
A ———> u—AIEvde 1'ensemble des éléments non inversibles de 1'espace des
applicatiens linéaires continues ds E dans E. E étant un espace .de Banach.
il est facile de voir que cet ensemble est fermé : il en est donc de méme
de of{u). De plus, si |[A] > "uu (norme de 1'espace -des applications linéaires
-continues de E dans E), u—XIE gst inversible : donc X n'appartient pas a
o(u). Ainsi ol(u) est fermé& et bornmé : il est donc compact.

Soit A non nul appartenant & olu) : on va montrer que A gst un
point isolé de of(u). Soit E, = U Ker (u-AIE]n et F

A n2o
(en fait, d'aprés le théoréme 2.4 . il existe v tel que E

= (O 1m (u-ar)”

/ — \)
" Ker (u AIE]

et FA = Im (u—AIE)v). On vérifie que £ est somme directe (topologique) des

deux sous-espaces vectoriels E

A et FA qui sont fermés et stables par u.
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Soient*u1 et u, les opérateurs induits par u‘sur EA et FX respectivement.

On a o(u} = alu,) U oluy). Or olu,) est réduit a {A} : en effet, X appar-

~

tient évidemment a c(u1) et s1 u # X, alors (u, - uIE) est injectif sur EA

1
pour montrer cela, solt x appartenant & Ker [u—AIE)v tel qgue [u1-uIE)x=o,
donc 0 = [u1—uIE] [u—AIE]v—1x = *(A~u) [u—AIE)qux'et de proche en proche,

on en déduit gue x=0. D'autre part, c(uz)'est compact {d'apré&s ce qui pré-
céde) =t ne contient pas A : en &ffet, si A appartient & 0[u2), il existe

x non nul tel gue x appartienne & Im (u—)\IE)v et (u-AIE]k=o, donc (u—AIE)Vx=o
c'est-a-dire, x appartient 3 EA N FA" Ceci prouve donc que X est isolé dans
o(u).

Ce qui termine la démonstration du corollaire 2.2 dans le cas ol

E est un espace de Banach.

Z2éme Cas : E est un espace de Fréchet. On utilise les notations de la démons-

tration du théoreme 2.4 (cf. 2&me cas). Tout d'abord, on remarque que

~

a(u) - {o} olu_ o ¥) - {o}. En effet, si A # o appartient & o(u), alors A

it

appartient a G(uO oY) et inversement, car Ker [u-AIE] = Ker (uD o 'f- AIE ).
‘ A

Deux cas peuvent alors se produire : ou bien O & o(u) et alors E ast de

dimension finie et donc o(u) est fini, ou bien 0 € o{u) et alors, d'aprés

1'égalité o(u) - {o} = olu_ o %) - {0} et du 1er cas, on déduit gue o(u)

est ou bien fini, ou bien fermé de O et d'une suite de points tendant vers O.

Corollaire 2.3.

Soient E et F deux espaces de Fréchet et u.  un opérateur linéaire

continu et & indice de E dans F. Alors, pour tout opérateur compact v de E

dans F, u+v est un opérateur & indice de E dans F,. d!indice X(u#v) = X(u)}.

Démonstration : soit u.un opérateur linéaire continu et & indice de E dans F.

D'aprés le théoréme 1.3, il existe w linéaire de F dans E tel que IF- Uow
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soit un opérateur de rang fini de F dans F et IE- wou soit un opérateur de
rang fini de E dans E. De plus, w est un opérateur a indice de F dans E,

d'indice x{w) = -X{u). Il est facile de voir que 1'on peut choisir w continu
de F dans E dés que u est continu de E dans F. Par suite, (u+v) ow = IF-[IF—

{u+v) ow). Or, IF -{utv) ow = I_ - uew - vow ‘gst un opérateur compact de

F
F dans F, donc d'apres.le théoreme 2.4, (u+v]) ow. est un opérateur & indice
de F dans F et d'indice X((u+v) ow) = 0. Enfin, d'aprés le théoréme 1.2, on

en déduit que u+v est un opérateur & indice de E dans F d’'indice X(u+v) =

-X{w) = x(ul.

Corollaire 2.4.

Soient E et F deux espaces de Fréchet et u un opérateur linéaire
continuy de £ dans F. Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes

1) u est un opérateur 3 indice de E dans F .

2} u est ipversible modulo les opérateurs compacts.

Démonstration :

1 ==> 2 : cecl résulte du théoréme 1.3 puisqu’un opérateur de rang
fini est compact.

2 ==> 1 : on suppose qu'il existe un opérateur linéaire continu vy de

F dans E et un opérateur v, linéaire continu de F dans E tels que IE- v, ou

2 1

soit un opérateur compact de E dans E et I. - u °V, soit un opérateur

F

compact de F dans F.

On a : Ker u ¢ Ker (v1 o u) = Ker [IE - (IE - v, ou)), Or, 1'opé-

1
rateur IE»- [IE-; 2 o-u} est-un opérateur & indice, d'aprés le thébréme 2.4
donc' dim Ker u < + o,

Ona : Imu DIm (u‘o~y2]v=n1m (IF - (IF -y o v2)). Or, 1’opéra-

~

teur IF—(IFju-oVZJJ est un.epérateur & indice d'aprés le théoreme:2.4, donc

codim Im u < + o,

Ainsi, u est un opérateur & indice de E dans F.
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Corollaire 2.5.

Soient E et F deux espaces de Fréchet et u un opérateur linéaire
et continu de E dans F. Alors, les deux propositions suivantes sont équiva-

' lentes
1) u est un opérateur & indice de E dans F d'indice nul,

2) i1 existe un opérateur ccmpact v de E dans F tel que u+v soit

un isomorphisme de E sur F.

—

Démonstration

2 ==> 1 : s'il existe un opérateur compact v de E dans F tel que u+v
soilt un isomorphisme de E sur F, alors d'aprés le corollaire 2.3, u=u+tv-v

est un opérateur & indice de E dans F d’indice nul.

1 ==> 2 : soit u un opérateur linéalrzs continu et & indice de E dans

F d'indice nul donc dim Ker u = codim Im u < + o, Spient E1 un supplémen-

taire topologique de Ker u dans E, E = Ker u €§E1 , et &, tel que F =F1€91m1J.

1

Ker u et F1 ayant méme dimension finie, 11 est possible de construire un

isomorphisme v, algébrique, donc topologique de Ker u sur F1. Soit v 1'opé-

1

rateur de rang fini, donc compact de E gdans F défini par vix) = v1(x] 5i x

appartient & Ker u et vix]) =+ 0 si x appartient & E L'opérateur u+v est

40
alors surjectif de E sur F, comme 1l est d'indice nul de E sur F, c’est un

isomorphisme de E sur .

Théoreme 2.5.

Soient E et F deux espaces de Fréchet dont un au moins est un
espace de Banach. Pour tout entier n de Z, 1'ensemble des opérateurs liné-
aires continus & indice de E dans F, d'indice n est un ouvert de 1l'ensemble
des opérateurs linéaires continus de E dans F muni de la topologie de la

convergence uniforme sur les parties bornées de E.




Démonstration :

ier Cas : On suppose que F est un espace oz Banach. Soit u un opératecur
linéaire continu & indice de E dans F. D'eprés le théoréme 1.3. 11 existe
un opérateur v linéaire & indice de F dans £, d'indice X(v) = -X{ul).-et tel
que IF- yov so0it de rang fini de F dans F. Il est facile de voir que v
peut &tre choisi continu de F cans E. Il exisie un voisinage ouvert de O
dans l'espace des opérateurs lindsaires et continus de I dens F tel que pour
tout w appartenant a ce voisinage, IF+\N soit un izomorphisme de . F.sur F.
Comme. 1'application w —> w2v est linéaire et continue de-1'espace des
applications. 1inéaires et continues de E cans F dans.1l'zspace des applica-
tions linéaires et centinues de ¥ dans F, on déduyit gqu'il existe un voisi-
nage ouvert W de O dars 1'aspzce des apnlications 1inézirss et continues

de E dans F tel gue pour to:t w appartenant a8 W, 1'upéroteur I .+ wov soit

F

un isomorphisme de F sur F. Cr (u+w) ~v = IF +woey - (IF— u°ov). Donc,

-

d'apreés le corollaire Z.3, l'opérateur (u+*w) ev est un opdrateur a indice
de E dans F d'indice nul. N'aprés le théoréme 1.2, cn décuit gue u*w est un
opérateur & indice do [ dans ¥, ¢ dindice X{uswl = -X{v) = X(ul.

Ainsi, 1'ensenble des cnérateurs linfaires continus et a indice
de E dans F, d’indice r est .a ouvert do 1';n30mb1; tes opérateurs linéaires

continus de E dang F.

2eme Cas : On suppose que E e2t un espacc de Banech. Soit o un opérateur
lihéaire continu a indice e £ dens F. D'eprde le thioréme 1.3, il existe
un opérateur v lin€aire 2 indice do T dons B, d'incice X(v! = -i{u), tel
que IE« vvu coll de rang find de¢ E denc E. Dz plus, v peut Eure choisi
continu de F dans E. Il existe un voisinage ouvert de O dans 1'espace des

opérateurs linéaires continus de E dans & tel que prur tout w appartenant

a ce voisinage, IE+ W soit un isomorphisme de £ sur E. Comme 1'application
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W—> vow egst linéaire et continue de 1'espace des opérateurs linéaires
continus de E dans F dans 1’espace des opérateurs linéaires continus de E
dans E, on déduit qu'il existe un voisinage W de O dans 1l'espace des appli-
cations linéaires et continues de E dans F tel que pour tout w appartenant
a W, 1'opérateur IE + v ow soit un isomorphisme de E sur E. On termine

comme dans le 1er cas.

Corollaire 2.6.

Solent E et F deux espaces de Fréchet, dont un au moins est un
espace de Banach. Alors, 1'ensemble des opérateurs linéaires continus et
3 indice de E dans F est un ouvert de 1'espace des opérateurs linéaires
continus de E dans F muni de 1la topologie de la convergence uniforme sur

les parties bornées de E.

Démonstration : Ceci résulte immédiatement du théoreme 2.5.

Corollaire 2.7.

Soient E et F deux espaces de Fréchet, dont un au moins est un
espace de Banach. Alors, 1'application indice X est continues de 1'ensemble
des opérateurs linéaires continus et a indice de E dans F, muni de la topo-

logie de la convergence uniforme sur les parties bornées de E, dans Z.

Démonstration : Ceci résulte immédiatement du théoreme 2.5.

Corollaire 2.8.

Soient. E et F deux espaces de Fréchet, gont un au moins est un
espace de Banach. Alors, pour tout entier n de Z, 1l'ensemble des opérateurs
linéaires continus et & indice de E dans F d'indice n est réunion de compo-
santes connexes de 1'ensemble des opérateurs linéaires continus a .indice de
E dans F.

Démonstration : Ceci résulte immédiatement du corollaire 2.7.
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Corollaire 2.9.

Soient E et F deux espaces de Fréchet dont un est un espace de
‘Banach et tels que le groupe des isomorphismes de E soit connexe par arcs.
! Alors, les composantes connexes de l’ensemble des opérateurs linéaires con-
tinus et & indice de E dans F sont exactement les ensembles des opérateurs

linéaires continus et 3 indice de E dans F, d'indice n pour n décrivent Z.

Démonstration : On montre tout d'abord que si ug et u, sont deux opérateurs

~

linéaires continus et & indice de E dans F d’indice n, ayant méme image M,

il existe un arc {ut 3 0 <t <1} joignant u, & u, , dans l'ensemble des

1
opérateurs linéaires continus et & indice de E dans F. Scient les décompo-
sitions en sommes directes topologiques de E, E = KBI‘L%JGBGO et E = Ker Uy
@ G,. Comme dim Ker u_ = X(u_ ) + codim Im u_ = X{u,) + codim Im u, = dim

1 o o] o 1 1

Ker u, - il existe un isomorphisme h de Ker U, sur Ker u, - Comme ui/Gi est

-1
un isomorphisme de G, sur M, i=0,1, u = [u1/G1] o (UO/GOJ est un isomor-

i

phisme de GO sur G1. Cet isomorphisme et h donnent un isomorphisme g de E
sur E caractérisé par g/Ker u, = h et g/G0 = u. Soit {gt ; 0<t<1} un arc
Joignant g 3 IE‘dans le groupe des isomorphismes de E sur E. Alors,

vt = U, ° gy est un opérateur & indice de E dans F, d'indice n st Vg = ug

On montre maintenant que si u est un opérateur linéaire et continu
a4 indice de E dans F d’indice n et si M est un sous-espace fermé de Im u de
codimension finie dans F, 11 existe v dans la méme composante connexe de
1l'ensemble des opérateurs linéaires continus et & indice de E dans F que u
et tel que Ih v = M. Soit p un projecteur continu de F sur M et soit vespou
Sig-= IF-p, tgeu est un opérateur de rang fini pour tout t de‘[b,1] et
u, = v + tgou est un arc joignant uO =y 3 u, =u dans 1'ensemble des

opérateurs linéaires continus & indice de E dans F.
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On en déduit facilement le corollaire 2.9 {puisque si u, et u,

o,

sont deux opérateurs linédires continus et & indice de E dans F, d'indice

n, M= Im u, N Im u, st un sous-espace fermé de Im u, et de Im u, et de

2 1 2

codimension finie dans F

Remarque 2.3

- 51 E est un espace de& Banach, alors le groupe .des isomorphismes ‘est
connexe par arcs sl et seulement s8'il est connexe.

~ si E est un espace de Hilbert, alors le groupe des isomorphismes de
E est connexe’(cf.v[jé]. [33]). Il en est de méme lorsque E = C_ (cf. I]],
[1e]). € = S [16]), € = c([o.1]0, E = LP((o,1)) (cf. [7]).

Par contre, pour E = CO 6322 ce n'est pas v:ai (cf. [6]) ;3 en failt,
1'ensemble des opérateurs linéaires continus & indice de E dans E d'indice

n'est pas connexe (cf. [13]3.

Remarque 2.4 : Certains résultats donnés ici peuvent &tre étendus a des

espaces plus généraux que des espaces de Fréchet, (cf. [ﬁd] par exemplel.
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III. UNE APPLICATION A L'INTERPOLATION.

On se limitera & 1'interpolation entre espaces de Banach. On
rappelle tout d'abord quelques définitions et propriétés élémentaires de

1'interpolation. (Pour plus de détails, on renvoie par exemple .a [b;]. [35]].

Définition 3.1.

On appelle couple compatible d'espaces de Banach, la donnée de :

1) un couple d’espaces de Banach A, et A2

1

2) un espace localement convexe séparé 0%&

3) deux applications injectives et continues‘Ji de A, dans Zﬁ'pour i=1,2.

Ce couple compatible sera noté (A,l ., A

2
On peut alors considérer A1 et A2 comme des souS-espaces de(jtf

Aprés identification, on peut définir A1(\ A2 et A1 + A2' On a alors‘:

Proposition 3.1.

A{r\ A, muni de la nOrme||a|h1(\A2 = "é|h1 + "alkz est un espace

de Banach et A, + A, muni de la norme "alh o = Inf b("a{lk + ”az[k )
1 2

1
a, € A1
est un espace de Banach. azeA2
"" a=a1 +62

Le diagramme suivant est commutatif :

A

' *

/\10/\2 A1+A2———>o
N /ié'

2
A2

et chaque fléche représente une injection continue.

Définition 3.2.

Soit (A1.A2] un couple compatible d'espaces de Banach. On dit qu'un

espace de Banach A est un espace intermédiaire pour le couple (A1,A2) s'il



existe des applications injectives continues de A1 N A2 dans A et de A

dans A1 + A2 .

c’est-a~-dire, si 1'on & les inclusions algébriques et topologlques suivantes :

A,'(\ A2 < AcA1 +A2.

Par exemple, A1 et A2 sont des espaces intermédiaires.

Définition 3.3.

Un foncteur d'interpolation sur les espaces de Banach est une
application ¢ qui & tout couple compatible (A1,A2) fait correspondre un
espace de Banach ¢(A1,A2) tel que :

1) ¢(A1,A2) est un espace intermédiaire pour le couple [A1,A2) 3
2) si [81,82) gst un autre couple compatible, si @ est un opérateur

linéaire continu de A, + A, dans B,l + B

1 2 tel que la restriction de I & Ai

2

soit linéaire continue de Ai dans B, pour 1=1,2, alors la restriction de

i
ma ¢[A1,A2] gst linéaire continue de ¢(A1,A23 dans ¢(B1.62].

Par exemple, ¢n et ¢, définis par ¢n[A1 s A2) = A1ﬂ A2 et

¢*[A1 s A2) = A1 + A2 sont deux foncteurs d'interpolation.

Soit (A1,A2) un couple compatible et N un sous-espace vectoriel
de A10‘A2 , fermé dans A1 et fermé dans A2,‘Par suite, les espaces’A1/N ,
A2/N et A1/N + AZ/N munis des normes habituelles sont des espaces de Banach
{notons que A1/N + A2/N peut s'écrire aussi [A1+ A2]/N] et le couple (A1/N .
A2/Nlrest un couple compatible. Seoit II 1'application canonigue de_A1 + A2
gst linéaire et continue de Ai

i

dans Ai/N pour i=1,2. Par suite, pour tout foncteur d’interpolation ¢ , la

sur A1/N + AZ/N' La restriction de I & A

restriction de I & ¢(A1 . A2) est linéaire continue de ¢[A1 ; A2] dans
¢(A1/N , A2/N]. Comme T est linéaire continue et surjective de ¢(A1,A2] sur

¢[A1,A2]/N, c'est que ¢(A1,A2]/N s'injecte dans ¢[A1/N , AZ/NJ.
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La proposition. suivante donne une condition (restrictive mais
vérifiée dans les applications) quil est suffisante pour gque ces deux espaces

coincident :

Proposition 3.2.

Soient {Aﬁ’Az] un couple compatible et N un sous-espace vectoriel
de dimension finie de A1(\A2. Alors, pour tout foncteur d’interpolation ¢

les espaces ¢(A1,A2)/N et ¢[A1/N s AZ/N] s'identifient algébriquement et

topologiquement.

Démonstration : L'espace ¢(A1,A2)/N est muni de sa norme quotient guil en

fait un espace de Banach (N gst fermé dans ¢[A1,A2}].
Soient (21"°"2n) une base de N et Z%""‘Zé des &léments de

A% N A! {ob Ai est le dual tcpologique de A, pour i=1,2) tels qgue

2 i

< zi s zj >LA’I\A'}-X[A eA) " dij pour i:j=1,...,n. Pour a apnartenant
1 2 1 2
3 [A1+A2]/N, on pose :

i
Ra=a-~- I z.< 2z',a

.. > ] [} . 4
4e1 1L i (A1/\A2] KLA1fA2]

ot a est un représentanrt quelcongue d2 la classz a (31 est Tfacile de wvéri-
fler que le deuxieme mambre no dép=znd que de la classe a et non du repré-
sentant al). L'egplication R gnvoie A1/N * A2/N dans Aqé A2 de fagon linéaire
et continue et la restriction de R & Ai/N onvois Ai/N'dans Ai de fagon
linéaire et continue pour:i=1,2. Par suite, pour tout foncteur d'interpo-
lation ¢, la restriction de R & LAGWAR AZ/N] est linéaire continue de

2]. De plus, T est une application linéaire at
continue de ¢(A1,A2) dans ¢[A1,A2]/N; Donc, T o R ost une application liné-

¢(A1/N , AZ/N] dans ¢(A1;A

aire continue de ¢{A1/N, Aé/N} dans ¢(A1,A2]/N et qui coincide avec 1'iden-
tité. En conségquence, les‘espaces ¢[A1/N, A2/N) et ¢[A1.AOJ/N sont identiques
algébriquement 2t comme 1l'application identique de ¢(A1/N, A2/N] sur ¢(A1,A2)/N

est continue, ces deux espaces s'identifient aussi topologiquement.
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Remarque 3.1.

Soit N' un sous-espace vectoriel de A{ N Aé de dimension finie. Si

1'on note {A, ; N'} 1'ensemble orthogonal {a ¢ A, ;s <z', a >,, , =0, z'e€N'}
i i AixA1
qui est un sous-espace fermé de Ai , alors pour tout foncteur d'interpolation

¢, les espaces {¢[A1,A21 ; N'} et ¢[{Ai s N'}, {A N'}) s'identifient algé-

2 H

briquement et topologiquement. En effet, soient [z%,;.., 26] une base de N’

P S T = §
i J [A1+A2]x(A1/\A2] ij

pour 1,3=1,...,n. Soit N le sous-espace engendré par ZgseeesZ e Pour 1=1,2,

et 21""’Zn des éléments de A1ﬂ A2 tels que < z
an a les décompositions en somme directe topologique : A1 =N@ {A1 ; N'} et
les isomorphismes entre {Ai ; N'T et A;/N si bien que ¢({Ai ;s N'}, {AZ,N'})
s'identifie & ¢[A1/N, A2/NJ et on a la décomposition en somme directe topo-
logique ¢(A1,A2] = N,€3{¢(A1,A23 ; N'} et 1'isomorphisme entre {¢(A1,A2} ;3 N'3
et ¢$(A,,A,)/N si bien que {0(A,,A,) s N'} s’identifie & ¢(A,,A)/N. La propo-

sition 3.2 permet alors de conclure.
On aura besoln de la proposition suivante :

Proposition 3.3.

Soient E1 et E2 deux espaces de Barach, tels que :

1) E2 s'injecte continuement dans E1avec E2 dense dans E1 ;

2) Ai gst un sous-espace fermé de Ei » pour 1=1,2 ;
3) A2 = A1f\ Ez'

Alors, si A1 est de codimension finie dans E1 ou si A2 est de

cadimension finie dans E

b

o+ Ces deux codimensions sont égales.

Démonstration : scit j 1'injection continue de E2 dans E1. On lui associe

une ‘application j linéaire et continue de EZ/AZ dans E1/A1 par 31x2+A2) =

j(xz) +A1 pour x2‘dans E2. D'aprés 1'hypothése 3, il est facile de voir gue

3'est une injection de E2/A2 dans E1/A1. D'autre part, d'aprés 1'hypothése 1,

il est facile de voir que E[EZ/AZ) est dense dans E1/A1.
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Supposons que A, soit de codimension finie dans E1 donc dim E1/A1 =

1

codimE A1 < + ®, Comme j est injective et que ETEZ/AZ) est dense dans E,]/A1
1

(donc égal a E1/A1] c'est que j est un isomorphisme de E2/A2 sur E1/A1. Par

I

suite, codimE A1 = dim E,]/A1 vdlm EZ/AZ = codlmE A2.

1 2

]

Supposons gue AZ so0it de codimension finie dans E2, donc dim EZ/AZ

codim_ A. < + ®, Comme j(E./A.) est dense dans E./A, , on en déduilt 1'éga-
E2 2 2°2 1771

1ité F(EZ/AZJ = E1/A1 . Et comme précédemment, on en dédult gue dim E1/A1 ]

dim E2/A2.

Remarque 3.2.

Les hypothéses faites sont bscucoup trop fortes. Par exemnle, si

E1 et E2 sont des espaces vectoriels topsloziques, .’\,I =t Az fies sous-espaces

de E, et E2 vérifiant 1 et 2, a2lors si A, est de cuodimension finie dans E

1 1 1

= S S, ”'j. i ’ Y iA

alors codimE1 A1 codimEq A2. Si de plu A1 et A2 vérifient 2, alors s i2

est de codimension finie dans E1 , codimE A, Ggale ccdimE' A2 (1'hypsthése
1 2

2 assure que E2/A2 et E ,’A1 scnt séparés).

1

Proposition 3.4.

Soient (Aq'A23 et (84,593 deux couples somsatibles et u une appii-

cation linéaire continue de A1+A7 dans B1+82 telle cue la restriction u. de

u a Ai soit linéairae continue de Ai dans 3, pour i=1,2. On suppcse que :

1) Ker u, = Ker u. ;

1 2

2) B1 est dense dans B, et 1’injecticn de B1 dans B. est continue 3

2 2

= n .—Fﬁ = T a1 A .
3} Im u1 Im u2 51 est formée dans B1 et Im u2 est fermée dans 82 3

4) u

1 ou u, est un opérateur a indice.

Alors,. uy et,u2 sant des opérateurs & indice de A1 dans B1 et A,

dans 82 respectivement, d'indice X(u1) = X(u?] et pour tout foncteur d’'inter-

polation ¢, la restriction ¢(u) de u a ¢[A1,A7) est un opérateur & indice de

¢(A1,A2] dans ¢[B1.Bz] d'indice X(¢(ul)) = X[u1J = X{u

e

o)
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Démonstration : les hypothéses 2,3 et 4 permettent d'appliquer la proposi-

tion 3.3 au cas présent ce gqui donne que codimB Im u, = codimB Im u, <+,
1 2

Avec 1l'hypothése 1, on en déduit que u, et u, sont des opérateurs a indice

et de méme indice.

Soit N1 un supplémentaire topologique (de dimension finie) de
] -3 = -
Im u1 dans B,l , c'est-a-dire B,I Im u1 @N,'. Or, Im u:2 & N1 est un sous

espace fermé de 82 et est dense dans 52 d'apres les hypothéses 2 et 3, donc,

Im u2 @N1 = 82 » cette somme directe étant aussi topologique.
Soit hl=Ker|J1= Keruz. Soit U 1'opérateur linéaire continu de A1+A2/N

dans B1+-82/N1= 82/N1 induit par u et défini par : U(x*N) =u(x) +N1. La restric-

tion Gﬁ de u a Ai/N est un isomorphisme de Ai/N sur Bi/N1 pour i=1,2 (c'est le

composé de 1'isomorphisme de Ai/N sur Inxuiet de ImlJiSUP Bi/N1). Par suite,

A1 A2
TV"TWJ est un isomorphisme de

¢[A1/N. A2/N] sur ¢[B1/N .BZ/N]. D'aprés la proposition 3.2, pulsque N et N,

pour tout ¢, la restriction ¢(u) de u a (¢

sont de dimensions finies dans A1 n A2 et B1 f)Bz respectivement, il s'en

suit que ¢(U) est un isomorphisme de ¢(A1,A2]/N sur ¢[B1,52]/N1.

De 1&, on en déduit gque Ker ¢{u) = N o0 ¢{u) est la restriction

de u & ¢[A1,A2]. En effet, pour x dans ¢(A1,A2) tel que ulx) = 0, alors

~

u(x+N) = N1 donc x appartient & N car u est injective sur ¢(A1,A2)/N. Donc,

Ker ¢(u) € Ker u. Evidemment, Ker u, qui est contenu dans A1(\A2 donc dans

¢(A1,A2]], gst contenu dans Ker ¢(u).

Enfin, on déduit de 1'isomorphisme ¢(u) gue Im ¢(u) est isomorphe

. ¢(B1,B )

& —y {puisque ¢[A1,A2)/N est isomorphe & Im ¢{u) donc, que la codimen-
1

sion de Im ¢(u) dans ¢(81,82) est égale 3 la dimension de N1.

Par suite, ¢(u) est un opérateur & indice et X(¢(u)) = X(u1] =

X[uzl.
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