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PSEUDO - GROUPES DE LIE DE TYPE FINI 

ET METHODE DU REPERE MOBILE 

par 

Yvon BOSSARD 

INTRODUCTION. 

Lorsqu'un groupe de Lie G opère différentiablement sur une variété 

V, il transforme un germe de sous-variété de V en un germe de sous-variété. 

C'est la caractérisation des orbites pour l'action ainsi définie de G dans 

l'ensemble des germes de sous-variétés de V qui constitue, on le sait, 

l'objet de la géométrie différentielle des sous-variétés de V (pour l'action 

donnée de G sur V}. 

P 

Soit C P l'espace des éléments de contact de dimension p et 

d'ordre r de la variété V (cf. I, B, 5 1). L'action de G sur V définit 
p 

canoniquement une action de G sur C P , en général non transitive. On a 
p 

donc pour tout r une décomposition de C P en orbites et l'on sait que la 
p 

connaissance des fonctions différentiables de C P dans ïR, constantes sur 

chacune des orbites, c'est-à-dire des invariants différentiels d'ordre r 

pour l'action de G sur V permet, dans les cas réguliers, cette caracté­

risation. 

Il est donc important d'indiquer un procédé permettant de déter­

miner explicitement ces invariants différentiels. C'est ici qu'intervient 

la méthode du repère mobile de E. Cartan ( [ 2 ] , (VJ) qui permet, dans les 

cas réguliers, de ramener la recherche des invariants différentiels de C P r 

à la recherche des solutions de systèmes différentiels entièrement explicités. 





Lorsqu'au lieu d'un groupe de Lie G, c'est un pseudo-groupe de 

Lie r qui opère sur V, l'action de r sur V se prolonge encore en une action 

de r dans l'ensemble des germes de sous-variétés de V. Il est possible, 

lorsque r est un pseudo-groupe de Lie de type fini, d'adapter la méthode 

du repère mobile à l'étude des orbites ainsi définies par r dans l'ensemble 

des germes de sous-variétés. C'est, en même temps qu'une description précise 

de la méthode du repère mobile, ce que l'on se propose de montrer dans le 

présent article. 

On s'est systématiquement placé dans le cadre des groupoldes 

différentiables, le seul qui nous semble convenir pour une telle étude. 

Un paragraphe 0 rassemble les résultats relatifs aux groupoïdes utilisés 

dans la suite. On démontre, au paragraphe I, les théorèmes généraux de la 

géométrie différentielle des sous-variétés d'une variété T-structurée. La 

méthode du repère mobile est décrite au paragraphe II. 

Par la complexité même des structures de prolongement qui inter­

viennent, la description de la méthode du repère mobile n'est pas immédiate. 

Son utilité cependant, ne serait-ce que par les beaux exemples traités par 

E. Cartan, n'est plus à démontrer-

Mademoiselle P. LIBERMANN m'a beaucoup aidé dans la préparation 

de ce travail. Je tiens à lui exprimer ici ma reconnaissance. 
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U - GRQUPQIDES DIFFERENTIABLES 

A) Groupoïdes différentiables 

Définition 1 : Une structure de groupoïde est définie sur un ensemble $ par 

les données suivantes i 

1°) Un ensemble B c * , appelé base ou ensemble des unités de $ 

2 ° ) Deux applications a et g de $ sur B induisant sur B l'application iden­

tique, a est l'application source et g l'application but. 

3°) Une application y, dans $, du produit fibre 

$ « = {(u,v) € * x <S> / g(u) = a(v)}. 
g=a 

L'application y, qui est une loi de composition interne non partout définie, 

doit (avec la convention y(u,v) = vu) vérifier les conditions suivantes : 

a) ct(vu) = a(u) ; g(vu) = g(v) 

b) si (u,v) a^ = a $ et (v,w) G * », alors (wv)u = w(vu) 
g=a g=a 

c) ua(u) = g(u)u = u. 

4°) Une application v de » dans » vérifiant : 

a) a o v = g ; g o v = a 

b) v(u)u = a(u) ; u v(u) = g(u). 

-1 
•n pose parfois v(u) = u 

Un groupoïde est un ensemble » muni d'une structure de groupoïde. 

Définition 2 i On dit qu'un groupoïde » est différentiable si : 

1°) » est une variété différentiable 

2 ° ) B est une sous-variété (plongée) de $ 
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3°) a est une submersion (et donc $ ==j^iss $ est une sous-variété de $ x *) 

4°) y et v sont différentiables. 

En particulier, si $ est différentiable, v est un difféomorphisme 

et a et g sont des surmersions (i.e submersions surjectives). 

Exemple 3 : Soit G un groupe de Lie opérant différentiablement sur une 

varieté V. On définit sur VxG une structure de groupoïde différentiable en 

posant : 

- B = V x {e} (e = élément neutre de G) 

- a(x,g) = (x,e) ; g(x,g) = (gx,e) 

" y[(x,g), (gx,hj] = (x,hg) 

- v(x,g) = (gx,g ) 

Pour d'autres exemples, voir |V} . 

On définit aisément la notion de sous-groupoïde * d'un groupoïde ¥ 

(on impose à l'ensemble des unités de ¥ d'être le même que celui de $). 

Lorsque $ est un groupoïde différentiable, deux cas peuvent se présenter 

(comme pour les groupes de Lie) : le sous-groupoïde ¥ est soit immergé, soit 

plongé dans $. Seul le second cas interviendra dans la suite, donc : 

Définition 4 : On dit qu'un sous-groupoïde * d'un groupoïde différentiable * 

est un sous-groupoïde différentiable, si : 

1°) ¥ est une sous-variété (plongée) de * 

2 ° ) B est une sous-variété de ¥ 

3°) a est une submersion de ¥ sur B. 
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B) Action d'un groupoïde différentiable sur une variété 

Dans ce paragraphe et dans le suivant, les groupoïdes sont sup­

posés différentiables. 

Soient E une variété et p une application différentiable surjec-

tive de E sur la variété B des unités du groupoïde $. La projection 

a ; $ > g étant une submersion, le produit fibre 

* E = {(u,x) e $ x E / a(u) = p(x)} 
a=p 

est une sous-variété de $ x E. 

Définition 5 : Une action différentiable de $ sur E compatible avec p est 

une application différentiable 6 de * E dans E vérifiant (avec la con-

vention ô(u,x) = ux) les conditions suivantes : 

1°) Si e e B et p(x) = E, on a ex - x 

2°) Si (u,v) € * =7^$et si (u,x) € <2> E, alors : 
6=a a=p 

(v, ux) 6 $ =7^= E et v(u,x) = [vu)x. 
a=p 

Définition 6 : Soient E et E' deux variétés et II une submersion de E sur E'. 

•n dit que des actions 6 et ô' du groupoïde $ sur E et E' respectivement, 

sont compatibles avec n si, pour tout Cu,x') appartenant à $ =^=E', on a : 
a=p ' 

n o 6'(u,x') = ô(u,ïïx'). 

Définition 7 : Etant donné x £ E : 

l'orbite de x est le sous-ensemble 0 = 6\a (p(x)) x {x}J des éléments de E 

de la forme ux, avec u 6 $ * 

le groupe d'isotropie $ de x est l'ensemble des u e * tels que ux = x. 
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On note la relation d'équivalence : "x et y ont même orbite". 

Une partie F c E est dite saturée, si elle est saturée pour R . c'est-à-

dire si c'est une réunion d'orbites* 

Définition 8 : Soit U un ouvert saturé de E. On dit qu'une submersion f de 

source U est une ^-submersion si, pour tout x 6 U, 

0 x - {y € U / f(y) = f(x)} 

c'est-à-dire si les images réciproques des points du but sont des orbites. 

Proposition 9. Pour un ouvert saturé U de E, les deux conditions suivantes 

sont équivalentes : 

1°) Il existe une ^-submersion de source U 

2 ° ) La relation R x est régulière dans U (i.e U/R A est une variété et 

U > U/R^ est une submersion). 

Preuve : immédiate à partir des définitions. Remarquer que si f : U — > N 

est une ^-submersion, le but de f est difféomorphe à l'espace des orbites 

de $ dans U. 

Soit W une sous-variété de E, * =^ = s W est alors une sous-variété de 

a=p 
# ^JT* E comme image réciproque de W par la submersion de 4 =^ = = E sur E dé-

a=p a=p 
finie par (u,x) — > x. 

Définition 10. On dit qu'un ouvert saturé U de E est décomposable s'il 

existe une sous-variété W de U telle que la restriction de 6 à 4 B5^ s 3 W soit 
a=p 

un difféomorphisme de $ W sur U. On dira qu'une sous-variété W C U, 
a=p 

ayant la propriété précédente, est adaptée à U. 
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Soit U un ouvert décomposable et soit W une sous-variété adaptée 

à U. En composant 6 1 : U > $ W avec l'injection canonique de 
a=p 

$ =5f=ss W dans $ x W, on obtient une application {U ,J[ ) de U dans * x -W 
a=p 

qu'on appellera la décomposition de U associée à W. 

Définition 11. On dit que x 6 E est régulier s'il existe un ouvert décom­

posable contenant x. 

Exemple 12, Considérons l'action, surfR^, du groupe des rotations 0+(fR2) 

2 2 + 2 
d'où (cf. exemple 3) une action sur IR du groupoïde fR x 0 JR ). Pour cette 

2 
action, l'ouvert (R - {0} est décomposable, car il suffit de prendre pour 

variété W une demi-droite ouverte issue de 0 (0 exclus). Tout point de 

2 
|R - {0} est donc régulier. L'origine 0 par contre n'est pas un point ré~ 

+ 2 
gulier, car le groupe d'isotropie en ce point est 0 (fR ). 

Les actions de groupoïdes que l'on étudie dans la suite, sont 

obtenues par prolongement de l'action sur une variété d'un groupe ou d'un 

pseudogroupe de Lie. La condition supplémentaire suivante est alors véri­

fiée : 

Condition A. Il existe, pour tout u € $ , une section différentiable a de 

a, définie dans un voisinage U de a(u), telle que : 

1°) a(a(u)) = u 

-1 

2°) l'application s : v > a(g(v))v définie dans g (U) C $ est un dif­

féomorphisme 
-1 

3°) l'application X i x * a(p(x))x définie dans p (U) est un difféo­

morphisme. 
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Une telle section a sera dite primitive. L'application X (resp. 

s) est le difféomorphisme de E (resp. ») associé à a. 

On suppose désormais que les groupoïdes vérifient la condition A. 

Exemples 13. Reprenons l'exemple 3 ; 0 = V x G opère différentiablement 

sur V par : <5((x,g),x) = gx. 

Si u = (x,g) € », l'application o : (y,e) > (y,g) est une section pri­

mitive. 

Si T est un pseudogroupe de difféomorphismes de V, et si » est le grou-

poïde d'ordre k associé à r (cf. I), les applications : x > j <-f 

(4* € T) sont des sections primitives pour les actions naturelles de » dé­

finies au paragraphe I. 

L'intérêt des sections primitives provient de ce qu'elles per­

mettent de construire, pour tout (u,x) » E , un difféomorphisme local 
a=p 

X de » ==^== E défini au vosinage de (p(x),x), transformant (p(x),x) en (u,x) 
ot=p 

et compatible avec l'action de » sur E. Plus précisément : 

Proposition 14. Soit (u,x) » STJÊBS* E et soit c une section primitive de » 
a=p 

telle que a(a(u)3 = u. L'application x définie au voisinage de (p(x),x) 

dans » =7^= E par : 
a=p 

X(v,y) = (a(p(v y)] v,y) = (a(6(v)) v,y) 

est un difféomorphisme à valeurs dans un voisinage de (u,x) tel que ; 

1°) Xfptx),x)
 = (u,x) 

2°) { o x = X o Ô (X difféomorphisme de E associé à a). 

Preuve : La vérifiaction des conditions 1°) et 2°) est immédiate à partir 

des définitions. De plus, si s est le difféomorphisme local de » associé 
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-1 -1 
a a, on a : x tw,y) = (s (w),y) et donc x est un difféomorphisme. 

Définition 15. On dit qu'une sous-variété W de E est transverse aux orbites 

de $ dans E, si pour tout x W, on a : 

T E = T W + T 0 
x x x x 

où 0 est l'orbite de x dans E. x 

Théorème 16, Si W c E est une sous-variété transverse aux orbites de § 

dans E, la restriction à $ =^= : W de l'application 6 de * E dans E dé-
a=p a=p 

finissant l'action de $ sur E est une submersion. 

Preuve. Soit 6^ la restriction de 5 à 0 W 

a=p 

1°) ô,j est une submersion en (p(x),x) 

En effet, l'espace tangent 0 appartient évidemment à l'image de 

T, . . * ô.. Il en est de même de T W, car la restriction à W de la sec-(p(x),x) 1 x 

tion canonique y > (ptyhy) de E dans § E est une section de 6^ 
a=p 

transformant x en (p(x),x). 

2°) 6^ est une submersion en (u,x) 

Soit en effet (u,x}'fe"$ =ffc= W, soit o une section primitive de $ telle que 
a=p 

a(a(u)) = u et soit x le dif f éomorphisme local de $ -"jf^ E associé à o par 
a=p 

la proposition précédente. La restriction x^ de x à <*> W est un difféo-
a=p 

morphisme local de $ W, et l'on a : 6̂  o x^ = * o 6 ; on a donc : 
a=p 

(u,x) 1 (p(x),xj 1 A1 (p(x3,x) 1 ux 

Corollaire 17. Soient f : U — > V une ^-submersion, W l'image d'un ouvert 

de V par une section différentiable de f et ?j l'ouvert saturé de W. 

Pour que îl soit décomposable, il faut et il suffit que les groupes d'iso-

tropie de $ dans U se réduisent à l'identité. 
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En effet, W est alors transverse aux orbites ; la restriction 

6^ de { a $ W est donc une submersion, et pour que 6^ soit bijective, 

il faut et il suffit, précisément, que dans u, les groupes d'isotropie 

soient tous l'identité. 

Corollaire 18. Un point x 6 E est régulier, si et seulement si il existe 

un voisinage ouvert U de x tel que 

1°) U est la source d'une ^-submersion 

2°) Dans U, les groupes d'isotropie de $ se réduisent à l'identité. 

En effet, le corollaire précédent montre qu'il existe* dans U, 

un voisinage ouvert de x qui est décomposable. 

Corollaire 19. Soient E et E' deux variétés, n une submersion de E' sur E, 

6 et 6' des actions de $ sur E et E' compatibles avec II. Pour tout ouvert 

-1 
décomposable U de E, l'ouvert U * =11 (U) est décomposable dans E'. 

Soit, en effet, W une sous-variété adaptée à U ; W est transverse 

-1 

aux orbites de $ dans E. Soit W = n (W)jla compabilité de 5 et ô' avec II 

implique alors successivement que 
1°) U' est le saturé de W dans È' 

2°) La restriction de 6' à » =^= W* est bijective (car le groupe d'iso-
a=p ' 

tropie de x' 6 U' est contenu dans celui de p(x') Ç U, qui est l'identité) 

3°) W est transverse aux orbites de $ dans E 1 car, II étant une submersion, 

pour x' £ W , T , E' est la somme de T ^ W et d'un sous-espace dont la 

projection par T^IÏ est 0^ (avec x = p(x' )) ory là restriction de II à 

l'orbite 0^, est un diffébmbrphïsme de 0^, sur 0^ 
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W 

Remarque 20 : S o i t * un groupoïde de base B, i l e x i s t e une a c t i o n n a t u r e l l e 

de $ s u r B : c e l l e d é f i n i e par l ' a p p l i c a t i o n (u ,x ) 8 (u ) de * ijh B s u r B . 

I l e s t p o s s i b l e d ' i n t e r p r é t e r t o u t e s l e s a c t i o n s d 'un groupoïde 

de c e t t e f a ç o n . En e f f e t , s i * opère s u r l a v a r i é t é E , l e s a p p l i c a t i o n s 

s u i v a n t e s d é f i n i s s e n t sur * T^-8 E une s t r u c t u r e de groupoïde de base 
a«p 

E ( * (B ^ E ) ) : 
a»p 

ct(u,x) « x ; &(u ,x ) * ux 

y £ ( u , x ) , ( v , u x £ | * ( u v , x ) 

v ( u , x ) « (u , u x ) . 

Muni de c e t t e s t r u c t u r e , * 1 B ^ M & E e s t l e groupoïde des é léments composables 
ot«p 

pour l ' a c t i o n de $ s u r E* I l e s t immédiat que l e s o r b i t e s , pour l ' a c t i o n 

n a t u r e l l e de 4 a ^ " = £ s u r s a base E , sont l e s mêmes que l e s o r b i t e s pour 
a»p 

l ' a c t i o n de 4 s u r E . 

C) Formes canoniques 

S o i e n t E une v a r i é t é , TE l e fibre tangent à E e t l f l a p r o j e c t i o n 

de TE s u r E . S o i t * un groupoïde d i f f é r e n t i a b l e e t s o i e n t 6 e t 6 ' des 

a c t i o n s de $ s u r E e t TE compat ib les avec n. S o i t e n f i n p l a p r o j e c t i o n de 

E s u r l a base B de * . 
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D é f i n i t i o n 2 1 . On a p p e l l e forme canonique a s s o c i é e aux a c t i o n s de * s u r E 

e t TE l e morphisme de f i b r e s v e c t o r i e l n : T (* ss/fLm E ) > TE d é f i n i , 

p o u r X C u , x î é T ( u . x ) ( * ^ E ) ' P a r ! 

a s p 

^ ( « . x ) 1 " « , t u " 1 ' T 6 ( X ( u . x ) n 

Exemple 2 2 . S o i t * un groupolde de base B opérant s u r TB ; pour X u c T^ * , 

on a a l o r s : 

n(x u) « u " 1 Te(X u). 

On c o n v i e n t , p l u s généralement, é t a n t donnée, une s o u s - v a r i é té M de * ss#saa E 
a=p 

d ' a p p e l e r forme canonique i n d u i t e s u r M par l e s a c t i o n s 6 e t 6 ' de * s u r E 

e t TE l a r e s t r i c t i o n de n au f i b r e TM. Ce morphisme e s t a l o r s à v a l e u r s 
o 

dans l e f i b r e TN i n d u i t sur N * p(fl) par T E . 
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I . GEOMETRIE DES SOUS-VARIETES D'UNE VARIETE r-STRUCTUREE. 

A 

S o i e n t G un groupe de L i e » 6 : TG > T_G s a forme de s t r u c t u r e , 

N une variété connexe, et des applications différentiables de M dans G. 

Il Q9t bien connu qu'une condition nécessaire et suffisante pour que U2«Y* u^, 

avec Y translation à gauche de G, est que u* 6 * u* Q. Ce paragraphe a pour 

but la démonstration d'un résultat analogue lorsque G est le groupoïde de 

définition d'un pseudogroupe de Lie de type fini. 

r+1 
5 1 . La forme canonique sur II (V). 

00 

Soit V une variété de classe C . Pour tout entier r « o , 1 , . . . , on 

adopte les notations suivantes : 

- n r(V) est la variété des jets d'ordre r des difféomorphismes locaux de V 

°r 
- II (V) est la variété des jets d'ordre r de l'application identique de V. 

°r r 
On identifie II (V) à V par le difféomorphisme x > J xJi 
- a(resp. B ), l'application source (resp. but) est définie par : 

a ( j r <f ) = x (resp. fî(jr ? ) - <P(x)) 
x x 

- y : n r(V) *¥ n r(V) > n r(V) -st définis par la composition des jets : 

- v : n r(V) > IIrCV) est définie par v(j£ <f ) « ̂  M ^ • 

On note encore ïïr(V) le groupoïde différentiable défini par les données 

précédentes. 

Définition 1 . 1 Soit ^ un difféomorphisma local de V, de source U' et de 

but LP. On appelle relèvement de ^è n r(V) et on note <f r le difféomorphisme 

local de Iïr(V) de source &~1(U') et de but B~ 1(LT) défini par : 

^ r c j ^ * ) - fxW° +•). 

Le résultat suivant est bien connu : 
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r+1 

Proposition 1.2 II existe pour tout r un plongement canonique de n (V) 

dans n1[1lr(V)] 

Soit en effet A £ Iï r + 1 (V) et <f un difféomorphisme local de V tel 

que A * j^* 1 . Soit JL l'application identique de V, le relèvement (fT de 

*f à n r(V) est défini au voisinage de j r JL et le prolongement T r . n ^ r de 
X ^x 

^ r aux vecteurs tangents à n r(V} d'origine j£ 'JL ne dépend que de A {et non 

de <f ). L'application qui à A - j r + 1 <f fait correspondre T ¥ r e n 1 Ql r (V}1 

est le prolongement annoncé. 

Le groupoïde ÎT1 JJI^CVJ] opère naturellement sur sa base lîr(V) et sur 

l'espace tangent TCII (V)) et ces deux actions sont compatibles avec la pro­

jection de T(IIrCV)) sur Iïr(V). On a donc, sur II1(nr(V)-) « n r(V) une forme 

1 r r 1 r 
canonique, qu'on notera n. La projection de n (II (V)) >V n (V) sur n (n CVj) 

r+1 O p P + ̂  
induit un isomorphisme de II (V) H- II (V) sur n (V) et donc la forme cano-

T+1 °t r+1 r+1 
nique sur n (V) ?¥ n (V) définit un morphisme 0 de T(ïï (V)} sur le 

fibre T(n r(V)), induit par T(ïïr(V)) sur n r(V). On dit que e r + 1 est la forme 

r+1 
canonique sur II (V). 

r+1 °r 
Soit a ^ (resp. B r + ^ ) l'application de n (V) dans n (Vî (resp. 

II r(V» définie par : ( j ^ + 1 <f) = j£ il (resp. e r + 1 U ^ 1 ( P > - ^ t 

r+1 

a

r +>l (resp. 8 ^) est la restriction à n (V) de l'application source 

(resp. but) de n1(ïïr(V)) sur n r(V) et l'application n = [a , 6 p + 1 ) de 
o o 

n r + 1 ( V ) dans n r(V) x n r(V) est à valeurs dans n r(V) n r(V). 
a=a 

Si A = j 3 ^ 1 <f 6 n r + 1 ( V ) et si X 6 T. II r + 1 (V) est un vecteur tangent en A 
X M 

r+1 
à II (V), on a donc : 

r+1 

L'intérêt de la forme 9 provient du résultat suivant qui est 

l'analogue pour les groupoïdes d'un résultat obtenu en \€\ dans le cadre 

des espaces fibres : 
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r+1 
Théorème 1 «3 Soit f un difféomorphisme local de II (V). Une condition 

nécessaire et suffisante pour qu'au voisinage de chaque point de sa source 

r+1 

f coïncide avec le relèvement à II (V) d'un difféomorphisme local de V 

(i.e. f = ¥ r + / * pour un certain ^f) est que f* QV*^ » 6 r +^ , 

Preuve, La condition est évidemment nécessaire, montrons qu'elle est suffi-

•X* r+1 r+1 
santé. Puisque f 8 = 8 , on a d'une part, a ^ = f o a ^ + 1 et d'autre 

part, T 6 r + 1 (X) = o T g r + y | o Tf(X) = • i f laisse donc globalement 

r+1 

invariantes les -fibres de ïï (V) et, localement, une 3 r + >j-fibre de 

r+1 
II (V) est transformée par f en une 6^-fibre. La projection » 

r+1 °r p 
t a > 3 J de II (V) sur II' (V) 14 II (V) étant une submersion, il existe 

r+l r+1 a=a 
^ r r 

donc localement un difféomorphisme f̂  de lî (V) & II (V) sur lui-même, de la 
f-i P 

forme (a,b) — — > (a.f^fb)), avec f̂  difféomorphisme local de II (V), tel que s 
a, 

r+1 1 r+1 

Il en résulte que : 

8 r + 1 • f - ^ • 8 r + 1 . 

et 
f* 9 r = 6 r (6 r forme canonique sur n r(V)). 

r+1 1 
Montrons que f est la restriction à II (V) du relèvement de 

à n 1 jjlrCV)J. Soit A 6 n r + 1 C V ) , on pose a = a ^ C A ) et b * B r + 1 ( A ) ; comme 

f(A) et f^j(A) sont des isomorphismes de Tg[n
r(\/)] sur T f ( b ) jn 1 (V)J, on 

aura f(A) = f̂j (A) si pour tout X é T a[n
r(V)] , on a f(A)CX) = f^(AHX). Or, 

soit Y 6 T A [ n r + 1 (Vljtel que ACX) = T 0 r + 1 ( Y } , on a : 

f ] C A H X ) • T f 1 o ACX) - Tf 1 o T 6 r + 1(Y) = T S r + 1 o TfCY), 

et 

[f(A)]" 1 o T E R + 1 » Tf (Y) = 6
r + 1 o Tf (Y) - 6 r + / ,(Y) - A" 1 O a (X) = X, 

donc f(AHX) = f^(AHX) d'où f(A) = f][(A). 
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Le même raisonnement appliqué à permet d'obtenir un difféomor­

phisme local ( f 1 ) 1 = f 2 de Il r" 1 (V) tel que -F̂  - -P^ ! n r ( v ) (restriction de 

f \ à n r ( V » et 
2 fx, er-1 = Q r ^ 

et ainsi de suite ; on construit de proche en procfïô pour chaque i' <_ r+1 un 

difféomorphisme local f de n (V) tel que f ^ = f^ J n (V). Le 

difféomorphisme f ^ est un difféomorphisme local de V x V de la forme 

(x,y) > (x, <f (y)) 

avec y difféomorphisme de V ; on vérifié aisément que localement f = *P r + 1 . 

C.Q.F.D. 

$.2. La forme de structure d'un pseudo-groupe de Lie de type fini» 

Soit r un pseudo-groupe de difféomorphisme locaux de V [F] , pour 

tout r = 0,1,... 

$ r = U ^ / f er , x e source de f ] 

r r r 
est un sous-groupwïde de II (V) et. la restriction de à $ applique $ sur 

* r ^. Une solution de $ r est un difféomorphisme local ^ de V tel que, pour 

tout x appartenant à la source de on ait : e $ r. On dit que r est 

complet d'ordre q si T est l'ensemble des solutions de Si T est complet 

d'ordre q, il est alors complet d'ordre s > q. 

Définition 2.1. On dit qu'un pseudo-groupe T est un pseudo-groupe de Lie de 

type fini si les conditions suivantes sont satisfaites r 

r r 
1) Pour tout r, le groupoïde associé $ est une sous-variété de n (V) 

2) Il existe q tel que r soit complet d'ordre q 

s 
3) Il existe s tel que la restriction de B à $ soit localement un 

s 
s-1 

difféomorphisme sur $ 

Le plus petit entier q (resp. s) pour lequel la condition 2 (resp. 3) 

est satisfaite est l'ordre (resp. le degré) de T. Le degré est supérieur oi» 

égal à l'ordre. 
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Remarques 2.2. 

1) On n'impose pas à un pseudo-groupe de Lie de type fini r d'opérer 

transitivement sur la variété V 

r r 
2) Pour tout r, $ est un sous-groupoïde différentiable de n CV). 

Exemple 2.3. Soit • le groupe orthogonal à n variables. Ce groupe opère 

naturellement d'une part surfR n et d'autre part sur l'ouvert ïRn-{o} de[R n. 

Désignons par Cresp. Y^i le pseudo-groupe déduit de l'action de 0^ sur 

(Rn (resp. fR n-{o}). Le pseudo-groupe n'est pas un pseudo-groupe de Lie 

de type fini car $°, qui est un cône dans îî°( rR n ) = flRn xIR n, n'est pas une 

sous-variété de Iî°( CR n). Par contre, Y^ sst un pseudo-groupe de Lie de type 

fini, d'ordre 1 et de degré 2. 

Convenons de noter j ^ le germe de f en x et soit : 

• = t J x ^ / f & T, x £ source de f } 

La loi de décomposition ^ 3^ (xj • £ 3 X ^
 = 3 x t ^ ° ^ munit $ d'une 

r r 

structure de groupoïde de base V» Pour tout r, l'application j de $ sur $ 

définie par : 

est un homomorphisme. 

Proposition 2.4, Soit Y un pseudo-groupe de Lie de type fini de degré s . 

s s 
Pour s j> s o , j est un isomorphisme de $ sur $ . 

Soit s > s et soient et ^0GY tels que j S *f . = J S ^9 * 
O \ /L X I X £ 

s-1 s-1 0 0 

les applications j s ~ *f et j S (f? de V dans $ S ont même application 

s s —1 
linéaire tangente en x . Comme $ est localement difféomorphe à-* , les 

applications j S ^ et j S f 2

 o n t aussi la même propriété. Donc, en associant 

à s A = j 3 c f 1 , l'espace tangent en A à l'image de j 3 ^ , on obtient sur 
0 

s * $ un champ d'éléments de contact complètement intégrable dont les variétés 
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intégrales sont les images des applications j S pour WÉRT - Il en résulte 

que si J® <f =* J® ^ , on a J x F^ = J x < ^ d'où le résultat. 

S S""1 
Corollaire 2.5. Pour s > S Q , 3 g induit un difféomorphisme de $ s u r * 

s-*1 s —1 
Il suffit en effet de remarquer que 6 a (j ) o (j ) 

s s +1 
Soit A £ $ °, notons encore A l'unique élément de $ dont l'image 

1 s o 
par 3 +^ est précisément A. Considéré comme élément de II Ql (cf. propo-

o s S Q 

sition 1.2), A induit un isomorphisme de T $ sur T A $ ; son inverse, 
alAJ A 

-1 S o s o s 
qu'on notera A , applique donc T $ sur T r . $ . Soit alors, T $ le 

S Q S S 

fibre induit par T $ sur la variété II (V) des unités de $ . 

Définition 2.6. On appelle forme de structure du pseudo-groupe r et on note 
s o s 

w le morphisme de fibres vectoriels de T $ sur T $ compatible avec l'appli-
s ° s o 3 

cation a : $ > n (V) et défini pour € *•• par : 

a>ACXA) <*. A"
1 (X A) . 

Soit f e r , pour tout r, le relèvement ^ r de *f à Iïr(V) induit un 

difféomorphisme local de $ r, qu'on note encore ^P r et qu'on appelle relève­

ment de ^ à $ r. 

s 
Théorème 2.7. Soit f un difféomorphisme local de $ . Une condition nécessaire 

et suffisante pour qu'au voisinage de chaque point de sa source f coïncide 
s 

avec le relèvement à $ d'un difféomorphisme e T est que f a) = u>. 

Preuve. Comme 6 est localement un difféomorphisme, son prolongement aux 
o o S Q o s -1 

vecteurs, T g , induit un isomorphisme de T $ sur T $ . Si l'on note 
s o 0 s o s o 

encore 8 la restriction à T $ de la forme canonique de n (V), il est 

immédiat que 8 est à valeurs dans T $ et que : 
G 

T 6 o a) = 8 ° .. s o 
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3 S( 

On a donc : f* a> = as < — = > f *" 9 0 = 0 0. 

La nécessité de la condition est alors immédiate. Pour montrer que 

la condition est suffisante, on remarque d'abord, par un raisonnement analogue 

r +1 

à celui de la proposition 1.2, que, pour tout r, $ se plonge canoniquement 

1 r ri 
dans n [$ j » Ceci étant, on procède comme pour la démonstration du théorème 

s -1 A 
o 1 

1.4 : f définit un difféomorphisme local f de $ dont le relèvement f à 
II jj*> J coïncide avec f en restriction à $ , de même f̂  définit f^ diffé-

s -2 
omorphisme local de $ et ainsi de suite jusqu'à obtenir un difféomorphisme 
local ^ de V dont les relèvements successifs ^f1* induisent les difféomorphis-

s Q-r c/)So 
mes locaux f r de $ pour r <̂  S q et tel que f = r -Ce difféomorphisme 

appartient alors à T car pour tout x appartenant à la source de *f, 
s s s s s s n 

j 0 (f = f °(j 0 & } = f (j 0 ^ j appartient à $ 0 et donc <f est solution de $ " 
X X X 

d'où le résultat. 
s 

On pose désormais * = * $ en dit que $ est le groupoïde de défi­

nition de r. 

Théorème 2.8. Soient u^ et u 2 deux applications différentiables d'une variété 

M dans <S>. Une condition nécessaire et suffisante pour que localement on ait : 

u 2 = / o U avec E F 

est que u^ a) - u 2 oo . 

Preuve. La condition est évidemment nécessaire» Elle est aussi suffisante. 

Soient en effet ÎÎ  et J[ les première et seconde projections de * x $ sur $ 

et soit $=9^$ la sous-variété de $ x $ formée des couples (A,B) tels que 

a(A) - a(B). Puisque u^ a> = u'2 l'application u : x > Cu^Cx), u 2(x)) de 

M dans * x $ est à valeurs dans le produit fibre 9 $ et de plus, si on 
a = a 

x * -* 
pose ft 35 11̂  w - n 2 w, on a u Q = 0. Soit C le champ d'éléments de contact 

défini sur 0 x * par B = 0. La restriction de u) à T^ * étant un isomorphisme 

pour tout A, la dimension du champ C est égale à celle de 9. 
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s 
Soit (A,B) 6. « $ et s o i e n t ^ et f 2 é r tels que A = j x° ^ et 

s 

B = j ^ 0 f 2 ; * G relèvement de *f = ^ ° ¥^ à $, qu'on notera encore Y , 

vérifie M'* co - w (théorème 2-6). Le graphe de V est donc une variété inté­

grale de dimension maximale du champ entièrement contenue dans $ $ , 
a=a 

et passant par (A,B). La restriction C du champ C à $ $ est donc un champ 

complètement intégrable dont les variétés intégrales ont mêmes germes que les 

graphes des relèvements à $ des difféomorphismes de T. Comme u est à valeurs 
dans * $ et vérifie u Q = 0, u est nécessairement à valeurs dans une 

a=a 
'V 

variété intégrale de C (en restreignant éventuellement la source dé u), d'où 

le résultat. 

B) 

Lorsqu'un groupe de Lie G opère sur une variété V on sait, dans 

les cas réguliers, depuis les travaux de S. Lie et E. Cartan entre autres, 

ramener le problème de l'égalité module G de deux germes de sous-variétés à 

un problème de comparaison d'invariants différentiels. On démontre un résul­

tat analogue en remplaçant les groupes par des pseudo-groupes de Lie de type 

fini. Le J 1 a pour but de fixer un certain nombre de notations ; le S 2 

contient les résultats. 

^ CX^ ̂  r r st) A r § 1 . Les espaces o ; o ; P ; C P ; Ï> ' associés à une variété V de 

00 
classe C . 

a) Germes d'immersions et germes de sous-variétés. 

Soit y une immersion de fR P dans V et j" y lé germe de y e n x % on 

pose afj^y) = x et B(j y) = y(x). L'ensemble £P des germes d'immersions de 

fR^ dans V est un faisceau de basefR P, il est donc, en tant qu'espace étalé, 

naturellement muni d'une structure de variété de dimension p pour laquelle 
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a est un difféomorphisme au voisinage de tout point. Au voisinage de y , 

on a ; $ * u o a et donc 6 est une immersion. 

On note le quotient de çP par la relation : "il existe un dif­

féomorphisme local a defR P tel que j y * j (v o a)". P* est la variété des 

germes de sous-variétés de dimension p de V. L'application 6 passe au quotient 

et induit une application 3 de (P^ sur V qui est aussi une immersion. Etant 

donnée une immersion y de fR p dans V, on convient de noter j y le germe de 

sous-variété défini par j y 

x 

Soit ¥ (resp. a) un difféomorphisme local de V (resp.(R P), le 

prolongement de ̂  (resp. o) à tP* est le difféomorphisme l o c a l r e s p . a p) 

de £PX défini par f f j y) = j (f o y) (resp. a (j y) = j (y o a)}. 
P x x p X CJ-I 

On a a o *f = a (resp. g o a = 6) et donc ^ (resp. a ) est un a-difféomor-
P P P P 

phisme (resp. 6-difféomorphisme). 
On définit le prolongement T de ̂  à (F* par passage de *P au 

P P 
quotient : 

b) Repères et éléments de contact d'ordre r. 

Un repère d'ordre r et de dimension p de V est le jet d'ordre r, de source 

0, d'une immersion defR P dans V définie au voisinage de 0. Il existe sur 

l'espace P des repères d'ordre r et de dimension p de V une structure cano­

nique d'espace fibre différentiable de base V dont la projection est l'appli­

cation but de P r sur V. 

Le groupe L p des r-jets inversibles de fR
P dansfR p de source et but 

0 opère dans P r : si 4 = j r a é L r et si a = j r y € P r , alors t . a = j r (y o a ) . K o p o o 
r r 

On note C P l'espace des orbites de P pour cette action ; les éléments de 

C P r sont les éléments de contact de dimension p et d'ordre r de V. On note Iî 
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r r r r 
la projection de P sur C P et l'on convient, pour j y 6 P de poser 

r —r r 
ïïtjp u) = j y • L'application de C P sur V obtenue par passage de 

r 'v r 

6 : P > V au quotient est notée 6 : pour X e C P , 8(X) est l'origine 

de X. 

Il existe sur C P une structure de variété (nécessairement unique 1) 

. . . . % . . . . 

telle que II soit une submersion» De plue, la projection g est une fibration 

diffêrontiabie de C P dont la fibre est la variété des éléments de contact 

d'ordre r de dimension p et d'origine 0 dansIR n (n = dim' V). 

Soit un difféomorphisme local de V, le prolongement tfV (resp. 

f F j C ) de / (f à P r (resp. C P r) est le difféomorphisme local de P r (resp. C P r) 

défini par : ( f r ( j ^ y) - fQ (<fo y) [resp. ̂ r' C(j"£ y) - (^fo y)). 

Pour x 6 r R p , soit x la translation de (R*3 définie par T (O) - x. 
x x 

On définit une application 6 p de ̂  dans P r par : ^ r ^ x y) s (y ° T

x 5 -

Au voisinage de j y.é£P\.B est composée; de a : iP* > fR P et de l'appli-
x r 

cation x > j (y o T ) ; ces deux applications étant des immersions, 3 
o x r r 

en est aussi une. 

On note cP^' r la variété des germes d'immersions defR^ dans P r . 

n r 
Soit y : tR > V une immersion, et soit j y : x > (j y) le relè-

r r o r 
vement de y dans P . L'application j y est une immersion defR dans P 

comme composée de deux immersions. On définit une application j de dans 

X r r r 
' par : j (j y) 3 j (j y) et cette application, qui vérifie 

x x 
r 

3 © j = 3 est une immersion car 8 et 3 le sont, 
r r 

c) Actions de « sur &X , £PX , P r , C P r. 

Soit r un pseudo-groupe de Lie de type fini sur V et soit # le 

groupoïde de définition de r (cf. I, A) ; on a des actions différentiables 

de 0 sur 3*^, £P* , P** et C P^ compatibles avec les projections canoniques 

de ces variétés sur V. Plus précisément i 
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L'action de $ sur est définie par ; 

« J x < f . J x w ) - % C j . x y ) 

L'action de $ sur est définie par : 

r 
L'action de 0 sur P est définie par : 

« U x

t f . JQ ' P Î - j£ (¥ • y) 

r 
L'action de 0 sur C P est définie par : 

On remarquera en outre que ces différentes actions sont'compatibles 

entre elles et que la condition A (cf. 0] est vérifiée. 

S 2. Egalité, modulo T, des germes de sous-variétés. 

Dans ce qui suit, Y est un pseudo-groupe de Lie de type fini de 

degré, a sur V ; $ est le groupoïde de définition de T. 

Scient y et v deux immersions defR P dans V définies au voisinage 

de x. 

Définitions 2.1 . On dit que les germes d'immersions j y et j v sont égaux • x x 

modulo T, s'il existe une transformation ^ 6 r telle que : 

On dit que les germes de sous-variétés j yt et j v sont 
X ; l X 

égaux modulo r, s'il existe un difféomorphisme local a de fR P tel que les 

germes d'immersions j y et j (v o a) soient égau* modulo T. 
X X ; 
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Soit T (resp, r ) le pseudo-groupe engendré dans CP* (resp. (P* ) 
P P 

par les prolongements à (P* (resp, 5* 3̂ des diff éomorphismes de r. Avec 

les notations du J 1, a) il est immédiat que deux éléments et et (respn 

6% et 3 € *î sont égaux modulo Y » s'ils appartiennent à la même classe 

d'intransitivité de r (resp. r ) dans (P * (resp. £P ̂  ) ou, ce qui est équi-
P P 

valent, à la même orbite pour l'action de $ dans (resp. cy ) définie 

au $ 1. 
s r s r 

Pour s >_ r, la projection de P sur P qui à j y associe j y est 
s r 

une submersion et les actions du groupoïde * sur P et P sont compatibles 
avec cette projection,, On peut donc appliquer le corollaire 19 du chapitre 0 

r s 
et donc, si U C- P est un ouvert décomposable, son image réciproque U'<^- P 

est décomposable. De plus, si W est une sous-variété adaptée à U, son image 

s 

réciproque W dans P est adaptée à U'. Ceci permet donc d'associer à la 

décomposition (II ̂, U^) : U > * x W de U une décomposition 

(Iïjj , : U' > $ x W de U'. 

Définition 2.2. Un ouvert est décomposable d'ordre r si tb est l'image 

réciproque par 6^ : > P r d'un ouvert décomposable U dans P r et si r 

est le plus petit entier ayant cette propriété. 

Soit U>= B^(U) un ouvert décomposable d'ordre r dans et soit 

(ïï̂  , ïï^) : U > $ x W une décomposition de U» On définit pour chaque s>_r 

une application, notée (Iï̂  , ^ 2 ^ ' d e dans $ x W en composant la projec­

tion 3 g de U? sur U' <Z P S avec la décomposition (Ĥ . , Iî̂ ) : U' > $ x W 

s s 

associée à (Iï̂  , ^ 2 ^ " ^ n c*^ra c' u e l'application (ÎÎ  , -•• IIj) 8 S * "*"a décomposi­

tion d'ordre s de 14 associée à (Iî̂  , ^ 2 ^ ' 
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Théorème 2,3, Soit (t> = B [U) un ouvert décomposable d'ordre r dans , soit 

r+1 

(n^ , 3 une décomposition de U et soit (îî̂  , îï̂  ) la décomposition d'ordre 

r+1 de (^associée à (n^ , ïï2)- Pour qu'un a-difféomorphisme local f de 

(i.e. a = a o f) appartienne au pseudogroupe Y^ , il faut et il suffit que 

l'on ait 1 

Preuve. La condition est évidemment nécessaire, montrons qu'elle est suffi­

sante . Soit un élément de la source de f, soit B = f( et soient y et v 

des immersions définies au voisinage de x dans fR P telles que = A y et 
o x Q 

r+1 
B = Jv v- Soit U' l'image réciproque de U dans P , la condition (1) imoli-

x o 
r+1 . r+1 que que pour tout x voisin de x , j y et j v appartiennent a la o x X 

r r 
même orbite de $ dans U'. Dans U, j y et j v appartiennent donc aussi à la 

x x 

même orbite et de plus, il existe *f 6 Y tel que, en x, les applications 
x 

linéaires tangentes de j r v et *f r o j r y soient égales. Si donc on pose 
x 

r r 
u>j = o j v et u 2 = o j y , on a, pour tout x voisin de X Q : 

T u 0 = T [ t f o u . ) . Comme la forme de structure co sur $ est invariante 
x 2 x 1 x 1 

par T, on a donc u^Co)) = d'où, par le théorème 2.8 du A), l'existence 

de ^6Y tel que u 2 = ^ o u En projetant par 6 : $ > V, cette dernière 

égalité dans V, on en déduit que les applications f- et ^ coïncident au 

voisinage de c%, d'où le résultat» 

Convenons, étant donné j y € Q > de noter y la section canonique 

/D X O ^ 

de a 1 S >TR telle que yfx) = •-j' y. Avec les notations du théorème 

précédent, on a : 

Corollaire 2.4. Pour que les éléments <^~=j y e t 6 = j v d e soient 

égaux modulo Y il faut et il suffit qu'au voisinage de x on ait : 

r+1 ^ r+1 ^ 
ïï2 o y = T2 o v (2) 



- 26 -

Il suffit en effet de remarquer que la condition (2) équivaut à 

l'existence d'un a-difféomorphisme f 1= v o p 1) de 14? tel que flé^H =33 

, -r+1 £ _r+1 
et Iî2 o f = ÎT2 

Le passage des germes d'immersions aux germes de sous-variétés se 

fait sans difficulté, On énonce uniquement les résultats, laissant les dé­

monstrations au lecteur. 

Définition 2.5. Un ouvert U ?cW^ est décomposable d'ordre r si U est 

l'image réciproque par : £P* — — > Ç P r d'un ouvert décomposable U dans 

r 
C P , avec r minimum. 

— r 
Proposition 2.6. Si U es un ouvert décomposable dans C P , alors les images 

— — r+1 r 
réciproques U' et U de U dans C P et P , sont decomposables. 

Corollaire 2.7. Si % 3 ^ est décomposable d'ordre r, son image récipro­

que U>c$^ est décomposable d'ordre r. 

On en déduit le i 

Théorème 2.6. Soit 1i? c"5 5 ^ un ouvert décomposable d'ordre r, ̂  c£P^ l'image 

réciproque de %, dans P* et ( I ï ^ , n 2 + ^ u n e décomposition d'ordre r+1 de tfc 

associée à une décomposition (ÎÎ  , ÎT̂ ) de U = g^CÎC-O. Une condition nécessaire 

et suffisante pour que j y et j v soient égaux modulo F est qu'il existe un 

x y 

difféomorphisme local a de fR p tel que aCx) = y et : 

r+1 ^ r+1 ^ ^ 
o y * n£ o (v o a). (3) 

Ce qui précède montre que, pour les ouverts decomposables d'un 

certain ordre dans S \ le problème de l'égalité modulo r de deux germes 
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de sous-variétés appartenant à ces ouverts, est une fois donnée une décompo­

sition d'un ordre convenable, ramené à un problème classique d'analyse : la 

recherche, étant donnée deux applications v et w, d'un difféomorphisme o tel 

que w. = v o a. Il reste donc à indiquer un procédé permettant de déterminer 

explicitement les ouverts décomposables de ainsi que des décompositions 

de ces ouverts à un certain ordre- Il suffit pour cela (cf. proposition 2.5) 

de savoir déterminer, dans C P , les ouverts décomposables et des décomposi­

tions de ces ouverts. C'est précisément à la recherche de ces ouverts dans 

•p ^ 
C P qu'est adaptée la méthode du repère mobile de E. Cartan que l'on étudie 

en II. 
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II. LA METHODE DU REPERE flOBILE. 

La méthode du repère mobile dont le but est, comme nous venons de 

le dire, la recherche des ouverts décomposables dans les espaces C P (r = 

1,2,. 8 B) est une méthode récurrente. Pour en démonter le mécanisme, il 

suffit donc, et c'est ce que nous ferons, d'indiquer de façon précise le 

passage de l'ordre 0 à l'ordre 1 „ Comme précédemment, $ désigne le groupoïde 

de définition d'un pseudo-groupe de Lie de type fini r sur V. Les actions de 

$ sont celles définies au (I, B, 5 1 ) . 

A) 

5 1. Invariants différentiels et semi-invariants. 

r . r 
Définition 1.1. Soit U un ouvert de C P saturé pour l'action de $ dans C P . 

On dit qu'une fonction numérique différentiable f : U -—^> (R est un invariant 

différentiel si, la restriction de f à chaque orbite de $ dans U est constante. 

Il est bien évident que si f : U > (Rn est une ^-submersion (cf. G) 

chacune des composantes f^,...,fn de f est un invariant différentiel sur U. 

r 

Réciproquement, la connaissance au voisinage de tout point de C P des inva­

riants différentiels permet de construire des ^-submersions et donc/ de dé­

terminer les points réguliers et les ouverts décomposables. Ce qui suit est 

précisément consacré à la détermination des invariants différentiels. 

On suppose donnée une ^-submersion.f définie sur un ouvert saturé 

JJ^ de V et à valeurs dans un espace qu'on peut toujours supposer être un 

l 
espace ÎR . 
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1 
Soit l'image réciproque de U q dans C P par la projection cano-

1 

nique de C P dans V. On se propose d'indiquer comment ramener la recherche 

des invariants différentiels dans à la résolution d'un système différentiel 

défini sur un espace convenable » 

On fait choix d'une sous-variété de V image d'une section de f^. 

Ce choix permet de définir un certain nombre d'espaces dont les liens sont 

résumés dans le diagramme ci-dessous i 

1 
1 T v 1 

N 1 1 - > U X C P 

# N ' • ; — ' ^ o 
y > No 0 

Ô &IM 1 y U C V 
0 ' o 

* N 0 *
N O - S > N ; 

( /////* 
A 

o 

Les flèches horizontales (resp, verticales) non nommées sont des 

injections (resp, projections) canoniques, 

groupoïde d'isotropie de § au-dessus de N 0 est le sous-groupoïdo 
o 

de $ formé des X € $ tels que a(X) soit égal à 8(X) et appartienne à W •. C'est 

une somme de groupes de Lie . 
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$ =# N est le produit fibre de $ et N q pour les applications a * $ —* V 

et i, injection canonique de l\l dans V s 

*m # N est le produit fibre de * w et N pour les applications a et i, 
Q o , xo o 

c'est une sous-variété de $ =# N , isomorphe à <±> 
o N 

o 

A est l'ensemble des éléments de -*M #= N de la forme (j li ,X) . 

On peut l'identifier à l'ensemble des unités de 

est définie par : 4>°(j f ,xT = f (x) = 3(j </> ). 

X x 

est la restriction de i*° à $ N # N Q . C'est en fait'la projection 

sur N , 
o 

1 1 
N est la sous-variété de C P formée des éléments de contact dent 
o 

l'origine appartient à Nq. C'est un f i b re de base N . 
1 1 

* # N- • est le produit fibre de $ et N q pour les applications a. : $ V 

et 3 : N — > V, où 3 est la restriction à N . de la projection 
o o K 

*v 1 

canonique 3 de C P sur V. 

1 1 1 
A est l'ensemble des éléments de $ M =# N de la forme ( j 11 , x ). 
0 1Njo o X 

C'est donc l'ensemble des unités de ^ # N q pour la structure 

1 
de groupoïde, somme de groupes de Lie, de base N q . 

* 1 est définie par ; * 1 (j (f , x 1 ) » Cf 1'°(x 1) 

1 1 1 
^ est la restriction de à 4 M =# N 
o In0 O 

° » 1 
T ($., =#N ) est une somme d'algèbres de Lie ; c'est l'algébroïde de Lie de 

N o to to 

0 >, 

^ c o n s i d é r é comme groupoïde (somme de groupes de Lie) de 
1 1 

base N . C'est donc l'ensemble des vecteurs tangents à $ w # N 
O '̂ Q o 

dont l'origine appartient à A q et qui sont verticaux pour la 

1 1 1 1 
projection de # N sur N qui à (j F , x ) associe x . H J N o o x 1 

o 
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T(<î> =#N ) (resp. T uh est le-fibre tangent à <i> =# N (resp. N 3. N o ^ o ° m o h o 
c o 

1 1 
T 4>Q est le prolongement de ^ aux vecteurs. 

° ' 1 1 ° T 1 
T \p est la restriction de I ̂  à T ($ M ¥£ i\! 3. o o N o o 

La restriction à =# N de l'application de $ =# LL sur LL défi-
Q 1 

nissant l'action de $ sur LL est à valeurs dans N et définit une action de 
1 o 

1 1 
# N sur N . Soit * le groupe d'isotropie de 0 en x £ N et soit (N 3 la 

**Q o x o e x 
«1 

fibre de N d'origine x, c'est-à-dire l'ensemble des éléments de contact (de o 
1 

dimension p) d'origine x ; le groupe $ opère naturellement sur (N 3 et 
x o x 

-] 

l'action de $ N sur N n est la "somme"', pour x £ N , des actions de * sur 
, V IQ

 u o x 
1 1 (N 3 . En particulier, les orbites de $ M dans N sont toutes situées dans o x K

 N 0 Q 

les fibres de H- et se projettent donc dans N q suivant des points par la 
1 1 .projection de N q sur N induite par la projection deCP sur V. On désignera 

1 
par invariants sur N q les fonctions numériques différentiatol.es définies sur 

des ouverts saturés de N (i.e. des réunions d'orbites pour l'action de $ M 

o N 
0 

1 1 
sur N O et constantes sur les orbites de <*> dans K , 

o N o 
o 

Soit ..F'un invariant différentiel sur , la restriction f de f à 
1 ° T 1 N vérifie ; (T f'3 O (T ^ 3 = 0 . Sous certaines conditions, la connaissance o • 

des solutions de cette équation permet de déterminer les invariants différen­

tiels sur . Plus précisément : 

Définition 1.2. On appelle semi-invariant sur N toute application différen-

1 

tiable numérique i définie sur un ouvert sature de N q et telle que i 

(T £3 ° (j' ^ 3 « 0» 

On remarquera qu'un semi-invariant est une fonction localement 

1 
constante sur chaque orbite de i dans N n . 

c 

http://iatol.es
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Théorème 1.3. Si, pour tout x £ U le groupe d'isotrooie $ est connexe, tout r Q x 
A 

semi-invariant sur IM1 est la restriction d'un invariant différentiel de IL et 
o 1 

d'un seul. 

Le théorème est une conséquence immédiate des lemmes suivants i 

1 
Lemme 1.4. Il existe, pour tout x 6 , une submersion définie au voisinage 

1 1 
de x , a valeurs dans N et compatible avec les relations d'équivalence défi-

1 
nies par $ sur IL et * M sur N . 

1 N Q o 

1 

Soit en effet x la projection de x dans U et soit e une section 

différentiable de 4>° définie sur un voisinage % de x (une telle section 

existe car ifru est une submersion (0, théorème 1.6))'. Soit îî̂  la projection 
de * =# N dans * et soit e. = Iï„ o e ; si % * = 3 ( % ) est l'image réci-

o l i x 

proque de XL P a r l a projection U. > U , l'application S définie sur 
X I o s 

1 r ^ 1 i —1 1 1 
^ par s S £ (y ) = L ei^(y 5 )J (y ) est à valeurs dans N q et vérifie les 

x 
conditions annoncées. 

1 

Lemme 1,5. Tout invariant différentiel sur N Q (pour l'action de *^ ) se pro­

longe en un invariant différentiel sur . 

Soit en effet h un invariant défini sur un ouvertt/'de . Le saturé 
o 

17 de Udans est ouvert car, avec les notations du lemme précédent, pour 

x € IL ,tfh%)A = S (tf) H %>* est ouvert. De plus, deux sections e et 
1 x! £ x4

 v 

e p de * étant données au dessus de lb , les fonctions définies sur 
x x 

par h o S et h o S , sont égales car S et S , sont compatibles avec les 
e E ^ E Z 

relations d'équivalence sur IL et N . On définit donc, sur V , une fonction 
1 Q 

h par : h | V (V 1̂  = h o S = h o S , et h est un invariant sur U . 
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Lemme 1 , 6 , Si les groupes d'isotropies § sont connexes peur tout x érU , x o 
1 

alors, sur N , tout invariant différentiel est un semi-invariant et réci-o 

proquement. 

1 1 
En effet, pour x N Q , d'origine x 6 N , l'espace tangent à 

1 1
 01 1 ° ? 1 

l'orbite de x dans N q est l'image par T de la fibre de T (*N #= N T 

1 ° ° o 
au-dessus de x et donc, un invariant est toujours un semi-invariant. Si 

1 1 

les groupes d'isotropie de $ sont connexes sur U q , pour tout x £ N Q , 

l'orbite de x est connexe ; un semi-invariant étant une fonction localement 

constante sur chaque orbite, y est donc alors constante, d'où le résultat. 

Remarque 1 . 7 . Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G. Si H 

n'est pas connexe, les groupes d'isotropie pour l'action naturelle de G sur 

G/H ne sont pas connexes. Soit H la composante connexe de l'identité dans 

H ; pour l'action naturelle de G sur G / H q les groupes d'isotropie sont 

connexes. Comme la projection cannninijp Hp G / H q sur G/H est un revêtement, 

tout germe d'immersion dans G / H Q se projette dans G/H en un germe d'immer­

sion. On en déduit donc une application de tP*(G/H ) (variété des germes 

d'immersion de IR P dans G / H Q ) sury^tG/H) (variété des germes d'immersion 

deïR P dans G / H ) . De plus, les actions de G sur G / H q et G/H étant compatibles 

avec la projection de G / H Q sur G/H, la projection deJ^tG/H ) sur*P*(G/H) 

est compatible avec les relations d'équivalence définies par G s u r S P X(G/H O) 

etfP*(G/H). Au lieu d'étudier l'action de G sur G/H, il suffit donc d'étudier 

celle de G sûr G/H . On appelle orientation des éléments dey*(G/H) (resp. 

ip X(G/H)l l'opération qui consiste à passer deSp X(G/H)) (resp.SP*(G/H)3 à 

5 F M G / H ) (resp. GF X(G/H )). Son intérêt est de permettre d'utiliser le théc-
o o 

rème 1.3 pour la recherche des invariants différentiels. Cette technique 

s'étend parfois (au moins localement) au cas où c'est un groupoïde $ qui 
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opère sur une variété E. On doit alors considérer le groupoïde d'isotropie 

^ de * et le sous-groupoïde tyQ de dont les fibres sont les composantes 

connexes des unités des fibres de îj; et s'assurer que */tyQ a une structure 

de variété telle que l'action de $ sur $/^ Q soit différentiable et que la 

projection de $/tyQ sur * E soit un revêtement. Ceci une fois fait, il 

suffit d'étudier l'action de $ sur */^0 * action pour laquelle les groupes 

d'isotropie sont connexes. 

B) 

Les notations sont celles du paragraphe précédent. On suppose 

désormais que les groupes d'isotropie de <& sur U Q sont connexes. La déter­

mination des invariants différentiels sur 1^ se ramène alors à celle des 

semi-invariants dans N q , c'est-à-dire à la résolution du système différen-

° » 1 1 1 
tiel (T £) o (T \f>Q) » 0 sur N q (avec l, application différentiable de N Q 

danslR, comme inconnue). Pour résoudre effectivement ce système, on doit 

l'écrire explicitement. Ceci est a priori difficile, car la source et le 

° t 1 

but de T i|>Q ne possèdent pas de coordonnées reliées simplement à celles 

dè U q . La méthode du repère mobile permet cette écriture explicite sans 

utiliser l'expression de ̂  en coordonnées, nous le montrons au $ 1 . On 

étudie au J 2 le passage de l'ordre 0 à l'ordre 1. 

S 1. La règle fondamentale. 

1 
a) Les trivialisations locales adaptées à T' N . 

Rappelons d'abord comment, à une base £^,...,6 d'un espace vecto­

riel E, est associé un atlas (0^ , £ j de la graasmannidnrte G ptE] deô 

sous-espaces vectoriels de dimension p de E. 
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Soit i une permutation de {1,...,n} dont les restrictions à 

{1,...,p} et {p+1,... ,n} sont croissantes/Soit E.! Creâp. E^3 1Q.. sous-

espace engendré par e. é' (resp* e. , e . } ; oh a :E-> E! © E ? 
V .i Xp+1 . ... \ 1 1 

et on désigne par ïï^ tresp.IÎ£3, la projection de E sur E^ (resp»"Ë£l. 

L'ouvert 0. de G (E) est l'ensemble des sous-espaces "vectoriels de dimension 
1 P 

p de E qui se projettent sur E£ par IÎ  Pour F 4 0̂ "' , ^ ( F ) est ïâ} NIAITrice 

dans les bases e. , e . et e. , »..,e. de VappIicëtloiV linéaire de 
1 p p+1 n 

E£ dans E£ admettant F comme graphe. 

Soit e une section différentiable de N dans l'espace H(V) des 

o 

repères de V ; pour x £ N q , eCx) est donc une base e^Cx^...,
 e

n^
x^ de . T V . 

1 1 
Comme la fibre CN 3 de N au-dessus de x est la grassmannienne G (T V ) , 

O X O p X 
pour chaque x € N , la donnée de e(x) permet, comme ci-dessùs, de définir 
un atlas (0. , <f. 1 dans (N 3 . 

i,x 1i,x o x 

La réunion .0. = * ̂  .0, est un .ouvert de et l'application *f. 
1 X ^ N 0 '

: ^ X ' ;;,..0 1 

de 0. sur-Nr :XÏR
P n p dont la restriction à 0. coïncide pour tout x € N 

X O ' • • - i* X ' t o 

avec f̂. . est un difféomorphisme cqmpatible avec les projections de 0. et 

N x ! R p C n " p ] sur N ...Soit ..il la • projection . de T(N x [ R p ( n ~ p ) ) s u r T f c p C n _ p ) obtenus 

en composant la projection de TLN^x T E P ^ n - .(.IN, 3.x ( T T R P ^ n p b sur le second 

facteur, avep la.forme invariant^ à gauche T T R p L n P ^ ' — T Q 1 R P ^ N p ^ = T R p ^ n p \ . 

on note ^ l ' a p p l i c a t i o n de T O ^ -sqr , f R P ( n" p ) définie par, ?v

 s J L ° T 

•1 :.. ;.. ,; .. 1 
Soit alors, T ' N le fibre des vecteurs tangents à N et *dui sont 

o o 
1 

verticaux pour la projection de N sur N et soit T ' O . l'ensemble des vecteurs K ° o o x 
1 

de T ' N q dont l'origine appartient à 0^ . 

Lemme 1.1. L'application ± de T * Or sur CL x t R P — d é f i n i e pour X ^ T ' O , , 

-1 . • ; ?«• ./| IL x 

vecteur d'origine x 'dans T ' Ù^, par • l ̂  (X^'3 - (x , ^ (X ̂ 3) est une 

... / 1 * 1 1 x 

trivialisation locale de T # i N -au-dessus de O. 1. 
o x 
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Démonstration : Immédiate à partir des définitions. 

Définition 1.2. On appelle trivialisation locale adoptée à T' N toute tri-

vialisation du type *f j ci-dessus obtenue à partir d'une section différen­

tiable e de N dans H(V). 
o 

Avec les mêmes notations que plus haut, soient, tu * J « 1,...,j ; 
«J x I 

1 g 
J 9 « 1...tn-p) les coordonnées définies par 7. dans 0. et soient -—-— 
z i, x i, x «̂2 

les champs de vecteurs associés à ces coordonnées sur 0^-x- ^ x 

3 
Pour UA,J-) fixé, le champ de vecteur — s u r 0. dont la restriction à 0. 

I Z 1 1 , X 

g 
est — j est une section de 0^ dans T'O^. Le lecteur vérifiera que la tri-

vialisation M*, est celle obtenue par la donnée des p(n-p) sec t i o n s — ^ — * 

J,| = 1,...,p ; J 2 = 1,..., (n-p), de T' 0,̂ . 

O /j o 

Considérons maintenant l'application T' ^ de T'($,,, O,,) dans 
o N i 

1 0 1 
T N Q . Cette application est compatible avec la projection de $^ N Q sur 

1 ° 1 ° 0 ° 
N et est à valeurs dsn*s T' N . L'ensemble T f (*., # 0 . ) des éléments de 
o o IM i 

1 0 

T'(* N =# N ) dont l'origine appartient à <*>̂  # 0^ est donc appliqué sur 
0 °o ! o ° ^ ' o 

T' 0 i par T' ^ . D e plus, une fois connu T' sur chacun des T , !(* N 0^), 

° 1 ° ° 0 

T 1 est entièrement déterminée, 
o 

^ 1 
Donnons-nous une trivialisation locale adaptée à T' N Q (défi-

3 * nition 1.2) et soient — — les sections de 0^ dans T' 0^ associées à / ^ e~ 

Jl 
O y| O 

définies ci-dessus. La restriction de T' à T f ( * N O J , restriction qu'on 
* 1 ° ° 1 

nnotera encore T' , peut alors a'écrira : 

J 2=1,...n-p
 J

x 

1 
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2 0 

où x : T'($ =# O,).-—-> .0.; x FR est: un mqrphisme de fibre» Ce sont ces 
J1 % 1 1 

morphismes que l'on va expliciter dans le paragraphe suivant. 

b) Les formés de pseudo-connerxions. 
o 

Soit T'(s£> =# N ) l'ensemble des vecteurs tangents à N dont 
N o • -H .:. o 
o o 

l'origine appartient à A q et qui sont verticaux pour l'application source : 

(j *f >x) —r. > x de<£> , =# N sur N . S i l'on munit <*> =# N (qui est difféo-x " N o o N o o o 
morphe a $^ ): de la structure de groupoïde évidente, somme de groupés de Lie, 

0 

de base N , alors ' T't*^ W N q 3 est l'algébroïde de Lie'correspondant.En 
° 0 ° o 

particulier, pour x € N , ' la f ibre de T ' (<ï> =# N 3 au dessus de. x s'identifie 
o N o 

o 
à l'algèbre de Lie du groupe d'isotropie $ de 0 en x. 

x 

^^ N\ N° 

r i \i r 
! _ [/; 

*° 
\^ > ^ / 0 0 X= orbite de x / 

Définition 1.3. Soit U un voisage ouvert de A dans $ # - N et soit a la ° o o u 

restriction à U de l'application source de $ =# N sur N , Une forme de 
^ o o 

pseudo-connexion sur U est un morphï'sme de fibres vectoriels 
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O 
a) : TU > T* ($ai =# N ) compatible avec a M et tel que pour tout x N , le N o U o o 
rang de la restriction de w à TU H T$ soit égal à la dimension de 4 

x x 

Remarque 1,4. En pratique, les formes de pseudo-connexion qui interviennent 

vérifient la condition supplémentaire suivante : Pour tout X € N , la res-
o 

triction de o) à TU (\ T$ coïncide avec la forme invariante à gauche canonique 
x 

sur le groupe de Lie <2>x. 

O O 
Soit HCPt*., =# N )) le fibre Drincipal associé à T'($ M =# N ) et 

t\J O N O 
O O O 

soit y une section différentiable définie sur Nq, à valeurs dans H(T ' (<ï̂  # N Q ) ). 
o 

(Notre étude étant locale, on peut toujours supposer qu'une telle section 

existe). 
La donnée de y équivaut à celle de r sections différentielles 

O 
y.,..,,y de N dans T'($ M # N ) telles que, pour tout x G N , les vecteurs 1 r o N o o o 
u^fx),..., y (x) forment une base de l'algèbre de Lie de $ . i r x 

Une forme de pseudo-connexion o> étant donnée, soit co le transposé de 

1 1 
a) par la projection de 0 # N sur $ # N définie par : (u,x ) > (u,x) 

o o 
1 1 ° 1 

(avec x «" origine de x ) et soit or ; T(§ =# N ) > "f'(§^ N QÎ le morphisme 

1 ° 
obtenu en relevant o) dans T'(* #N r) nLe diagramme suivant est donc commutatif s 

T(* # N 1) — > T'C*,. # N 1) 
o N o 
\ o 

TU O T(* # N ) — V T f ( * N # NQ) 
o 

La donnée de la section y permet alors d'écrire successivement : 
r 

k=1 

où les o), sont des morphismes de TU dans N x fR compatibles avec a : U > N . 
k o u o 
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avec o), transposé de o), 
K K 

r ^ 

où les a), : T(<±> # N 3 > N x fR sont obtenus par relèvement des o>, . 
K. o o K 

On note ojjl , c o * les restrictions de AI ai" à T ' ($ M # N 3, 
1 r 1 r l\! o o 

Comme la restriction de u) à TU H TO est de rang maximal, les a>.' forment une 
x K 

base de l'ésipace' des morphismes de T* ($., W N 3 dans N xîR qui sont compati-
N o " o 

0

 r 

blés avec la projection d e # N sur N ou/ ce qui est équivalent des 
N o o 

• 1 ° morphismes T' (*N # N q}• — > • (R* 
o 

Soit T. : T'Û. > 0. xfR P p une trivialisation locale adaptée 
i i i 

1 ° 1 0 

à T'N . Avec les notations du a ) , l a restriction de T'ty à T'($ M # 0 . ) 
0 o N i 

s'écrit i o * J ? ~ 

J 2=1...n-p J 1 

2̂ o 
ou T J est un morphisme de T'(* N #= O J dans 0^ xfR. On peut donc écrire : 

1 o 
J r J 
2 2 

T J ; = ^ a J k ^1 = 1 < " u ' P ' 32— 1 '•• " *'p ^ v P ^ 
1 k =1 1 

où les a , , sont des fonctions différentiables sur 0. . Ces fonctions, une 
J^k i 

fois déterminées, le système différentiel fondamental 

CT £3 o (T 1 = 0 
o 

se ramène donc sur 0^ au système suivant : 

l J L L . a

 1 * o k=1,...,r 
J =1 .. ,p a

 J 2 J2,K 
J 2=1...n~p 3^ 

il est donc entièrement explicité- La règle de E. Cartan (cf. d) ci-dessous3 

permet le calcul des fonctions a T . . 
J 1 K 
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c) La forme canonique. 

Le groupoïde différentiable * étant le groupoïde de définition d'un 

pseudo-groupe de Lie de type fini R sur la variété V, il opère naturellement 

sur V et TV et ces actions sont compatibles. Ceci permet donc de définir sur 

$ =# V une forme canonique (cf. 0). On note n la forme canonique induite sur 

* N . 
o 

Si A = (J x

(f,x) N Q et si X é T A($ =# N ) on a donc : 

ncx) = i ^ Y î " 1 (T*°(XÎ). 
o 

De plus, n est un morphisme de Tt$ # N ) sur le fibre T N induit 
o o 

par T U sur N (ou U est l'ouvert saturé de N dans V). o o o o 

Proposition 1*5. Pour toute forme de pseudo-connexion o) on a, au voisinage 

de A : 
o 

Ker n ® Ker 0) = T(* =# N )• 

En effet, en un point (j % ,x) é A , le noyau de n est l'algèbre 

de Lie de $ et a> est une projection sur cette algèbre de Lie, d'où l'égali­

té en ce point. La continuité des formes n et ca permet de prolonger cette 

égalité à un voisinage de (j' IL ,x) d'où le résultat. 

o 

Soient e et y des sections de N dans H(V) et H(T'($ M =# N )î res-o N o o 

pectivement, et soit w une forme de pseudo-connexion. On a : 

n 

n = I n p ® e 

r 

k-1 
où n n et a>, sont des morphismes de fibres vectoriels de T(* =# N ) dans 

* k o 

N xfR» En composant avec la projection de N x fR surfR, chacun de ces mor-
o o 

phismes définit une forme différentiable sur t = N q qu'on désignera encore 

par la même lettre. Comme conséquence de la proposition précédente et des 

définitions de n et w, on a alors : 
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Proposition 1.6, Avec les notations ci-dessus, les formes différentielles 

et u* constituent, au voisinage de A q , une base de l'espace des formes 

différentielles sur * N . 
o 

On suppose donnée dans ce qui suit uns section différentiable e 

de N_ dans H(V) ; les notations sont celles du a) Soit x 1 e 0. 'et soit M o : i,x 
1 

une sous-variété de dimension p de V dont l'élément de contact en x est x . 
'v o —1 <\, 

Soit M = LI> ) (M) l'image réciproque de M dans $ # N ; on note N la res-

'v a, ^ 
triction à ri de la forme canonique N et l'on désigne par r\^t..., N les 

formes différentielles induites sur M par les formes N„,...,TI sur $ =# "N . 
i n o 

Comme x appartient à l'ouvert 0. défini par e. (x),...,e. (x), les formes 

N * . . . , N . sont indépendantes sur un voisinage xbde (J 11,x) dans M et, 
• 1 x p x 

dans ce voisinage on a , pour q=p+1,...,n : 

C D ï. - | t a.ï. 

S ^ 
où les t sont des fonctions numériques sur M. 
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Si l'on conviant de désigner par n' (resp. n") la forme (n. , . . O , ^ ) 
i 

* ^ D N 1 P 

(resp. (n. ,...,n. )) définie sur M et à valeurs dans ffr (resp.fR n~ p) 
p+1 n 

l'égalité (1) s'écrit : 

(V) n = t n' 

où t est une fonction définie sur M et à valeurs dans l'espace des matrices 

à p colonnes et n-p lignes. 

Soit t' la restriction de t. à la fibre de PI au-dessus de x, c'est-
à-dire à $ . Cette application t' est définie sur le voisinage ouvert 

x 
d e J„ li- d a n s *v- Soit g 6 IL ' et soit y l'élément de contact 

X X X 

de dimension p,de V égal à n(T (M)}. Comme n'(T (II)) est de dimension p, 
g g 

v 1 C 0. ; de plus, relativement à la carte <-f, , la matrice des coordon-
• i,x > i,x 

nées de y est la matrice t'(g) comme le montrent les égalités (1) et ( V ) . 

Le résultat suivant est la clé de la méthode du repère mobile. 

Lemme 1 .7 « Pour tout g & , on a : 

t'(g~1) = (f. (gx 1) * i,x 

Soit en effet g € %' et ^ un difféomorphisme local, appartenant 

au pseudogroupe r, tel que g = j ^ -

•n a 1 T n = (T 41 ) (x ) 
g g 

1 ^ 
et donc, si y = n(T (H)), 

g 

y 1 - n[CT g «J,
0)"1 (x 1)] 

= ( T x y " 1 ) (T g (T g (x 1) 

- (T y~h Cx 1) 

x 
-1 1 

= g x 

mais alors t'(g) = (P ( y V V\ (g 1 x 1 ) d'où le résultat en remplaçant g 
i,x x' x 

-1 
par g . 
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d) La règle de E. Cartan. 

Les notations sont celles des paragraphes précédents. 

On suppose données 

1°) Une section différentiable e : N > H(V) (cf. a) 
o 

O 
2 ° J Une section différentiable y : N > H(T'(4 M =# N )) (cf. b) K o N o o 
3°) Une forme de pseudo-connexion ai sur $ =# N . 

Soit (0., *P . ) une carte de N 1 associée à la section e (cf. a) et 
1 1 o 

1 
soit x £ 0^- Comme au c ) , on fait choix d'une sous-variété M de dimension 

1 % o -1 
p de V dont l'espace tangent en x est x et on note H = (ip ) (M). 

*v ^ ^ 
Les formes r\. i n' ; n" ont la même signification qu'au c). On note 

o) la restriction de uj à M et on désigne par oî^,...^ les composantes de oo 

1 'V ^ ^ 
relativement à y. Comme x ér 0. , les formes M..»TI^ et O)^,...,OJ cons-

tituent une base de l'espace des formes différentielles sur fi au voisinage de 

j % - On a donc, pour q=p+1,...,n des égalités : 

'B P _ i> ^ 
(1) dn. * I A ? n.„ A n. + £ n q * . * iq rt ^ . £m i£ i fl A

L B * n. A u>. ^ ft,m=1 m 4=1...p Jlk i K 
k*1.„.r 

où AT; et B7\ sont des fonctions numériques sur M, 
4,m £k 

Avec des conventions évidentes, on écrit (1) sous la forme : 

(1 ' ) d n" = A n 1 A n' + B A o) 

1 1 

On pose B(j JL ) = B(x J 5 B(x ) peut être considéré comme la matrice 

d'une application linéaire de IRr dans fRP x (RN P . 
^ 'V 

On a, par ailleurs (cf. c) ) : n" = t n'» Le champ d'éléments de 

contact défini sur M par n' = 0 est donc le me me que celui défini sur M par n-o 

c'est-à-dire par T ^° = 0. Comme ty0 est une submersion, ce champ d'éléments 

s 
de contact est complètement intégrable. Il existe donc des fonctions A ^ et 
"s * 

s u r M telles que, pour 9=1,...,p : 
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s £,m=1 £ m £=1, . . .p £ 
k=1>. „ .r 

On écrit encore (2) sous la forme ; 

(2') d n = A n J A n , + B n , A o ) 

On pose B U X ) = B(x ) et on considère B(x ) comme la matrice d'une appli­

cation linéaire de fR r dans ÎR P xfR p. 

On peut maintenant énoncer le résultat fondamental. 

Règle de E. Cartan. 

Etant données, comme ci-dessus, des sections e et y et une forme de 

pseudo-connexion a>, soit (0., V.) une carte de N associée à la section e 
1 1 o 

J 2 
(cf. À) et soient U J (J^ = 1.,.p ; = 1,...,n-p) les coordonnées associées 

, 1 1 T ^2 1 ~ 
à Y . dans 0. . Pour tout x £ 0., soit t (x ) = t, (x ) la matrice à p 

i 1 i L J 1 J 
1 1 

colonnes et n-p lignes des coordonnées de x et soit T(x ) la matrice de 

l'application IL x t(x 1) de fR P x fR P dans fRP xfR n~ p. 

J 2 

Les expressions, dans les coordonnées u des solutions du système 
J 1 

différentiel : 
° 1 

T £ o T' * = 0 
o 

dont la source est dans 0^ sont alors les solutions du système : 

L -2-4- (x 13 a * r x

1) « 0 k = 1...r 

3-1 P a u 2 V K 

J 2=1...P J 1 

1 R ^2 1 N 
où aCx ) 58 a, (x ) , considérée comme matrice d'une application linéaire de 

TR r dansTR P x fR n~ P est définie par : 

a(x 1) = B(x 1) - TCx 1) Btx 1) 

1 •— 1 

où B(x ) et B(x ) ont été définies plus haut-, 
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Preuve. 
O >J O 

La restriction de T' à T' <*> =# G peut en effet se mettre sous 
o 

la forme : 0 

T ' ^ = I t 2 g) - V 
J,1 = 1"' p 1 au, 2 

J 2=1,..n-p J 1 

avec _ . 
^ v £ , 

1 k=1 1 

Si on pose : r-J^ -

° 1 
on a donc x = a et tout revient, pour déterminer explicitement T.* , 

1 1 1 1 
à calculer le matrice. a(x ] pour tout x 6 0.. Pour x donné, a(x 3 est en-

o 
tièrement déterminée par la restriction de l'égalité T = ato' a T' .(*., # • .). 

a x, N i 
1 o 1 o 

Soit x 1'-origine de x , si l'on identifie T' IFI 0.) à l'espace T. AQ 3 
X o J x 

tangent zu groupe d'isotropie 0 au point j IL, la restriction T a de T à 
x x i 

O O ^ X 
T'tS-.^O.) s'identifie, par définition même de T' É , à la différentielle 1 N î T o 

x 0

 1 ' 

au point j 11 de l'application g — - > *f (gx ) définie sur $ .Cette dernière 
x i, x x 

-1 

application étant égale à l'application g > t'(g 3 (cf. Lemme 1.7), on se 

ramène donc à calculer la différentielle dt' de t' au point j IL ou, ce qui 

revient au même, la restriction à J $ de la différentielle dt de l'appli-
j ii x 
X r\, 

cation t définie (cf. c) ) sur % n par : 
(3) n" = t n' 

En différentiant (33, on a : 

(4) d n" = dt A n' + t dn' 

En raison de (1'} et (2 ' 3, on a donc : 

(5) A n ' A n * + B n' A u 5 dt A V + t A n 1 A n ' + B n' A:.w 

qui s'écrit encore : 
% OR O» A» AI A» ^ A» 

(6) A n* A n' + B n f A w = dt A n 1 + TA n' A R]9 + TB n' A a) 

d'où 1 on déduit : 
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(7) n 1 A [dt + CA - TA) n f + (B - TB) u>] = 0 

Comme les composantes n. , n. de n ! forment un système libre 

sur M, il existe donc une matrice C telle que : 

(8) dt + CA - TA) r î V + (B - TB) u) = C n 1 . 

La restriction de cette relation à T. $ s'écrit i 
J X H x 

(9) - T• * (BCx 1) - T'(x-) B(x 1)) o)'1 = 0 
x x 

car dt / T, A t $ = dt ' = -T A jwll x 1 
X x 

n / T. A l $ = • 
Jxli x 

w / T . * = 

j il x 1 J x ^ X 

•n a donc : 

(10) a(x 1) o)^ * T 1 « [B(x 1) - TCx 1) B(x 1)] 
X X X 

d'où _ 
afx 1) = BCx J - T(x ) B(x r) 

0 t 
Il suffit ensuite d'écrire le système 11 o T' = o dans les coor-

données u, pour obtenir le résultat» 
J1 

e) Repérage absolu à l'ordre 0. 

En pratique, c'est la donnée d'un repérage absolu au-dessus de N Q 

(cf. définition 1.9) qui permet d'obtenir les sections e et u ainsi que la 

forme de pseudo-connexion o> utilisées en d). 

Soit T'(* «# N ) le fibre des vecteurs tangents à $ # N et verti-

o o 

eaux pour la projection de 4 =# N Q sur N q . Ce fibre s'identifie à l'ensemble 

-1 -1 
des vecteurs ot-verticaux de a (N ) lorsqu'on identifie $ # N à a (N )c<f>. 

o o o 
o 

Soit T'(* # N ) le fibre induit par T'(* ¥t N ) sur A . On a en particulier o o o 
o o 

T'(* M # N ) C T ' ( $ # N }, On rappelle (cf. b)) que pour x 6 N , 
N o o o 

o O 
T ! „ , ($„, =# N ) est de dimension r. 
(j IL - x) N o 
x o 
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DéfinitiDn 1/9. Un repère absolu en x € N est une base 
. Q 

eCx) = (e (x),..-, E (x)) de T' . ( 0 = ^ N ) 
I S l J ^jj, , x J o 

dont les r premiers vecteurs appartiennent à T' A. . (*., =# N ) Cet en 
(J X11 ,x) N q o 

constituent donc une base). 

Un repérage absolu au-dessus de N q est une famille t^,...,e de 
o 

sections différentiables de N dans T T * # l\l i) telle que, pour tout x 6 N , 
o o o 

e(x) = (e^fx),..., e

s ^
x ^ s o i t u n r e P è r e absolu en x. 

Exemple 1.10. Soit G le groupe des déplacements de l R n . L'action de G surrR n 

o 

étant transitive, on peut prendre N = 0. Alors, T'($ # N ) est l'algèbre 
o o 

o 

de Lie de G et T'C*^ ^ N ) l'algèbre de Lie du groupe d'isotropie en 0 
o 

(i.e. S0(n)). 

La donnée d'une base orthonormée de (R n (i.e. le repère absolu de E, 

Cartan) définit un repérage absolu car, à cette base correspondent des coor­

données x.̂  dansTR n et x^ dans GL(n ,rR) et donc des coordonnées x^ , x^ dans 

le groupe affine Cc(n). Si l'on considère dans T^G les vecteurs : 

3 , J 8 9 e . = et e . = R R , 
1 a *i 1 a x J

 3 

1 J 

ils forment une base et définissent un repérage absolu au-dessus de Ov 

Rappelons (cf. II. A), § 1) que N est l'image d'une section de la 

^-submersion f de source U , de but fR . 
o o 

Proposition 1.11. A Un repérage absolu au-dessus de N sont canoniquement asso-
o 

ciéasdes sections dif férentiables e et y de N dans H (V) et H(T' N } ) 
O iM O 

respectivement et une forme de pseudo-connexion sur $ N Q . 

Soit en effet e^,... .,e le reoèrage absolu donnée Par définition 

même, les sections e^,...,e r définissent une section différentiable y de N Q 
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o 
dans H(T'{<*> N 33. D'autre part, les vecteurs T,. A X ,,},..., 

N e K [j lL,x3 r r+1 o x 
T F . . i|>°(e 3 forment une base de 1*espace tangent en x 6 N à l'orbite 
Cj 1L*X3 r s • & o 
x. 

0 de x. Si donc on désigne par x ,,..,x„ les coordonnées définies sur N x L o 

par la restriction de f° à N les sections de TV au-dessus de N définies 
o o 

p a r 1 3 3 
Q A ~ ~^— 8.,= , - — , e n A - T\D°(E A3, ..., e = T^°(e ) 1 S X J £ 3x^ £+1 * r+1 n y s 

définissent une section différentiable e de N dans H(V3. 
o 

o 

Il reste à déterminer la forme de pseudo-connexion. Soit T($ N q 3 

le fibre induit sur par le fibre tangent T(§ N 3 et soit E le sous-
ù o 

o 

fibre de T($ # N q 3 engendré par TA q et les images des sections e'r+<| * • • • *
e

s-

On a : o o 

o N o o 

< Z : \ _ F : / 

W / 

> 

_ r - / / x e r » f ; " | e s . 

tt s / / 

l Z / / 

- " -y / / 

V i_ x

 ; / 

v / v - " — ~ ~ ~ — — ^ A ^ i ^ y 
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o o 

On désigne par n la projection de T($ # N q ) sur. ̂ 'C**^ #= N .), 

définie par cette décomposition en somme directe. Soit alors u> » T<*> —=—> T§ 

la forme ..canonique sur 0 définie au CI. A), § 21. En identifiant <J. =#. N q à 

une sous-variété de $ par le plongement (j <f ,x) > j Y > la ..restriction 
x x 

de a à T($ =# N ) définit un morphisme encore noté a), de T(<±> =# N ) dans 
o o 

T($ =# N q ) 0 On vérifie alors que II o w ; TC$ # N Ï > T' # N ) est 
o 

une forme de pseudo-connexion sur $ # N , 
o 

Exemple 1,12. En reprenant l'exemple du groupe G des déplacements de R n , la 

section y, qui se réduit ici à y(o), est la base — r r de l'algèbre de 

3x. 3x/ 

Lie 0(n). La section e, définie par e(0) est la base de (Rn définie par le 

repère absolu. Enfin, la forme de pseudo-connexion est obtenue en composant 

la forme invariante à gauche TG > T^G avec la projection de T^G sur 0(n) 

définie par la décomposition T^G = o(n) © î R n associée aux coordonnées. 

Remarque 1,13. Lorsque, partant d'un repérage absolu, on utilise la règle de 

E. Cartan, la détermination des matrices A, B, A et B définies au d) est 

simple une fois connues les équations de structure du groupoïde $ (i.e, de 

la forme canonique u)). 

$ 2. Passage de l'ordre 0 à l'ordre 1. 

Dans le paragraphe 1, le fait que l'ouvert saturé Ù ' soit un ouvert 

de la base du groupoïde 0 est essentiel. Pour pouvoir reconduire la méthode à 

l'ordre 1, on doit donc se ramener à une situation du même type ; ceci est 

l'objet du a) ci-dessous. On montre ensuite au b) comment à partir d'un 

repérage ^absolu à l'ordre 0 il est possible, 6ans données supplémentaires, 

d'obtenir, un.repérage absolu à 1• ordre 1 
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Q 

a) Le groupoïde $ . 

c 1 

Soit r le pseudogroupe engendré dans CP par les difféomorphisrnes lo­

caux CP obtenus en prolongeant les transformations ^ e F (cf. I , B), § 1, 

b) ). On vérifie aisément que, de même que r, F" est un pseudogroupe de Lie 

c 
de type fini et que son groupoïde de définition, qu'on note <±> , s'identifie 

1 1 au groupoïde $ # CP dés éléments composables pour l'action de £ dans CP . 

c '1 c e La base du groupoïde est CP ; on note a° et g les applica-

c 1 tions source et but de $ sur CP , 

^ 2 1 1 
Soit CP = CP C CP ) la variété des éléments de contact de dimen-

1 c ^ 2 
sion p de CP . Le groupoïde § opère naturellement dans CP et l'on peut 

utiliser, pour la recherche des invariants différentiels pour cette action 

c ^ 2 
de $ dans CP la méthode du paragraphe précédent, 

? 
La variété CP des éléments de contact C 9 diifiension p et d'ordre 2 

1X1 2 

de V se plonge canoniquement dans CP « Plus précisément, evec les r.otaticr:c 

du CI, B), 5 1), soit j 2 y £ CP 2, et scit y 1'.application C-gTRP dans CP 1 

définie par : yCx) = j (u ° T, 3 , y est une II7V.TR?rsiop et j 1 y est un élément 
o x o 

^ 2 —2 ~s-} 

de CP ne dépendant que de j y : c'er?.t I ' I W . P G de J " Y par le plongement 

canonique. 

On vérifie ensuit •> aisïvinsnt q CR*' ebt crible pour ï 'action rie $ u 

dans CP*" et que pour l'action ainsi induit:: 6b <£> dam- CP les orbites sont 

les mêmes que pour l'action'de $ dans CP*"-.-Ceci montre que les invariants 
2 2 

différentiels pour l'action de * dans CP̂ " sont ,les restrictions à CP des 
c r' 7 

invariants différentiels pour l'action de $ dans CP". La règle de t. Cartel 

peut donc encore être utilisée pour la recherche des invariants différentiels 

d'ordre 2, Plus généralement, pour les mêmes raisons, cette règle pourra être 

utilisée pour la détermination des invariants ri?ordre n, une fois connus ceux 

d'ordre n-1-



- 52 -

b) Repérage absolu à l'ordre 1. 

Les données sont les suivantes : 

f Q : ̂ -submersion définie sur•un'ouvert de V 

N : image d'une section différentiable de f . 
o o 

c 1 
f̂  : 0 -submersion définie sur un ouvert de CP 

: "image d'une section différentiable de f^- On suppose que se 

projette sur l\! par la projection de CP^ sur V . 

On adopte, pour le groupoïde $ c, la même méthode de notation 

que pour ainsi 

o c * # : est le produit f i b re de.* et pour les applications 

a C : $ C — - > N t et % : NA > . 

c c 
$ N : est le groupoïde d'isotropie de 0 au-dessus de ; c'est 

1 c 
donc la réunion pour x 6 des groupes d'isotropies § ' * 

x 
c c 

^ '̂ 1 " e S t 1 8 P r o d u i 1 : ^ i b r s de 0^ et pour les p rojections cano-
1 o ' 1 

nique de et N s u r ^ Q n a : ^ =# INL C $ C # N . , 

c "f 
: est l'ensemble des éléments de 0 =# de la forme (j ̂ U , x ) 

K 

° c 

T ' ( $ # ) : est le f i b re induit sur ÀA par le f i b re des vecteurs tangents 
c c .à $ # et verticaux pour la projection de $ # sur IM̂  . 

° c ° c 
T ' # 1 ^ ) : est le sous-fibré de T C O # N^î formé des vecteurs tangents 

o 
c 

à # et verticaux pour la projection sur . 
o 

Plaçons-nous d'abord en un point x £ d'origine x € N . On .a 

c ~̂  ̂  c -1 
une identification, canonique de (a.) (x*)C$ avec a (x) <c$„ Par cette iden-

c c 1 
tification, le groupe d'isotropie <2> de $ en x s'identifie à un sous-

x 
groupe de $ x j groupe d'isotropie de $ en x. De plus, avec les notations du 
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(II. A), § 1), le sous-groupe de $ ainsi obtenu est l'image réciproque de 
x 

1 1 1 x par l'application (ou plutôt sa restriction à * x {x } qu'on iden-o x 
c tifie à $ }. L'algèbre de Lie de ̂  , considéré comme sous-groupe de $ est x i x 
X o >J o 

donc le noyau de la restriction de T' ̂  à la fibre de T ' £ * N # ) au-
1 ° 0 

dessus de (j % ,x } c'est-à-dire à l'algèbre de Lie de <±> . u x ° x 

1 
Ceci étant, en x £ N q J comme en x £ , un repère absolu est une 

base d'un certain type de l'espace tangent à a '(x) au point j IL. La diffé-
x 

rence est essentiellement la suivante : dans le premier cas, les r premiers 

vecteurs doivent former une base de l'algèbre de Lie de $ , dans le second 
x 

cas, les r^ premiers vecteurs doivent former une base de l'algèbre de Lie de 

c c 
$ ^ (avec r^ = dim * ̂ ) . 
x x 

La méthode pour obtenir un repère absolu d'ordre 1 à partir d'un 

repère absolu d'ordre 0 est maintenant claire. On doit, par combinaisons 

linéaires de certains vecteurs du repère d'ordre 0, obtenir une base de 
c 

l'algèbre de Lie de $ ̂  et compléter cette base par des vecteurs du repère 
X -1 

d'ordre 0 pour former une base de T. A (a (x)). 
J x U 

Le passage au.global se fait sans difficultés* Soit $ # (resp„ 

$ N # ) le produit f i b re de g # N q (resp. § N N Q ) et N 1 pour les pro-
o o 

jections canoniques de $ # NQ (resp. $ N et sur N . Avec les no-
Q 

tations du (II. A), § 1), on a : * M # -C * N #= N . On convient de noter 
o 1 o ' V - o o 

encore T ' la restriction de T'ijr à T'(* M =# INL 3, f i b re induit sur r o o N 1 
•1 

$ N * N 1 par T ' ( 9 N # i V ) . 
o o 

1 1 1 
Lemme 2.1. L'application (j% H

; > x, x ) > (j <f, x , x ) de § x N x l\L 
• X X O I 

Q 

dans $ x x induit un difféomorphisme de * =# sur $ # compati­

ble avec les projections de $ =# N 1 et £
C # N 1 sur N 1 . 
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Démonstration évidente. 

° c ° 
Ce lemme permet d'identifier T'(* =# N^î avec l'espace T.'C* # 3 

des vecteurs tangents à § =# aux points de la forme îj U > x 3 et verticaux 

pour la projection de $ # sur . 

Lemme 2.2. Par l'identification de 0° # avec 0 # N , S° # N 1 est 

° c ° 1 1 

contenu dans $ N # et T'(* =# N<l 3 = Ker (T' ij/). 
o 1 0 

Pour démontrer ce lemme, on procède fibre par fibre. Et pour 

chaque fibre, il suffit d'utiliser la même méthode que celle utilisée plus 

haut au point x é N^, 

Corollaire 2.3, Un repérage absolu au-dessus de est une famille de s 
o 

sections différentiables indépendantes de dans T'($ # 3 dont les r^ 

° 1 

pemières sont à valeurs dans Ker T' . 

Evident. 

Soit ZA ,...,eg un repérage absolu au-dessus de N q , soient e et y 
o 

les sections de N dans H(V3 G T H(T'(0 # N 3 3 respectivement et u) la forme o o 

de pseudo-connexion associées (cf. proposition 1.113. 

En utilisant les résultats et notations du § 1,b3, soit u)Jj, . . ., 

° 1 
la base des morphismes T ' ( &. # N 3 > fR associée à co. La restriction de 

( M o 
o 1 O 

T' $ à T'(.^ =# N^3 s'exprime par : 
o 

J 2 r ) J -1,.....p 
Ti = al k wk 

J 1 k=1 V K J 2 = 1,...,(n-pî 
° j 

et comme Ker (T' i> ) a des fibres de dimension , par hypothèse, il existe 
°J 7 

p rmi les formes t. , r-r. formes linéairement indépendantes, qu'on notera 

R 1 + 1 J r 
x , ...,T . Complétons ce système par des formes u£ , ..., a£ de sorte 

1 R I 
que : 
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J 
1 r 

(I>£ , . • • , 0)̂  , T ,.«>., T 

1 ^ 
o 

soit une base de l'espace des formes T'($ N # ) >ÏR. 
' o 

c c c c c c Soit , E . , . » =, e la base duale. Les e. sont des 
I Z r^ r^+1 r i 

O 
sections différentielles de dans T'(<±>̂  # ) vérifiant les conditions 

1 ° 
suivantes pour tout x : 

c 1 c 1 ° 
1°) e^fx ),..., e^fx ) est une base de T' (* N =t¥ ) 

x 
c 1 c 1 ° 1 

2°) (x ),..., e (x 3 est à valeurs dans Ker CT' IH )„ 
1 r 1

 T o 

Pour obtenir un repérage absolu à l'ordre 1, on doit compléter le 

c c 

système e ^ . . . ^ ^ . On utilise pour cela la remarque suivante : la projection 

de $ # N, sur $ # N définie par (j <f , x ) > (j SP ,x3 induit pour 
1 Q X X ' 

1 O o 

chaque x è N, un isomorphisme de Tî, 1, (0 # l\L) sur T!. Aà . ($ #= N ) ; 
1 (ili * x J 1 *x) o 

x 'x, x 

on définit donc pour chaque i une section différentiable de dans 
o 

T'(<S> =# ) telle que le diagramme suivant est commutatif : 

N 1 = > T ' (<*> =# ) 

4̂  e. O >V 
N = > T ' U # N ). 
o o 

Ceci étant, par définition même d'un repérage au-dessus de N q > pour chaque 
x é , l'espace engendré par e^(x ),.«., £

p f
x î e s t T',. ^ x^)^*N ^ ^1^' 

c 1 c 1 

c'est donc l'espace engendré par (x ),...,e (x )- En posant : 

= e. pour k = r + 1, ... » s 
C C 

on voit que E^,..., e g est un repérage absolu au-dessus de . Le passage 

annoncé d'un repérage absolu à l'ordre 0 à un repérage absolu à l'ordre 1 

est ainsi réalisé. Le lecteur vérifiera en outre que ce repérage est bien 

adapté à la poursuite des calculs. 
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