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PSEUDO - GROUPES DE LIE DE TYPE FINI
ET METHODE DU REPERE MOBILE

par

Yvon BOSSARD

INTRODUCTION.

Lorsqu'un groupe de Lie G opére différentiablement sur une variéteé
V, 11 transforme un germe de sous-variété de V en un germe de sous-variété.
C'est la caractérisation des orbites pour l'action ainsi définie de G dans
1'ensemble des germes de sous-variétés de V qui constitue, on le sait,
1'abjet de la géométrie différentielle des sous-variétés de V (pour 1’action

donnée de G sur V).

Soit € Pr 1'espace des éléments de contact de dimension p et
d’ordre r de la variété V (cf. I, B, § 1). L'action de G sur V définit
canoniquement une action de G sur C Pr, en général non transitive. On a
donec pour tout r une décomposition de C P’ en orbites et 1'on sait que la
connalissance des fonctions différentiables de C pT dans iR, constantes sur
chacune des orbites, c'est-a-dire des invariants différentliels d'ordre r
pour l'action de G sur V permet, dans les cas réguliers, cette caracté-

risation.

I1 est donc important d'indiquer un praocédé permettant de déter-
miner explicitement ces invariants différentiels. C'est icl qu'intervient
la méthode du repére mobile de E. Cartan ([f]. [5]) qui permet, dans les
cas réguliers, de ramener la recherche des invariants différentiels de C pr

a8 la recherche des solutions de systémes différentiels entidrement explicités.






Lorsqu'au lieu d'un groupe de Lie G, c'est un pseudo-groupe de
Lie T qui opére sur V, l'action de T sur V se prolonge encore en une action
de T dans 1'ensemble des germes de sous-variétés de V. Il est possible,
lorsque T est un pseudo-groupe de Lie de type fini, d'adapter la méthode
du repére mobile & 1'étude des orbites ainsi définies par T dans l'ensemble
des germes de sous-variétés. C'est, en méme temps gqu’une description précise

de la méthode du repére mobile, ce que l'on se propose de montrer dans le

présent article.

On s'est systématiquement placé dans le cadre des groupoldes
différentiables, le seul qui nous semble convenir pour une telle étude.
Un paragraphe O rassemble les résultats relatifs aux groupoides utilisés
dans la suite. On démontre, au paragraphe I, les théorémes généraux de la
géométrie différentielle des sous-variétés d'une variété T-structurée. La

méthode du repére mobile est décrite au paragraphe II.

Par la complexité méme des structures de prolongement qui inter-
viennent, la description de la méthode du repére mobile n‘est pas immédiate.
Son utilité cependant, ne serait-ce que par les beaux exemples traités par

E. Cartan, n'est plus & démontrer.

Mademoiselle P. LIBERMANN m'a beauccup aidé dans la préparation

de ce travail. Je tiens & lui exprimer ici ma reconnaissance.






U -~ GROUPOIDES DIFFERENTIABLES

A) Groupoides différentiables

Définition 1 : Une structure de groupoide est définie sur un ensemble ¢ par

les données suivantes :
1°) Un ensemble B < & , appelé base ou ensemble des unités de ¢

2°) Deux applications a et B de ¢ sur B induisant sur B8 1l'application iden-

tique, o est l'application source et B 1l'application but.

3°) Une application w, dans &, du produit fibré

¢ ﬁf;= ¢ = {(u,v)]€ & x ¢/ Blu) = alvl}.
B=a :

L'application u, qui est une loi de composition interne non partout définie,
doit (avec la convention u(u,v) = vu) vérifier les conditions suivantes :
a) alvu) = alu) ; Blvu) = B(v)

b) si (u,v)€d %= 0 et (v,w) € & %= 08, alors (wvlu = wlvu)
B=a B=a

#
cC
-

¢} ualu) = glulu

4°) Une application v de & dans ¢ vérifiant :

alaov =28 3 Bowv =

]

i
]

b) viulu = alu) ; u viul Blul.

On pose parfois v{ul} = u_1.

Un groupoide est un ensemble ¢ muni d’une structure de groupoide.

Définition 2 : On dit qu'un groupoide ¢ est différentiable si :

1°) ¢ est une variété différentiable

2°) B est une scus—variété (plongée) de &



3°) a est une submersion (et donc & ﬁ#; ® est une sous-variété de ¢ x &)
B=a

4°) y 8t v sont différentiables.

En particulier, si ¢ est différentiable, v est un difféomorphisme

et a et B sont des surmersions (i.e submersions surjectives).

Exemple 3 : Soit G un groupe de Lie opérant différentiablement sur une
veriété V. On définit sur VxG une structure de groupoide différentiable en
posant :

-B=Vx{e} (e

]

€lément neutre de G)

alx,g) = (x,e)} ; B(x,g) = (gx,e)

u[[X.g]. [gx;hj]

i
i

(x,hg)

vix,g) = (gx,g-1]

Pour d'autres exemples, voir [é].

On définit aisément la notion de sous-groupolide ¢ d'un groupoide Y
{on impose & 1l'ensemble des unités de ¥ d'étre le méme que celui de ¢J).
Lorsque $ est un groupoide différentiable, deux cas peuvent ss présentsr
{comme pour les groupes de Lie) : le sous-groupcide ¥ est soit immergé, soit

plongé dans ¢. Seul le second cas interviendra dans la suite, donc :

Définition 4 : On dit qu'un sous-groupoide ¥ d'un groupolde différentiable ¢

est un sous-groupoide différentiable, si :

1°) ¥ est une sous-variété (plongée) de ¢

2°) B sst une sous-variété de V¥

3°) o est une submersion de ¥ sur B.



B} Action d'un groupoide différentiable sur une variété

Dans ce paragraphe et dans ls suivant, les groupoldes sont sup-
posés différentiables.

Soient E une variété et p une application différentiable surjec-
tive de E sur la variété B des unités du groupoide ¢. La projection
a :  —> B étant une submersion, le produit fibré

o H=E = {(u,x) € ¢ x E / alu) = p(x)}
aA=p

gst une sous-variété de & x E.

Définition 5 : Une action différentiable de ¢ sur E compatible avec p est

une application différentiable 6 de Q-#L E dans E vérifiant (avec la con-
a=p
vention §(u,x) = ux) les conditions suivantes :

1°) Si e € B et p{x) = &, on a ex = x

2°) Si (u,v) € & =F=odet si (u,x) € & %= E, alors :
B:a a:p

(v,ux}€ & %#;=E et wv(u,x) = (vulx.
a=p

=

Définition 6 : Soient E et E' deux variétés et I une submersion de £ sur E£’.

On dit que des actions § et &' du groupolde ¢ sur E et E’ respectivement,

sont compatibles avec @I si, pour tout (u,x') appartenant & ¢ ﬁf¥ E’', on a :
a=p’

Todé"{ux") = 6(u,ilx").

Définition 7 : Etant donné x € E :

1'orbite de x est le sous-ensemble O = 6[9—1(p(x)) x {x}] des éléments de E
de la forme ux, avec u€?d.

le groupe d'isotropie @x de x est l'ensemble des u € ¢ tels que ux = X.



On note R¢ la relation d’'équivalence : "x et y ont méme orbite”.
Une partie F C E est dite saturée, si slle est saturés pour RQ, c'est-a-

dire si c'est une réunion d'orbites.

Définitdon 8 : Soit U un ouvert saturé de E. On dit qu'une submersion f de

source U est une $-submersion si, pour tout.x € U,
o, - {ye U/ fly) = f(x)}

c'est-a-dire si les images réciproques des points du but sont des orbites.

Proposition 8. Pour un ouvert saturé U de E, les deux conditions suivantss

sont égquivalentes :
1°) Il existe une ¢-submersion de source U

2°) La relation RQ est réguliére dans U (i.e U/RQ @st une variété et

Uy— U/RQ est une submersion).

~

Preuve : immédiate a partir des définitions. Remarquer que si f : U — N
est une ¢-submersion, le but de f est difféomorphe & l’espace des orbites

de ¢ dans U.

Scit W une sous-variété de E, ¢ ﬁ%;=w gst alors une sous-variété de
a=p
$ ﬁ%; E comme image réciproque de W par la submersion de ¢ ﬁfL=E sur E dé-
a=p a=p
finie par (u,x) — x,

Définition 10. On dit qu'un ouvert saturé U de E est décomposable s'il

existe une sous-variété W de U telle que la restriction de §azd ﬂé; W soit
a=p
un difféomorphisme de ¢ 7éé=w sur U. On dira qu’une sous-variété W C U,
a=p
ayant la propriété précédente, est adaptée a U.



Soit U un ouvert décomposable et soit W une sous-variété adeptée

a U. En composant 6—1 HIRY > & =f¥=w avec 1l'injection canonique de

. a=p

Lo} ﬁ¢= W dans ¢ x W, on obtient une application (H1,H2] de U dans & x W
a=p

qu’'on appellera la décomposition de U associée & W.

Définition 11. On dit que x € E est régulier s'il existe un ocuvert décom-

posable contenant x.

Exemple 12. Considérons 1l'action, sur{Rz, du groupe des rotations D+UR2)
d'od (cf. exemple 3) une action sur Rz du groupoidele X D+ﬁR2). Pour cetts
action, l'ouvert(R2 - {0} est décomposable, car il suffit de prendre pour
variété W une demi~-droite ouverte issue de d (0 exclus). Tout point de

2

[R™ - {0} est donc régulier. L'origine O par contre n'est pas un point ré-

gulier, car le groupe d'isotropie en ce point aest O+GR2].

Les actions de groupoides que 1'on étudie dans la suite, sont
obtenues par prolongement de l'action sur une variété d'un groupe ou d'un
pseudogroupe de Lie. La condition supplémentaire suivante est alors véri-~
fiée :

Condition A. Il existe, pour tout u € & , une section différentiable ¢ de
o, définie dans un voisinage U de alul), telle que

1°) ola(ul) = u

2°) 1'application s : v —> o(B(v])])v définie dans 8_1(U)<: ¢ est un dif-
féomorphisme

3°) 1'epplication A : x ——» o(p(x))x définie dans p_1(U) est un difféo-

morphisme.



Une telle section ¢ sera dite primitive. L'application A (resp.
s} est le difféomorphisme de E (resp. &) associé a g.

On supposs désormais que les groupoldes vérifient la condition A.

Exemples 13. Reprenons l'exemple 3 ; ¢ = V x G opére différentiablemsnt
sur V par : §{{x,gl.x) = gx.

Siu-= (x,g) € ¢, 1'application o : (y,e) —=> (y,g) est une section pri-
mitive.

S1 T est un pseudogroupe de difféomorphismes de V, et si ¢ est le grou-
poide d'ordre k associé &4 T' (cf. I), les applications : x —> ji C(

(¥ € T') sont des sections primitives pour les actions naturelles de ¢ dé-

finies au paragraphe I.

L'intérét des sections primitives provient de ce qu’elles per-
mettent de construire, pour tout (u,x) ¢ ﬁ#5=E, un difféomorphisme local
: o 9FP
x de ¢ =~ E défini au vosinage de (p(x),x), trensformant [p{x),x) en (u,x]

a=p ‘
et compatible avec 1l'action de ¢ sur E. Plus précisément :

Proposition 14. Soit (u,x]) o =~ E et soit ¢ une section primitive de @

a=p
telle que o(a(u)) = u. L’'application y définie au voisinage de (p(x},x)

dans ¢ ﬁé5=E par :
a=p
x(v,y) = {o{plv y)) v,y) = {c(B(Vv])] v,y)

est un difféomorphisme & valeurs dans un voisinage de (u,x) tel que :

1°) x(p(x),x) = (u,x)

2°) S0 x Ao 8 (A difféomorphisme de E associé & o).

Preuve : La vérifiaction des conditions 1°) et 2°) est immédiate & partir

des définitions. De plus, si s est le difféomorphisme local de ¢ associé



ag, on a: x-1(w,y) = [5—1(w),y] et donc yx est un difféomorphisme.

Définition 15. On dit gqu'une sous~variété W de £ est transverse aux orbites

de ¢ dans E, si pour tout x W, on a :
TE=TW=+ T 0O
X X X X

ol Dx 2st 1l’orbite de x dans E.

Théoréme 16. Si W ¢ E est une sous-variété transverse aux orbites de @
dans E, la restriction a Q=7é= W de 1'application 6 de ¢ ﬁ%¥=E dans E dé-

a=p o=p
finissant 1’action de ¢ sur E est une submersion.

Preuve. Soit 61 la restriction de § & ®'7£= W
a=p

1°) 61 est une submersion en (p(x]},x)

~

En effet, 1'espace tangent TX Ox appartient évidemment & 1'image de

T §,. Il en est de méme de T W, car la restriction a W de 1la sec-

tion canonique y —> (ply),y) de € dans ¢ == E est une section de 5,

a=p
transformant x en {p(xJ,x).
2°) 51 est ung submersion en {(u,x)
Soit en effet (u.x)e @ ﬁ¢= W, soit ¢ une section primitive de ¢ telle que
o=p
ola(u)) = u et soit x le difféomorphisme local de ¢ <%= E associé & ¢ par
a=p
la proposition précédente. La restriction X4 de x & @ =54 W est un difféo-
a=p

morphisme local de ¢ %= W, et 1'on a : 51 O X4 = Ao 61 ; on a donc :

4 a=p

= = Aoé =7 E.
Im[T(u,x)51) Im[T(p(x),x)[61ox1) Im T(p(x],x)( © 1) Uux

Corollaire 17. Soient f : U —> V une ¢-submersion, W 1'image d'un ouvert

de V par une section différentiable de f et U 1'ouvert saturé de W.
Pour que U soit décomposable, il faut 2t il suffit que les grecupes d'iso-

tropie de ¢ dans ﬁ se réduisent a l'identitée.
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En effet, W est alors transverse aux orbites ; la restriction

61 de § a8 ¢ ﬁ%ﬁ W est donc une submersion, et pour que §, soit bijective,

1
a=p
il faut et il suffit, précisément, que dans ﬁ, les groupes d'isotropie

soisnt tous 1’identité.

Corollaire 18. Un point x € £ est régulier, si et seulement si il existe

un voisinage ouvert U de x tel que
1°) U est la source d'une ®-submersion

2°) Dans U, les groupes d'isotropie de ¢ se réduisent & 1'identité.

En effet, le corollaire précédent montre qu'il existe, dans U,

un voisinage ouvert de x gqui est décomposable.

Corollaire 19. Scient £ et E’ deux variétés, N une submersion de E' sur E,

§ et S’ des actions de 9 sur E et E’ compatibles avec II. Pour tout ouvert

décomposable U de E, 1l'cuvert U' = H-1(U] est décomposable dans E°'.

Soit, en effet, W une sous-variété adaptée a U ; W est transverse
aux orbites de ¢ dans E. Scit W' = H-1[w1;la compabilité de 6§ et &' avec II

implique alors successivement gue
1°) U' est le saturé de W' dans E’

2°) La restriction de &' & ¢ 7#¥= W' est bijective (car le groupe d'iso-
a=p’
tropie ds x' € U' est contenu dans celui de p({x') € U, qui.est 1'identité)

3°) W' est transverse aux orbites de ¢ dans E' car, @I étant une submersion,
pour x' &€ W', Tx' E' est la somme de TX,W' et d'un socus-espace dont la
projection par Tx,n est Tx DX {avec x = p(x*)) or, la restriction de Il a

1’crbite Dx' est un difféomorphisme de Ox' sur Dx
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Rameggua 20 : Soit ¢ un groupoide de base B, 11 existe una action naturelle

de ¢ sur B : celle définie par 1'application (u,x) —> 8(u) de ¢ # B sur B.
a=4

I1 est possible d’'interpréter toutes lss actions d’un groupolde
de cette fagon. En effat, si ¢ opére sur la variété E, les applications

suivantes définissent sur ¢ if5=E une structurse de groupolde de base

a=p
E (=(B #=E)) :
a=p

alu,x) = x ;3 Blu,x) = ux
uftu,x), (voux)] = fuv,x)

viu,x) = (u-1.ux].

Muni de cette structure, ¢ #=E est le groupolde das £1émsnts composables
a=p
pour l'action de ¢ sur E. Il sst imm8diat que les orbites., pour 1l'action

naturelle de ¢ 7¢5=E sur sa base E, sont las mémes que les orbitss pour
a=p
1'action da ¢ sur E.

C) Formes cangnigues

Soient E une variété, TE ls fibré tangent 3 E et T{ la projection
de TE sur E. Soit ¢ un groupoide différentiable et soient § et 6’ des
actions de ¢ sur E at TE compatibles avec II. Soit enfin p la projection de

E sur la base B de ¢.
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Définition 21. On appelle forme canonique associée aux actions de & sur E

et TE le morphisme de fibrés vectoriel n : T (¢ == E) —> TE défini,
| a=p
pour Xe 1€ Trux) (¢ ﬁfﬁ=E), par :
a=p
—
) =6"(u ', TSIX

n (X 1)

(u,x) {u,x)

Exemple 22. Soit ¢ un groupoids de base B opérant sur TB ; pour XU‘E Tu o,
on a alors :

-
n(x ) = u TBIX ).

On convient, plus généralemenht, &tant donnée une scus-variété M de ¢ =#Q'E

a=p
d'appeler forme canonique induite sur M par les actions § et ' de ¢ sur E
et TE la restriction de n au fibré TM. Ce morphisme est alors & valsurs

-]
dans le fibré TN induit sur N = p(M) par TE.
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I. GEOMETRIE DES SCUS-VARIETES D'UNE VARIETE T-STRUCTUREE.

Soient G un groups de Lie, 6 : TG —> T,G sa forme de structurs,

M une varisté connexe, u1.et.u2

I1 est bien connu qu’une condition nécessaire et suffisante pour qus Uy=Yo u

des applications différentiables ds M-.dans G.

1!
; 0 = u? 0. Ce paragraphsé a pour

but la démonstration d'un résultat analogue lorsque G est le groupolde de

avac y translation a gauche de G, est qus u

définition d'un pseudogroupe de Lie de type fini.

1

§ 1. La forme canonique sur 1 (V).

Soit V une variété de classe C . Pour tout entier r = 0,1,..., on
adopte les notations suivantes :
- nr(V] est la variété des jets d'ordre r des difféomorphismes locaux de V
- ﬁr[V] gst la variété des jets d'ordre r de 1l'application identique de V.
On identifie TT(V) a V par le difféomorphisme x —> J’;ﬂ
- alresp. B ), 1'application source (resp. but) est définie par :

olf, ) = x  (resp. B(3 ¥ = P(x))
-y ntv) ad nfv) —- nT(v) sst définis par la composition des jets :
Bmutj’i_‘/’, Iy ¥ = e )
-1

r r 5 r v
-v : I"(V) —> " (V) est définile par V[Jx ¥y = jcp[x) ¢

On note encore N (V) le groupoide différentiable défini par les données

précédentes.

Définition 1.1 Soit (F an gifféomorphism= local de V, de source U' et de

but U”. On appelle relevement de LFE'H?(V) et on note Y’r le difféomorphisma
local de ME(V) de source 87 (U') et de but 8 (U") défini par :
r,.r r
Y (3, ) = jxtlpo $).

Le résultat sulvant est bien connu :
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Proposition 1.2 Il existe pour tout r un plongement canonigue de Hr+1(V]

dans 1" [:IIP(VJ]

Soit en effet A €:Hr+1(V) et (P un difféomorphisme local de V tel
que A = jr*1 ¢ . Soit 4L 1'application identigue de V, le relévement ¢* de
(f 31 T(v) est défini au voisinage de j 1L et le prolongement T{j 1) (fr de
Lfr aux vecteurs tangents a Il Tvy a origine j 4l ne dépend que de A {et non

de ¥). L'application qui a A = jz 1 @ fait correspondre T r en [_II [VJ]
(3, 4)
X

gst 1ls prolongement annoncé.
1T N r
Le groupolide I [ﬁ (Vi] opére naturellement sur sa base " (V) et sur
1'espace tangent T(Hr(V]] et ces deux actions sont compatibles avec la pro-

jection de T (v)) sur T (V). On a donc, sur H1(HF(VT) J7ﬂ 17 (V) une forme

canonigue, qu'on notera n. La projection de H1[HF(V]) #ﬁL 17 (V) sur 1 (Hr(v;J

s R T+1 or r+1
induit un isomorphisme de I (V} # 1" (V) sur Il (V) et donc la forme cano-
nique sur Hr+1(VJ & ﬁr[V) définit un morphisme er+1 de T(Hr+1(VJ) sur le

L 2. r . r °r . r+1
fibré T(" (V)), induit par T(I (V3) sur I" (V). On dit que 6 est la forme

canonique sur Hr+1(V).

(<]
Soit @ 4 (resp. 6 ] 1'application de Hr+1(V) dans WY (V) {resp.

n1°(v)) définie par : a 41 r+1(P] 3, T4 (resp. Br+1[j§+1<P] = ji 991 3

L {resp. Br+1] est la restriction a Hr+1[V] de 1'application source

1 r r [ * $ =
{resp. but) de I (I (V)) sur " (V} et 1'application Hr+1 = (ar+1, Br+1] de

[+ ]
Hr*1[V) dans Hr(V] x 1T(V) est a valeurs dans Hr(V] ## Hr[V).
o=o

Si A= j§+1‘f € Hr+1[V] et s1i X ¢ TA Hr+1[V] est un vecteur tangent en A
an™ 1[V). on a donc :

r+1 - ] [ ]
o™ 00 [Tam w O el

L'intérét de la forme 9r+1 provient du résultat suivant qui est
1'analogue pour les groupoides d'un résultat obtenu en l}ﬂ dans le cadre

des espaces fibrés :
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1

Théoréme 1.3 Scit f un difféomorphisme local de 17" (V). Une condition

nécessaire ot suffisante pour gqu'au voisinage de chague point de sa source

f coincide avec le relevement a Hr+1[V] d'un difféomorphisme local de V

(i.e. f = V’r+1 pour un certain HP] est que 7 6r+1 = 6r+1,

Prauve. La condition est évidemment nécessaire, montrons qu'elle est suffi-

sante. Puisque T er*1 = Gr+1, on a d'une part, o = f o o et d'autre
r+1 r+1

part, T 8r+1(X) = g ==> T Br+1 o Tf(X) = 0 ; f laisse donc globalement

invariantes les ar ~fibres de Hr+1[V] et, localement, une Br+1-fibre de

+1

Hr+1(V] est transformée par f en une 8r+ -fibre. La projection Hr =

1 +1

[+]
(o , Br+1] de Hr+1(V] sur HP(V)JﬁaHP(V) étant une submersion, il existe

r+1

4"
donc localemept un difféomorphisme f, de n7(v) # 1T (V) sur lui-méme, de la
! a=a

..F
forme (a,b) 1, (a.?1(b]J. avec f1 difféomorphisme local de a1t vy, tel que
n
Trpg o ® o= Fpelg:

Il en résulte que :

r+1 1 r+1 ’
et RV o r T r
f1 8 =6 {8 forme canonique sur I (V])).

Montrons que ¥ est la restriction & Hr+1[V] du relévement f1 de F1

1

an [IIPIV)]. soit A € 1]

=

(V), on pose a = ar+1(A) et b = Br+1(A]‘; comme
1 . . r r
f(A) et f1(A) sont des isomorphismes de Ta[n [Vj] sur Tf1[b) [p (V}], on
aura f(A) = F:(A] si pour tout X & Ta[ﬁr[V)], on a F(AY(X) = fl[A)(X]. Or,
3 - r+ 1 " - »
soit Y € TA [ﬁ [V%}tel que A(X) T 6r+1(Y)' on a :

o T Br+1(Y)

T Br o TF(Y],

+1

1 - -
f (AN = T £, 0 AIX) = TF,

+1 -1

et
[Fea]™ o T, o Tee) = 0™ o ey = 67 = AT 0 ACG = X,

done FIAYX) = f}(AJ(X) d'ol FA) = F}(A]n
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Le méme ralsonnement appliqué a f1 permet d’'obtenir un difféomor-

phisme local (f,), = £, de I' (V) tel que ¥ F; | 17V} (restriction de

1

1 r
f, 8 I'(V)) et %=1 e
'F2 6 =0 »

et ainsi de suite ; on construit de proche en proche ‘pour chague i < r+1 un

difféomorphisme local f, de ™11y te1 gue f r+z-i

difféomorphisme fr+1 est un difféomorphisme local de V x V de la forme

_o
= 5 | m (V). Le

i-1
(x,y) —> (x, €@ (y))
. . . . r+1
avec ¢ difféomorphisme de V ; on vérifieé aisément que localement f = 4 .

C.Q.F.D.

§.2. La forme de structure d'un pseudo-groupe de Lie de"type fini.
Soit T' un pseudo-groupe ds difféomorphisrs locaux de V [z]. pour
tout r = 0,1,...
®r={J§ ¥/9er , x € source de P}
gst un sous-groupJ.ide de Hr(V) et. la restriction de.Br 3 of appligue @r sur

¢r-1

. Une solution de &° est un difféomorphisme local P de v tel qus, pour
tout x appartenant a la source de(P on ait : ji P e @r. On dit que T est
complet d’ordre g si T est 1l'ensemble des solutions de 9, Si I est complet

d’ordre ¢, 11 est alors complet d'ordre s > q.

Définition 2.1. On dit gqu'un pseudo-groupe T est un pseude-groupe de Lie de

type fini si les conditions suilvantes sont satisfaites @
1) Pour tout r, le groupolide associé Qr est ume sous-variété de 1T (V)
2) 11 existe g tel que T soit complet d'ordre g
3) I1 existe s tel que 1la restriction de Bs a ¢° soit localsment un

difféomorphisme sur ¢S—1.

Le plus petit entier g (resp. s) pour lequel la condition 2 (resp. 3)
est satisfaite est 1'ordre (resp. le degré) de T'. Le degré est supérisur o

égal & l'ordrs.
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Remarques 2.2.

1) On n'impose pas & un pseudo-groupe de Lie de type fini T d’'opérer
transitivement sur la variété V

2) Pour tout r, ¢° est un sous-groupoids différentiable de Hr(V].

Exemple 2.3. Scit Dn le groupe orthogonal & n variables. Ce groupe opére

naturellement d'une part sur{Rn et d’autre part sur l'ouvertfRn~{o} deiRn

Désignons par F1 {resp. PZ] le pseudo-groupe déduit de 1'’action de On sur

R" [resp.IRn—{o}]. Le pseudo-groupe T, n'est pas un pssudo-groups de Lie

1

de type fini car QD, qui est un céne dans T1°(R") = R"

n
xR , n'est pas une

sous-variété de 1°(R"). Par contre, T, est un pseudo-groupe de Lie de type

2
finil, d’ordre 1 et de degré 2.
Convenons de noter jX‘P le germe de ¢ en x et soit :

¢ ={j ¥/PeT, x € source de P}

La loi de décomposition (Jw(X](P]-(JX Pl = jX(Y’o ¥) munit @ d'une
structure de groupoide de base V. Pour tout r, 1’application jr de ¢ sur o
définie par
T o @y = aT
U 9= ¢

est un homomorphisme.

Proposition 2.4. Soit T un pseudo—groupe de Lie de type fini de degré 85

.S : =
Pour s 28503 est un isomorphisme de ¢ sur ¢ .

. - 2 .S — .S .
Soit s > s, et soient ‘{/1 et <P26I' tels que Jxo ({’,‘ = Jxo ({’2 3

les applications j5-1 (81 et jsm1 (PZ de V dans ¢5_1 ont méme application
5 . -1
linéaire tangente en X Comme ¢° est localement difféomorphe a @S , les

applications js ¢, et js ‘PZ ont aussi la méme propriété. Donc. en associant

1

CP1 , l'espace tangent en A & 1'image de jS Fu, on obtient sur
0
9° un champ d'éléments de contact complétement intégrable dont les variétés

-]

a : A= jx
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intégrales sont les images des applications js‘f pour $er . Il en résults

S

y (FZ ,onald, ‘{)1 =3, YZ d'oll le résultat.

S .
que si j_ ‘(’1 =

Corollaire 2.5. Pour s > g - BS induit un difféomorphisme de ¢° 3uru¢s-1.

Il‘suffit en effet de remarquer que BS = [js_1) ° (j51-1.

5 s _+1
Soit A€ ¢ °, notons encore A 1'unique élément de ¢ °  dont 1’image

8
par BS 1 est précisément A. Considéré commg élément de H1[H O[V]] (cf. propo-
o s S

sition 1.2), A induit un isomorphisme de Ta[A) 3 ° sur TA o ° s son inverse,
- S s o S
gu’on notera A 1, applique donc TA o % sur Tu[A] ¢ °, soit alors, T ¢ o le

8 8 s
fibré induit par T ¢ © sur la variété 0 °(V) des unités de & °.

Définition 2.6. On appelle forme de structure du pseudo-groupe T et on note
] o S

w le morphisme de fibrés vectoriels de T ¢ ° sur T @ ° compatible avec 1'appli-
SO o SO SO
cationa : ¢ - —> I (V) et aéfini pour XA € TA -~ par :
~1
wA(XA] = A (XA].

Soit P&T, pour tout r, le relévement (Pr de ¢ a n'(v) induit un
difféomorphisme local de @r, qu‘on note sncore Y’r et qu'on appelle releve-
ment de ¥ & @r.

5
Théoréme 2.7. Scit f un difféomorphisme local de ¢ . Une condition nécessaire

et suffisante pour qu’au voisinage de chaque point de sa source f coincide
s
avec le relévement & ¢ ° d'un difféomorphisme P er est que o= w

Preuve. Comme BS est localement un: difféomorphisme, son prolongement aux

o o S o s -1
vecteurs, T B, induit un isomorphisme de T ¢ ©sur 7o . 51 1'on note
5, o = S
gncore 6 la restriction 8 T ¢ = de la forme canonigque de I "(V), il est
S, ° 50-1
immédiat que 6 gst . a.valeurs dang T ¢ et que :
Sa
T BS o W= 0



On a donc : f"w o= <= £ § =6 7,

La nécessité de la condition est slors immédiate. Pour montrer qgue
la condition est suffisante, on remargue d’abord, par un raisonnement analogue
N ] ‘s 5 r+1 .

a celui de la proposition 1.2, gque, pour tout r, @ se plonge canoniquement

1 5 . ; PN
dans II [@r], Ceci étant, on procéde comme pour la démonstration du théoréme

s -1
1.4 : f définit un difféomorphisme local f1 de & ° dont le relévement f1 a
1 ¢ %071 %0
I [@ _] coincide avec f en restriction & ¢ ~, de méme f, définit f, diffe-

s =2
omorphisme local de ¢ ° gt alnsi de suite jusqu'a obtenir un difféomorphisme

local ¥ de V dont les reldvements successifs (fr induisent les difféomorphis-~
ST 0
mes locaux fr de ¢ pour r f-so gt tel que f = (P . Ce difféomorphisme

appartient alors & T car pour tout x appartenant & le source des (f,
j:o %’= (Fso[jio i) = f(jio 1 ) appartient & @SO et donc Yest soluticn de @ua
d’'od le résultat.

On pose désormais @SO = ® ; cn dit que 9 est le groupoide de défi-

nition de T.

Théoréme 2.8. Soient uy et u, deux applications différentiables d’une variété

M dans ¢. Une condition nécessaire et suffisante pour que localement on ait
= Y)o Yy avec ‘Pe-r

est gue u

Preuve. La condition est évidemment nécessaire. Elle est aussi suffisante.

Soient en effet N, et NI, les premidre et seconde projections de ¢ x ¢ sur &

1 2
et soit 03550 la scus-variété de ¢ x ¢ formée des couples (A,B) tels que
a=q
a(A) = a(B). Puisque uf w = ug w, 1l'application u : X —=> (u1[x], u2[x]] de

M dans ¢ x ¢ est valeurs dans le produit fibré ¢ =59 et de plus, si on

o=0a

a
% * > .
posg 9 = I, w -1, w, ona u Q = 0. Soit C le champ d'éléments de contact

1 2
défini sur & x ¢ par = 0. La restriction de w a TA ¢ étant un isomorphisme

N

pour tout A, la dimension du champ C est égale a celle de 9.
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]
e . ‘ , s _ ;0
Soit (A,B) ¢ £ ¢ et soient ¢, ot ‘{)2 €T tels que A = § ~ ¥, et
s
B = jxo ¥>2 ; le relavement de Y - (PZ O(f;1 a ¢, gu'on notera encore CF,

vérifie Y™ w = w (théoréme 2.6). Le graphe- de ¥ est donc une variété inté-

grale de dimension maximale du champ C, entiérement contenue dans ¢ %% ¢ ,
o=a

N
st passant par {A.B). La restriction C du champ C 3 ¢ =5 ¢ est donc un champ
a=a

complétement intégrable dont les variétés intégrales ont mémes germes que les

graphes des reldvements 3 ¢ des difféomorphismes de I'. Comme u est & valeurs
dans ¢ ﬁ@etvéri-ﬁ‘ie Tl
O=
\
‘variété intégrale de C (en restreignarit éventuellement la source de ul}, d'ol

= 0, u est nécessairement & valeurs dans une

le résultat.

B)

Lorsqu’un groupe de Lie G opére sur une variété V. on sait, dans
les cas réguliers, depuis les travaux de S. Lie ‘et £E. Cartan entre autres,
ramener le probléme de 1'égalité modulc G de deux germes de sous—variétés a
un probléme de comparaison d'invariants différentiels. On démontre un résul-
tat analogue en remplacant les groupes par des pseudo-groupes de Lie de type
fini. Le § 1 a pour but de fixer un certain nombre de notations ; le § 2

contient lss résultats.

A oA
§ 1. Les espaces K s Ph s cpt g)k,r associés & une variété V de

[¢ o)
classe C .

a) Germes d'immersions et germes de sous-variétés.

Soit u une immersion de{Rp dans V et jxu le germe de ¥ en x 3 on
A
pose a(jxu] = x et B(jxu] = u(x). L'ensemble EP “des germes d'immersions de
[Rp dans V est un faisceau de base RP, il est donc, en tant qu’éespace étalé,

naturellement muni d’une structure de variété de dimension p pour laquelle
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o est un difféomorphisme au volsinage de tout point. Au voisinage de jx U o,

ona: B =4uo a at donc B sst une immersion.

On nots P le quotient de EP par la relation : "1l existe un dif-

féomorphisms local ¢ de(Rp tel que jx u o= jx(v o g)”, FA est la variété des

germes de sous—-variétés de dimension p de V. L’'application B passe au quotient

et induit une application E'de 3°A sur V qui est aussi une immersion. Etant

donnée une immersion u de RP dans V, on convient de noter 3; u le germe ds
sous-variété défini par Jx u 6;/9)\'
Soit ¢ (resp. o) un difféomorphisme local de V [resp.(Rp], le

N E?A

prolongsmant de ¢ (resp. o) 2 egst le difféomorphisme local (fb(rQSp. op)

(o o)),
A (x)
On aa o(fp = a (resp. B o op = B) et done ?p {resp. ob) gst un a~-difféomor=-

A,
de P* définit par (fp(jx u) Jx (Hpo ) (resp. op(jx H) = J

o-1

phisme (resp. B~difféomorphismel.

A
On définit le prolongement %; detp AP par passage de q; au
guotient :

€, G, W =T, (Pow.

b) Repéres et éléments de contact d’ordre r.

Un repare d'ordre r et de dimension p de V est le jet d'ordre r, de source

0, d'une immersion depr dans V définie au voilsinage de 0. Il existe sur
1'espace Pr des repdres d'ordre r st de dimension p de V une strudture cano~-
niqua d’espace fibré différentiable de base V dont la projection est 1'appli-
cation but de PT sur V.

Le groupe L; des r~jets inversibles de(Rp danszp de source et but
0 opars dans PT : si & = jg UéLg et si a = jg pe PY, alors t.a = j; (m o o).

On note C pr 1'gspace des orbites de pr pour cette action ; les éléments de

¢ P’ sont les éléments de contact de dimension D et_d'ordre r de V. On note I
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la projection de F’r sur C Pr et 1'on convient, pour jg T Pr de poser

“H(jg p) = Eg u . L’applicaticn de C F’r sur V obtenue par passage de
l\‘ .

8 : Pf —> v au quotient est notée B : pour X € C pr, E&X] gst 1forigine
de XK.

I1 existe sur C PT une structure de variété (nécessairement uniqus !)
telle que I soit uhe submersion. De plus, la brojéétidn E‘éét une fibration
différontiable de C PT dont la fibre est la variété des éléments de contact
d’ordre r de dimension p et d'origine O dansR" (n = dim V).

Soit %’un difféomorphisme local de Vv, le prolongement LFr (resp.

P TCy 4P 4 T (resp. C PTY est le difféomorphisme local de PT (resp. C P')

déflnﬁ par : (()rug ) = jg ((P'o u)  (resp. q;r,,c(jg u) = 'j'g"t((o wll.

Pour xé.ﬂ?p, soit T la translation depr définie par TX[O] = X.
. . . A r r
On définit une application Br de &" dans P par Br[Jx u) = jD (u o Tx].
\ N :
Au voisinage ds jx uep "Br est composée- de a : 3pl ———»(Rp et de 1'appli-
cation x —> jg {p o rx] ; ces deux applications étant des immersions, Br

en est aussi une.

QDX,F la variété des germes d'immersions deTRp dans pr.

On note
Soit u :RP —> V une immersion, et soit jr g x —> Br [jx u) le rele-
vement de u dans pr. L'application jr i est une immersion de(Rp dans P
comme composée de deux immersions. On définit une application jr de CPA dans
fo'r par :‘jr (3, W) =3, G w et cette application, qui vérifie
) <>:Jru= Br gst une immersion car B et Br le sont.

c) Actions de ¢ sur EPA » QDA s pr , C Pr.

Soit I un pseudo-groupe de Lie de type fini sur V et soit ¢ le
groupoide de définition de T (cf. I, A} ; on a des actions différentiables
=) N . .
de ¢ sur 977, ¥ R Pr et C Pr compatibles avec les projections canoniques

de ces variétés sur V. Plus précisément
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L'action de ¢ surﬁg?k ast définie par :

83, 4 3w = C 0 w)

X
L’action de @ sur & &st définie par :

si, 9.3 w =% Ggow

X p Yx
L’action de ¢ sur P* est définie par :

803, . 3; w =30 (o)

L’action de @ sur C P* est définie par :
83, ¢ . o = 70 Gl .

u}

On remarquera en outre gue ces différentes.actions .sonbt compatibles

entre elles et que la condition A (cf. 0) est vérifide.

§ 2, Egalité, modulo T, des germes de sous-variétés.

Dans ce gui suit, T est un pseudo-groupe de Lie de type fini de

degré s, sur V ; ¢ est le groupoide de définition de T.

Soient u et v deux immersions de(Rp dans 'V définies au voisinage

de X.

Définitions 2.1. On dit gue les germes d'immersions jx u et jx v sont égaux

modulo T, s'il existe une transformatiocon Q’é I' telle que :

j-x(keo M) = jx Ve

On:.dit que les germes de scus-variétés 3; u et Eg v sont
égaux modulo T, 's'il existe un diffeomcrphisme local o delRp tel qus les

germes d'immersions Jx u et jx(vyo o) soient égaux modulo T.
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- ==X
Soit Fp (resp. Fp),le pseudo~groupe engendré dans f?A (resp. 3" )
L w A . s .
par les prolongements a %" (resp. 3° %) des difféomorphismes de T. Avec
les notations du § 1, a) il est immédiat que deux éléments d%et 3366*‘{re5p“
Zg.et 35'6.35'AJ gont égaux modulo T, s'ils appartiennent & la méme classe
. - A Pl . .
d’intransitivité de Fp {resp. Fp] dans P " (resp. Py ou, ce qui est équi-
- . . ¢ o A cps s
valent, &@ la méme orbite pour l’action de & dans SDA (resp. 3~ ) définie
au § 1.
, . s r . s 45 RS o
Pour s > r, la projection de P~ sur P gqui & j, n associe J u est
une submersion et les actions du groupoide ¢ sur P° et Pr sont compatibles
avec cette projection. On peut donc appliguer le corollaire 19 du chapitre C
et donc, si U_C-Pr est un ouvert décomposable, son image réciproque U'< p°
est décomposable. De plus, si W est une scus-variété adaptée & U, son image
réciproque W' dans P° est adaptée & U'. Ceci permst donc d’'associer & la
décomposition (H1, H2] : U—> ¢ x Wde U unhe décomposition

(H1 . H2] U —> b x W' de U'.

A
Définition 2.2. Un ouvert%b<:53(35t décomposable d'ordre r si 1& est 1'imags

A
réciproque par Br : EP ——> pP" d4'un ouvert décomposable U dans pT et sir

est le plus petit entier ayant cette propriété.

soit b= 8;1[U] un ouvert décomposable d'ordre r daﬂs:fPA et coit

(I[1 s H2) t U= & x W une décomposition de U. on définit pour chaque s>r
une application, notée [H? , H;}, de U dans & x W en composant la projec-
tion Bs de %é sur U’ ¢ P° avec la décomposition_(n{ . Hé) s Y — 0 x W

assaciée a [II1 , H2]. On dira que 1’application (H? ,'Hg) gst la décomposi-~

tion d’ordre s de W asspciée a [II1 , HZJ.
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‘ . - - . A
Théoréme 2.3. Soit ﬂ9=8r1(U) un ouvert décomposable d’ordre r dans N , soit

r+1

[H1 , H2) une décomposition de U et soit (H§+1, L,

) la décomposition d’ordre

r+1 de b associse a (II1 » I,). Pour qu'un a~difféomorphisme local f de W

2
{i.e. @ = a o f) appartienne au pseudogroupe Pp , 11 faut et il suffit que

1"on ait :

r+1 _ r+1
Hz o f = H2 . {1)

Preuve. La condition est évidemment nécessaire, montrons qu'elle est suffi-

sante. Soit Gt’un elément de la source de ¥, soit B = F(ﬁt] gt soient w et v

des immersions définies au voisinage de X5 dans RP telles que Et'= jx u et
o

B =3, V. Soit U' 1’image réciprogue de U dans Pr+1, la condition (1) impli-
o

que que pour tout x voisin de Xg 2 j§+1 o et j§+1 v appartiennent a la
méms orbite de @ dans U'. Dans U, ji v et ji v appartiennent donc aussi & la

méme orbite et de plus, il existe (Fx € T tel que, en x, les applications
linéaires tangentes de jr v gt (Fi o jr 1 soient égales. Si donc on pose

- T - ;T ;
U, II1 °© Jj  vetu, H1 o j° u , on a, pour tout x voisin de X

T =T [(Px o u1). Comme la farme de structure w sur ¢ est invariante

x Y2 X
par T, on a donc d?(m] = Q;Iw) d'oll, par ls théoréme 2.8 du A), 1l'existence

2 = ¥ o 01. En projetant par B : ¢ —> V, cette derniere

de Yer tel que u
égalité dans V, on en déduit que les applications f et (Pp coincident au
voisinage de 0%, d'ol le résultat.

. oA v . ;
Convenons, etant donné Jx ué”ga‘, de-noter. u la section canonique

i

s
de o ! CQ A-———>ﬂ?p telle que uix) = jx . Avec les notations du théoreme

précédent, on a :

Corcllaire 2.4. Pour que les éléments Ct': jx uetd = jx v ds qé’soient

égaux modulo T 11 faut et il suffit qu’au voisinage de x on ait :

r+] Vv r+] v
H2 o U = HZ oV (2)
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I1 suffit en effet de remarquer que la condition (2) éguiveut &
a¥] =4 :
1’existence d'un a~difféomorphisme f (= v o u ] de 1L>tel que f(d%] =3
r+1 r+1

et HZ o T = Hz .

Le passage des germes d’immersions aux germes de sous-varigtés se
fait sans difficulté. On énonce uniguement les résultats, laissant les dé-

monstrations au lectsur.

7?1

Définition 2.5. Un ouvert [[¥a est décomposable d’ordre r si 4b est

1’image récilprogue par Br : PP —» ¢ P d’un ouvert décomposable U dans

r .
C P, avec r minimum.

Proposition 2.6. Si U @s un ouvert décompasable dans C Pr. alors les images

— — +
réciproques U’ et U de U dans C Pl 1 et Pr, sont décomposables.

ETA R .
Corollaire 2.7. i ¥ est décomposable d’ordre r, son image récipro-

) A
quelbciy est décomposable d’ordre r.
On en déduit le

P Y A - : .
Théoreme 2.8. Soit 1bCf§S un cuvert décomposable d'ordre r,qﬁ CfPA 1'imags

P a X
réciproque de U, dans P* et (F*1, !

P H2 ) une décomposition d'ordre r+1 de 16

associée a une décomposition (H1 : HZ} de U = Sﬁ[f@). Une condition nécessairs
et suffisante pour qgue 3; U et 3& v goient égaux modulo T est gqu’il existe un

difféomorphisme local o de RP tel gue o(x) = y et

aV]
nr+1 oy = Hr+1

LY v
5 2 o {(V o 0), (3]

Ce qui précede montre que, pour les ouverts décomposables d’un

o A

certain ordre dans ¥ ', le probléme de 1'égalité modulo T de deux germes
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de sous—-variétés appartenant a ces ocuverts, est une fois donnée une déccmpo-

-

sition d'un ordre convenable, ramené & un probléme classigue d'analyse : la

recherche, étant donnée daux applications v et w, d’un difféomorphisme ¢ tel

~

gue W = v o g. Il reste donc @ indiquer un procédé permettant de déterminer

explicitement les ouverts décomposables de fPA ainsi gue des décompositions
de ces ouverts & un certain ordre. Il suffit pour cela (cf. proposition 2.8)
de savcir déterminer, dans C Pr, les ouverts décomposables et des décomposi-
tions de ces ouverts. C'est précisément & la recherche de ces ouverts dans

c P’ qu'est adaptée la méthode du repére mobile de E. Cartan que 1'on étudie

en II.
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II. LA .METHODE -DU REPERE MOBILE.

La méthode du repére mobile dont le but est, comme nous venong de
le dire, la recherche des ouverts décomposables dans les espaces C Pr (r =
1,2,04:) est une méthode récurrente. Pour en démonter le mécanisme, il
suffit donc, et c'est ce que nous ferons, d'indiquer de fagon précise le
passage de l'ordre O & 1l'ordre 1. Comme précédemment, & désigne le groupolde
de définition d’un pseudo-groupe de Lie de type fini I sur V. Les acticns de

® sont celles définies au (I, B, § 1).

Al

§ 1. Invariants différentiels et semi-invariants.

Définition 1.1. Soit U un ouvert de C P saturé pour l'action de ¢ dans C P,

On dit qu'une fonction numérique différentiable f : U —=> R est un invariant

différentiel si, la restriction de ¥ & chaque orbite de ¢ dans U est constantc.

I1 est bien évident que si £ : U ———>{Rn est une $-submersion (cf. 0]
chacune des composantes f1,...,Fn de f est un invariant différentiel sur U.
Réciproquement, la connaissance au voisinage de tout point de C PY des inve-
riants différentiels permet de construire des ®-submersions et donc, de dé-
terminer les points réguliers et les ouverts décomposables. Ce qul suit est

précisément consacré a la détermination des invariants différentiels.

On suppose donnée une $-submersion fo définie sur un ouvert saturé

Uopde V et & valeurs dans un espace gu’on. peut toujours supposer &tre un

'3
espace R .
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Soit U1 1'image réciprogue de UO dans C P par la projecticn cano-
nique de C P1 dans V. On se propose d'indiquer comment ramener-la recherche
des invariants différentielsdansU, & la résolution d'un systéme différentiel

1

défini sur un espace convenable.

On fait choix d'une sous-variété ND de V image d'une section de FC.
Ce choix permet de définir un certain nombre d’espaces dont les liens sont

résumés dans le diagramme ci-dessous :

1 Ty 1
T(@NO#NO) 8] S T NO
0' 1
TV,
Trte, Ny —
NO C
1 y! 1
oA N, >y,cCP
1 ¥
v v, o
QN N ) 7 0
'O O
v/
A1
0 v d}D N%
SHEN S oV
@] Q
\[Y U}O
@N H#EN [u] 3 N
o [u} 7
e]
¥
A

Les fleches horizontales (resp. verticales) non nommées sont des
injections {resp. preojections) camnoniques.
QN groupoide d'isotropie de ¢ au-dessus de N, est le sous-groupolde
0
de ¢ formé des X € @ tels que al(X]) soit égal & B(X) et appartienne & Nd' C’ast

ung somme de groupes de Lie.
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est le produit fibré de ¢ et NDvpour les applications o & ¢ — V

et i, injection canonique de NO dans \/,

est le produit fibreé de QNn et ND pour les applications ¢ et 1,

c’est une sous-variété de ¢ ND , 1somorphe & @N .
o}

est 1l'ensemble des éléments de &y # N, de la forme (jxil,x].

0

On peut l'identifier & 1'ensemble des unités de”QN .
‘ o

gst définie per : wO[jx Y o.xT = Pixy = B[jx HP].
est la restriction de wo a %y # No‘ C'est en falt la projection
0

sur N_,
o]

est la sous-variété de C P1 formée des éléments de contact deont
1’origine appartient & No' C’est un fibré de base No'

est le produit fibré de. ¢ et Nl'pour les applicationsa : & — V

~

Y Y
et B Nl —> \, ot B est la restriction & N; de la projection

v
canonique 8 de C P1 sur V.

est 1l'ensemble des &léments de @NG H# N; de la forme [jxﬂ., x1).
C'est donc 1l'ensemble des unités de 9y # Nl pour la structure
o

. . 1
de groupolde, somme de groupes de Lie, de base No’

est définie par : w1 (jx @ . xq} = <f1'0[x1)
1

gst 1la restriction de ¢ & &, =£ N1
Ng o)
est ‘une somme d'algebres de Lie : c’est 1'algébroide de Lis de
®No # Ng considéré comme groupoide (somme de groupes de Lie) de
N 1
base Nl. C'est donc 1'ensemble des vecteurs tangents & &y L Nc
o ,

dont l'origine appartient & Al et qui sont verticaux pour la

. s 1 . 1
projection de QN # N; sur Nl qui a (Jx‘(, x) associe x .
c
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T(\I)N #éN;) {resp. T N;] gst le fibré tangent a ¢ #H N; (resp. Nl].

N
c o
T wl est le prolongement de wl aux vectsurs.
er 1 . S R 1
T ¥ est la restriction de T¢_a T (9 #= N ).
o G N 0

C
La restriction & @N 375 Nl de 1l'application de ¢ s U1 sur U, défi-
O *

. . N . 1 P \
nissant 1'action de ¢ sur U, est & valeurs dans NU et définit une action de

1

1 ] ~ [ : . 1
¢N sur‘NO. Seit @x le groupe d'isotropie de & en x é,NO et soit (ND])< la

0
fibre de Nl d'origine x, c'est-&-dire 1l'ensemble des éléments de contact (de

. - . . . 1
dimension p) d'origine x ; le groupe @X opéere naturellement sur [NOJX et

: 1 ; . . o
1'action de @y sur Ng sst la "somme™, pour x € No’ des actions de @x sur
0

[Nl]*. En particulier, les orbites de @No dans Nl sent toutas situées dans

les fibres de Nl et se projettent donc dans NO suivant des points par 1la

1

projection de NO

. . . . 1 P

sur N induite par la projection deCP sur V. On désignera

o

. . . s 2o : pes . PR
par invariants sur N_ les fonctions numériques différentiables définies sur

a
. 1. D .

des ocuverts saturés de NO {i.2. des réunions d'orbites pour 1l'action de @N

1
sur Nd] 8t constantes sur les orhites de @N dans N;.

o
Soit f un invariant différgntiel sur U1, la restriction f’ ds f &
1 . e ’ °l,’i1 . o i +
NO vérifie : (T f') o (T V3= 1. Scus certaines conditions, la connaissance

des solutions de cette équation permet de déterminer les invariants différen-

tiels sur U Plus précisément

1"

Définition 1.2. On appelle semi~invariant sur Nl toute application différsn-

P P “ 1
tiable numérique % définie sur un ouvert saturé de ND et telle que

oy 1
{T 2) o (7T ¢ﬂ] = 0.

On remarquera gu’un semi-invariant est une fonction localement

constante sur chaque orbite ds QN dans Nl.

c
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Théoreme 1.3. Si, pour tout x é‘UD le greoupe d'isotronie ®x est connexe, tout
semi-invariant sur Nl gst la restriction d’'un invariant différentiel de U1 et
d'un seul.

Le théoréme esst une conséguence immédiate des lemmes suivants

Lemme 1.4. I1 existe, pour tout x1 € U,, unc submersion définie au voisinage

1
T . 5 . . C s
de x , & valeurs dans Nl et compatible avec les relations d'équivalence défi-

. 1
nies par ¢ sur U1 et @NO sur NO,

Soit en effet x la prejection de x1 dans UO et soit € une section
différentiable de wo définie sur un voisinage Z@x de x (une telle section

existe car wo est une submersion (0, théorgme 1.6)}). Soit @I, la projection

1
Nv-q
de ¢ # NO dans ¢ et soit €4 = H1 o g ; si ﬂ51 = B [?éx] gst 1'image réci-
X
progue de iéx par la projection U1 — UO » 1'application Se définie sur

11

v P
TQ>1 par : Se [y1} = 81(B(y1)]J (y') est & valeurs dans N_ et vérifie les
X

1
o
conditions annoncéss.

Lemme 1.5. Tout invariant différentiel sur Nl (pour 1l'action de @N } se pro-

longe en un invariant différentiel sur U1

Soit en effet h un inveriant défini sur un ouvertqj#de Nla Le saturé
ny
17 de Tjdans u
n 1

-1
x1 € U1 , lff\ie - Se (Qf] n {ng est ouvert. De plus, deux sectlons e et
X

est ouvert car, avec les notations du lemme précédent, pour

e’ de wo étant données au dessus de ibx . les foncticns définies sur lff)ZQ)q

par h o Se et h o Se’ sont égales car Se et Se’ sont compatibles avec les
4"
1 et N1= On définit donc, sur if, une fonction
n v oY ° v
hpar : b |V a 4=hosS_=hosS_, ethestun invariant sur v.
X

relations d'égquivalence sur U
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Lemme 1.6. Si les groupes d'ilsctropies @X sont ccnnexes pcur tout x é’UO P
alors, sur Nl , tout invariant différentiei est un semi~invariant st réci-

proquement.

En effet, pour ><1 e Nl » d'origine x &€ N0 , l'espace tangent &
1] 1 1 [ 3 O' 1 : . 0' . 1
1'orbite de x dans ND ast 1'image par T wo de la fibre de T (QN # NO]

o
1 . . .
au—~dessus de x et donc, un invariant est toujours un semi-invariant. Si

les groupes d'isotropis de ¢ sont connexes sur Uo’ pour tout x1 & Nl .
1’orbite de x1 est connexe ; un semi-invarlant étant une fonction localement

constante sur chaque orbite, y est donc alers constante, d'ol le résultat.

Remarque 1.7. Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G. Si H

n'est pas connexe, les groupss d'isctropie pour 1'action naturelle de G sur
G/H ne sont pas connexss. Soit HO la composante connexe de 1'identité dans

H ; pour 1l'action naturelle de G sur G/HD les groupes d'isotropie sont
connexes. Comme la projection canonimie de G/HD sur G/H est un revétement,
tout germe d’immersion dans G/H0 se projette dans G/H en un germe .d’immer-
sion. On en déduit donc une epplication deﬂ’l(G/HD] (variété des germes
d'immersion de RP dans G/HD] surﬂDA(G/HJ (variété des germes d'immersion

de RP dans G/H). De plus, les actions de G sur G/HO et G/H étant compatibles
avec la projection de G/HO sur G/H, la projecticn dej’A(G/HO) surﬂDA(G/H]
est compatible avec les relations d’équivalence définies par G surﬁPA[G/HD]
st SP)‘[G/H).' Au lieu d'étudier 1'action de G sur G/H, il suffit donc d'étudier
celle de G sur G/HO. On appelle orientation des éléments deS’A(G/H) (resp.
§A[G/H]J 1'opération qui consiste & passer de?}\[G/H‘)) [i‘esp.ﬂg)‘[G/H)B a
S’A[G/HD) (resp.égx[G/HOJ). Son intérét est de permsttre d'utilissr le théc-
réme 1.3 pour la recherche des invariants différentiels. Cette techniqus

s'étend parfois (au moins localement) au cas ol c'est un groupoide ¢ qui
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opére sur une variété E. On doit alors considérer le groupoide d'isotropie
¥ da ¢ et le sous-groupoide wo de ¢ dont les fibres sont les composantés
connexes des unités des fibres de ¢ et s'assurser que O/¢0 a une structure
de variété telle que 1l'action de ¢ sur ¢/¢O soit différentiable st que la
projection de @/wo sur /¢ = E soit un revétement. Ceci une fois fait, il
suffit d'étudier l’action de ¢ sur @/wo , action pour laguelle les groupes

d’'isotropie sont connexes.

B8)

Les notations sont celles du paragraphe précédent. On suppose
désormais que les groupes d’isotropie de ¢ surU0 sont connexes. La déter-

mination des invariants différentiels sur U, se raméne alors & cells des

1
semi-invariants dans Nl » c'est-a-dire & la résolution du systéme différen-
tiel (T 2} o [?' WZJ = 0 sur N; (avec %, application différentiable de Nl
dans R, comme inconnue). Pour résoudre effectivement ce systéme, on doit
1'écrire explicitement. Ceci est a priori difficile, car la source et le
but de %' wl ne possédent pas de coordonnées rellées simplement & celles

de Uo' La méthode du repére mobile permet cette écriture explicite sans

utiliser 1'expression de w1 an coordonnées, nous le montrons au § 1. On

étudie au § 2 le passage de l1l'ordre 0O & 1'ordre 1.

§ 1. La régle fondamentale.

a) Les trivialisations locales adaptées a T' Nl.

Rappelons d'abord comment, & une base €porens€ d'un espace vecto-
riel E, est associé un atlas (Di , L?i]i €1 de lagrassmannianneGﬁtE] des

sous-espaces vectoriels de dimension p de E.
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Soit i une permutation de {1,....n} dont les restrictions a
{1,....p} et {p*1,...,n} sont croidsantes. Soit ES ffeép.:E;)“leLsou§4V
gspace engendré par €, € (resp. €, yeees '€, ) ; O @aE'= EV®E”
seees i i i i
. A i pr1 no... . ,
et on désigne par Hi Iresp.ﬁzl, la projection de E SUf”Ei”(reép;”E;J.
L'ouvert G; dé’Gﬁ[E] est’ 1'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension

p de E qui se projettent sur Ei'bar mo Pour F & Oi:, :%gtﬁl est’ & matrice

dans les bases € seres €y Bt €y seeesEy de 1" application’ lingaire de
1 p p+1 n
Ei dans E; admettant F comme graphe.

Scit e une sacticn différentiable de No dans 1'espace H{V) des
repéres de V ; pour x e:N0 , 2{x]) est donc une base 91(3L..., en[x) d?-TxV'
Comme la fibre [Nl)x de Nl au-dessus de x est la grassmannienne Gp(Tx Vi,
pour chaque x € No.: la donnée de elx) permet, comme ci-dessus, de définir

ta
un atlas (Di,x s kPi,x) dans (N_)_.

‘La réunion .0, =- L) .0, _ est un.ouvert de}Nl et 1'application ?i

i CenN .
X &Ny

p[n-p]‘dqnt_la rastrictidn a Di,xjcgincide pour tout x € NO

[

de 0, sur-N..xR
i 0-

avec,q; x.ast.__un difiéomorphismg compatible avec les projeptions de Oi et

N, x(Rthfp)-aur.ND._Soit”il1a'prcjection_de T(Noixtﬁp(?-p?) surTRp[n—p] obtenus

‘@n’ ccmpesant. la projecticn de IiNbeRE[nfD?ls (IN@3Q<(T?RD[H‘D))SQF le second

facteur avec: la.forme-invarisnte a gauche TR

pln-p) __, 1 wP(n-p} _p(n-p]
’ D B

on note Lfgﬁllanplication.da‘IinsngRP(n—pJ définie par, : q%fA=_l o T V?.
Soit alors, T' Nl“ie fibré des vecteurs tangents a Nﬁ et ‘qui sont

verticaux pour la projection de Nl sur N0 et soit T'Di 1'ensemble des vecteurs

de T' Nl dont 1’origine appertient & O, .

i
A sy
Lemme 1.1. L'application %}i'de"T"Di sur Di xTRp~n:D -définie pour X 1egT’Di,
v
vecteur d'origine x1’dans T’ Di’ par : %)i [XX”J = [X1, (Pi (X 1]) gst une

M X
trivialisation locale de Tﬁ‘N;.au-dessus de Ui‘.
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Démonstration : Immédiate & partir des définitions.

Définition 1.2. On appelle trivialisation locale adoptés a T' Nl toute tri-
~N

vialisation du type kFi ci-dessus obtenue & partir d'une section différen-

tiable e de No dans H(V).

R 2
Avec les mémes notations que plus haut, L-‘:oient_,uJ X’ J1= 1,003
1

J, = 1...[n-p) 1les coordonnées définies par q{ dans O, st soient - 2
2 i,x i,x 3,
U

les champs de vecteurs asscciés a ces cocrdonnées sur Oi " Jlx
tl

Pour [J1,J2) fixé, le champ de vecteur ; sur Di dont la restriction & Di x
Ju

'Jl

est - est une section de Oi dans T'Di. Le lescteur vérifiera que la tri-

°
J,

AUy x
1

~J
vialisation L?i est celle obtenue par la donnée des p(n-p) sections

P
:‘]2 k]
Bqu

J =1:---:D;J

- - ]
1 1s:00, {N-p), de T Oi.

2

[+] -]
Considérons maintenant 1'application T' wl de T'(¢, # Di] dans

N
o
T Nl. Cette application est compatible avec la projection de QN H Nl sur
s}
[«]
valeurs dans T’ Nl. L’ensemble T' [@N i Di] des &léments de
o

}J dont l'origine appartient a @N i Di est donc appliqué sur

1
ND et est

O - v

o .

T'[@N # N
c [ 1 001 [

T Di par T' wo' De plus, ung fois connu T’ wo sur chacun des T'[QN i Di),
' o

X-)
T' wl est entidrement déterminée.

3
Donnons—-nous uneg trivialisation locale &Pi adaptée a T° N;v(défi-

4]
nition 1.2) et soient BJ les sections de O; dans T' 0, associées é;Cpi el
su?
!
[} 1 ]
définiss ci-~dessus. La restriction de T' wo a T'[QN = Ui], restriction qu'on
[} 1 G
nnotera encore T’ ¢O , peut alors s'Scrire :
J
2, 1 3
Ty = z T 2 8 —
o _ J, Jy
J—1:s-up 1 8
1 Yy
J2=1,...n—p 1
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[+]
ol T : T'(O,, # 0.)
N i
1 0

morphismes que l'on va expliciter dens le paragraphe suivant.

:>40i;le; gst: un marphisme de fibré. Ce sont ces

b) Les formes de pseaudo-connexions.

(8]
l'origine appartient a AD et qui sont verticaux pour l'application source

]
Soit T'(@N #H NO] l'ensemble des vecteurs-tangents a QN iﬁ'No dont
N7

[Jx ¥ ,x) —> x de ®N 7 Né sur ND:“Sl‘l on munlt-QN aﬁ-NO-[qu1 gst difféo-

morphe & @N Jode la structure de groupoide évidente, somme de groupgs-de Lie,
o °o .. .
de base No’ alors'T’(QN F# ij est 1’algébroide de Lie correspondant. Ep

. oL ;o ,O o
particulier, paour ' x € Nb ., la fibre de T’(@N # Nb) au dessus de. x s'identifie

a8 1'algebre de ULie du groupe d'isotropie ¢x de ¢ en Xx.

A
\//\\"NO?{ENO

ot e o o et i o o n = - ——— - o a a e

5 N

'1//(//, // No _Uxi arbite de x 2,////
s '/x — -
////66; A,,// ,/////

D&finition 1.3. Soit U un voisage cuvert de AO dans ¢ # NO et soit o, la

restriction & U de 1'application source de ¢ # NO sur No' Une forme de

pseudo-connexion sur U est un morphisme de fibrés vectoriels
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[«]
w : TY — T'(@N # ND) compatible avec ay, et tel que pour tout x e,No , le
o]

rang de la restriction de w & TU N T@x soit égal & la dimension de @x .

Remargue 1.4. En pratique, les formes de pseudo-connexiecn qui interviennent

vérifient la condition supplémentaire suivante : Pour tout x € N0 , la res-

-

triction de w & TU O T@x coincide avec la forme invariante & gauche canonique

sur ‘le groupe de Lis @x.

[} o
Soit H(T’((I)N # NO]) le fibré principal associé a T'(¢N H# NO] et
sl 0 o

soit u une section différentiable définie sur No’ a valeurs dans H(T’(le%%NOJJ.

N
o
(Notre étude &tant locale, on peut toujours supposer qu'une telle section

gxiste]l.

~

La donnée de u équivaut & celle de r sections différentielles
[+}
Mgosessly de No dans T (@N # NO) telles que, pour tout x & NO, les vecteurs

o
u1(x],..., ur(x) forment une base de 1’algébre de Lie de @x.

Une forme de pseudc-connexion w &étant donnée, soit w le transposé de
' 1
w par la projection de ¢ # N; sur 9 # NO définie par : (u,x } —> (u,x]

-]
{avec x = crigine de x1J gt soit « ;3 T(Q # N;] — T’[@N # N;] le morphisme
c

— o
obtenu en relevant w dans T’[@N #é@b.Le diagramme suivant est donc commutatif
0
Teo # N Oy P )
ol N o
0
V v

TU < T(e # NO) > T'(@N # NO]

La donnée de la section u permet aleors d'écrire successivement
r

w= 3 o ® u
k=1

ot les w, sont des morphismes de TU dans N xR compatibles avec a : U—> N,
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.
w= ) w ®u
ksp ROK

avec w, transposé de

K k

5‘= 2 w, &u
K1 K k

ol les w, : T{op =# qu
k. o

> N; xR sont obtenus par relevement des ;%.

== N o . o
On note w! ,..., w' les restrictions de w_,«c., w_ & T'(& 4Z'N1].
1 r 1 T No o

Comme la restriction de w a TUf\TOx est de rang maximal, les “é forment une

: b .o I .
‘base de '1'espace des morphismes de T'[@N F## N;l daHS‘N; x R dui sont compati-

o . _ ,
bles avec “Ia projection de oy ##"Ng“suf N;“ou,'ce qui est équivalent dec
. o D )
mordhiSmes-T'[¢N #E~N;]‘-—¢WR;
v © {n-p)
Soit‘?i : T’Oi —_— Di xRPTPY une trivialisation locale adaptée
[+] (o]
a T’N;. Avec les notaticns du a), la restrictinn de,T’w; E T'(oN # Di]
]
s'écrit : o J
- 2 9
T, = Y T ® —5
J,=1...p J
1 1 au
Ji=1. . .n-p J
1 2, 1
ol TJZ est un morphisme de T'(@N - Di] dans Di x MR. On peut donc écrire
1. a}
J r J
2 2 -
T, = z a.” .  w' J, =1,c00,p 3. 3=, 00 6,p (Ropl
I,k Tk Tk 1 2
3, | |
oll les aJ'k sont des fonctions différentiables sur Di . Ces fanctions, une

1
fois déterminées, le systeme différentiel fondamental

° 1
(T 2) o (T’ wO) =0

se raméne donc sur 0, au systéme suivant
J
2 oa! s0 k.
J,=1...p 2 T2,k
et TY
2 1
il est donc entidrement explicité. La régle de E. Certan (cf. d) ci-dessous)
J
2

permet le calcul des fonctions aJ"k .
1
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¢) Le forme canonigue.

Le groupolde différentiable ¢ étant le groupoide de définition d'un
pseudo-groupe de Lie de type fini T sur la variété V, 1l opére natursllement
sur V et TV et ces actions sont compatibles. Cebi permet donc dz définir sur
? # V une forme canonique (cf. 0). On note n la forme canonique indulte sur
Q # NQ.

Si A

"

(jX(P,x] e 9 # No 8t g1 X e,TA(Q H# NO] on a donc :

n{X)

(7, )7 et o0).
[
Oe plus, n est un morphisme de T(® # NO] sur le fibré T NO induit

par T UO sur NO (ou UO est 1'’cuvert saturé de NO dans V).

Proposition 1.5. Pour toute forme de pseudo—~connexion w on a, au voisinage

de AO :
Ker n® Ker w = T(® # NO),

En effet, en un point (jx iA,.x) e Ay le noyau de n est 1'algébre
de Lie de Qx et w est une projsction sur cette algébre de Lie, d’ol 1l’égali-
té en ce peint. La continuité des formes n et w permet de prolonger cette
égalité & un voisinage de (j i ,x) d'cl le résultat.

[+
Soient e et 1 des secticns de NO dans H(V) et H[T'[@N H# ND)] res-

O
pectivement, et soit w une forme de pseudo-connexion. 0On a :

n

n= ) n ®e
2=1 2 .
r
w = Z wkzg)uk
k=1
ol n, et wk sont des merphismes de fibrés vectoriels de T(o # NO) dans

No x[R. En composant avec la projection de N xR surfR, chacun de ces mor-
0

phismes définit une forme différentiable sur ¢ = No gu'on désignera encore

par la méme lettre. Comme conséquence de la proposition précédente et des

définitions de n et w, cn a alors :
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Proposition 1.6. Avec les notations ci-dessus, les formes différentielles Ny

gt wk constituent, au voisinage de AO , une base de l'espace des formes

différentielles sur & # Nr.
3

On suppose donnée dans ce qui suit une section différentiable e

de N0 dans H({V) ; les notations sont celles du a) Soit x1 & Di N ¢t soit M

»

o< s ;. P 1
une sous-variété de dimension p do V dont 1'élément de contact en x est x .

n, - A
Soit M = (@O) 1(M) 1'image réciproquas de M dans & # N0 5 on note n la res-
u v

N
triction & M de la forme canonique n et 1l'on désigne par Ngrewesr N les

N
formes différentielles induites sur M par les formes Mgseee,M SUT o # Nq.

“%Ju

Aﬁﬁw“\ ﬂiD‘
\

16, 1.x)

o AN I S | -

Comme x1 appartisnt & 1'ouvert Oi N défini par e, [x],...,ei {x), les formes
+2 1 p

" n . N
Ny seesny sont indépendantes sur un voisinage 1bde (jx 1 .x) dans M et,
dans ce voisinage on a, pour g=p+1,...,N0
P
A" N
(1) o= Lt
4 gzq 9%

N
N 5 . . o
ou les tq sont des fonctions numériques sur M.
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" s N n
Si 1’on convient de désigner par n' (resp. n") la forme (ni yaessh
N n v 1
{(resp. (ni »eaesn, J) définie sur M et & valeurs dans R” (resp. R"P)

p+1 n
1'égalité (1) s'écrit

Y
1) n =tn’
aY]
ol t est une fonction définie sur M et & valeurs dans 1'espace des matrices

a8 p colonnes et n-p lignes.

n
Soit t' la restriction de t. 3 la fibre de M au-dessus de x, c’est-

a-dire a éx' Cette application t' est définie sur le voisinage ouvert

1 =%nq>x de j, I dans ¢ . Soit ge U et soit y1 1’élément de contact

" " "
de dimension p,de V égal & n(Tg[MJ). Comme n’(Tg(M)] sst de dimension p,

1 . o s . _
y E'Di,x s de plus, relativement aila carta %?i,x' la matrics des coordon

nées de y1~est la matrice t'(g) comme le montrent les égalités (1) et (1').

Le résultat suivant est la clé de la méthode du repére mobile.

Lemme 1.7. Pour tout g €)', on a :

ttg) = P e

»

Soit en effet g € ?L’ et k? un difféomorphisme local, appartenant

¢.

au pseudogroupe I', tel que g = jy

f\} ]
ona:T M= w37 hH
g g

1 Y
et donc, siy = n(Tg(M)],

1
y

nftr, v o]

-1 0 o.,=1 1
(Txﬁ() )[ngp)(ngp] (x")

[}

(¢ )

=11
= g X

mais alors t'(g) =(€' (y%= ‘fi « (g_1 x1) d'oll le résultat en remplagant g
i,x s

-1
par g .

i

P

)
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d)} La régle de £. Cartan.

Les notatiocns sont celles des paragraphes précédents.
On suppose données
1°) Une section différentiable e : N, —> H{V) (cf. a)

Q
2°) Une section différentiable u : N —> H(T' (o) # ND]J (cf. b)
0
3°) Une forme de pseudo-connexion w sur ¢ # No'

Seit (Di, (Fi) une carte de Nl associée & la section e (cf. a) et

P A . . . s
soit x € Di' Comme au c)., on fait choix d'une sous-veriété M de dimension
Y]
1

p de V dont 1l'espace tangent en x est x1 et on note M = [wo]— M3.

n

Y 4"
Les formes ny n' ; n” ont la méme signification gqu'au cl. On note
2

[

v L4 VA n, N v
w la restriction de w 8 M et on désigne par WasoeasW les composantes de w

. < 1 v "N N v
relativement a8 y. Comme x & Di , les formes ni ,..,,n:.L et m1,...,mr cons-
1 p ~

titusnt une base de l'espace des formes différentielles sur M au voisinage de

Jx i . On a done, pour g=p+1,...,n des &dgaliteés

E q v i Z ", L

1) dn, = A n., An, + g

ig g omeq EOAL A ot By A
I

K
k=1.. .

N
sont des fonctions numériquss sur M.

g

~ 20
ou A m et Bnk

2
Avec des conventions évidentes, on écrit (1) sous la forme
aV) N ny v v
1") dn"=An" An" +Bn' Aow
On pose B[jx Al = Bix' ) ; B(x1] peut 8tre considéré comme la matrics

d'une application linéaire de R dans RP x R"P.

" v
On a, par ailleurs (cf. ¢} J : n" =t n'. Le champ d’'éléments de
4" N v v
contact défini sur M par n' = 0 est donc le m@me que celul défini sur Mpar n=c

c'est-a-dire par T ¢o = 0. Comme wo est une submersion, ce champ d'é&léments

de contact est completement intégrable. Il existe donc des fonctions A;m et

- 4%

B:k sur M telles gue, pour s=1,...,p
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P _

(2] dn, = ) Agm Ny Amy * )
4

On écrit encore (2] sous la forme

)

ny La¥] — N
2" dn=An'" An" +8B8n Auw
1

On pose E[jx 1) = Blx ) et on considére'§[x1] comme la matrice d'une appli-

cation lindaire de RT dansiRp fop.

On peut maintenant énoncer le résultat fondamental.

Régle de E. Cartan.

Etant données, comme ci-dessus, des sections e et p et une forme de
pseudo-connexion w, soit [Oi, (Pi] une carte de N;»associée a la section e
J- ' .
{cf. a) et soient uJ?‘[J1 = 1P 32 = 1,...,n-p) les coordonnées associées
S R IO I VR L
a (fi dans Di' Pour tout x € Di’ soit tlx ') = tJ1 (x )| la matrice a p

cclonnes et n-p lignes des coofdonnées de x1 et soit T(x1)'la matrice. de

1'application 4 x t[x1] de R” x R dansiRp xR P,

J
Les expressions, dans les coordonnées uJ des solutions du systéme
1
différentiel
°, 1
L) =
T2 oT L 0

dont la source est dans Di sont alors les solutions du systame

J
1
) 8L Y af -0 K =1a..r
J J, Kk
J1=1 <Py 2 4
J.=1...p 43
2 1

J
od a(x1] = [%JZ k[x1):], considérée comme matrice d'une application linéaire de
1)
R" dans RP xR" P est définie par :
=1
alx") = Bix) - T(x Bk

ol B(x') et B(x') ont été définies plus haut.
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Preuve.
(o] o
L& restriction de T’ w; aT’ QN # 01 noeut en effet se mettre sous
"o
la forme : ° J
T B e
o J
J,=t.op 1 o2
J1=1 n-p abJ
2 1
avec J .r J
T 2. z a 2 w,
JTK
T k=g IO
Si on pose : [32:}
J1
° 1
on a donc : T = a w' et tout revient, pour déterminer explicitement T' wo ,

a calculer le matrice_a(x1] pour tout_x1 € 0,. Pour x1 donng, a[x1) est en-

o]
tigrement déterminée par la restriction de 1'égalité t a.w' a T;“(QN # Oi)n

) 1 o
Sgit x llorigine de x1. si 1l'on identifie T!', (9, # 0.) & l’espace T, ,b (0 )
: ><1 NO i Jxﬁ_ X
tangent zu .groupe d?isotropieiéx au point jle, la restriction « 1 de t. &

o ° X
T'1(©N#Di)5'identifie, par définition méme de T' wl , @ la différentiells
X 0
au point jx 4 de 1’application g —-> V{ (gx1j définie Sur'¢x.Cette derniere
i,x
application étant égale & 1’application g ——> t'(g_1) (cf. Lemme 1.7}, on se
ramdne donc & calculer la différentielle dt' de t' au point jx1L ou, ce qgui
revient au méme, la restriction a Ti ﬂ.éx de la différentielle dt de 1l'appli-
L TX Ty
cation t définie (cf. ¢} } sur b M par :
Y] Y]
(3] n:l = + n;
En différentiant (3], on a :
n " "
{(4) dn” =dt An' + tdn’
En raison de (1*) et (2'), on a donc

N Ly v
(5} An'"An'+Bn

N ~n — N -V
"Aw thn'+tE\n’A.n'+Bn"A~

gui s'écrit encore

4" N ")

" " v N
(6) An' An’+Bn' Aw=dtAn +TAN Ln’ +TBn" A

d’ol 1 on déduit
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N V) _
(7) n’ Afdt + (A-TA) n' + (B - TB) w =0
n 4V
Comme les composantes~ni ramas ni de n’ forment un systéme libre
1 p
v

sur M, il existe daonc une matrice C telle que :
_— v - n
(8) dt + (A -TA)n' + (B-TB) w=2Cn'.

La restriction de cette relation a Tj 1l©x s'éerit :

X
(8) -1, r 86N - T B Wy = 0
X X
car dt / T ¢ =dt' = -1
jxll X X1
Y .
n/ Tj 1lox =0
X
4]
w /T, ? = w'
ijl X x1
On a donc
1 . _ L P Ry
(10) alx') ', =1, =[Bx)-Tk)Bix)]w,
X X X
d'od
alx1) = BIx') - T(x") Bix")
2 1
11 suffit ensuite d’écrire le systeme TL o T° wo = g dans les coor-
J
données qu pour obtenir 'le résultat.
1

s,

e) Repérage absolu & l'ordre. 0.

En pratique. co'est la donnée d'un repérage absolu au-dessus de NO
{cf. définition 1.9) qui psrmet d'cbtenir les sections e et u ainsi que la
forme de pseudo-connexion w utilisées en dl.

Soit T (0 =# NO) le fibré des vecteurs tangents a ¢ # No et verti-

caux pour la projection de ¢ # No sur No' Ce fibré s’'identifie & l'ensemble

des vecteurs a-verticsux de a—1(NO] lorsqu’on identifie ¢ # No a u_1(NO)c_®.
=]
Soit T'(¢ # NOJ le fibré induit par T'(¢ # NO] sur Ao’ On a en particulier

o Q

T'(@N # NO)‘C T' (2 # No]’ On rappelle {(cf. bl) que pour x & NO s
o)

o

T[jxﬂ-,x] [éwoaﬁ NO) est de dimension r.
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DEfinition 1.9. Un repére absolu en x € No est une base

elx) = (61(X],..,, ES(x]] de Tijxﬂ_,x] (O 54 ND]

-3
dont les r premiers vecteurs appartiennent a T(jxﬂ ,x) ‘®ND§¢ ND] {et en
constituent donc une base].
Un repérage absoly au-dessis de ND est une famille Epreena€y de
o]
sections différentiables de NO dans T'Y$ # Nol telle. que,  pour tout x € No’

elx) = (81(X],..., es[x]) soit un repére absolu en x.

Exemple 1.10. Soit G le groupe des déplacements de H?n. L’action de G surm"

[e]
gtant transitive, on peut prendre No = 0. Alors, T'(¢ # No] est 1'algebre
o N
de Lie de G et T'(@N w# NO] 1'algebre de Lie du groupe d'isotropie en O

o
(i.e. SO(nl)}.

La donnée d'une base orthonormée de(R" (i.e. le repere absolu de E.

Cartan) définit un repérage absolu car, & cette base correspondent des coor-
‘ J .

données X4 danszn et X5 dans GL{n, R) et donc des coordonnées x5 s xi dans

le groupe affine (X(n). Si 1'on considére dans TeG les vecteurs

ils forment une base et définissent un repérage absolu.au-dessus de 0.

Rappelons (cf. II. A}, § 1) que N0 est 1l'image d'une section de la

[
P~-zubmersion FO de source UD , de butR .

Proposition 1.11, A Un reperage absolu au-dessus de No sont canoniguement asso-

[+]
cifas des sections différentiables e et p de No dans H(V) ef'H[T'[QN %ﬁfNO])
0
respectivement et une forme de pseudo-connexion sur @'?#*ND .

Soit en effet ¢ B le repérage absclu donné, Par définition

1"

méme, les sections 81,....€r définissent une s ection différentiable u de No



[
dans H(T' (¢ 7 ND]]. D'autre part, les vecteurs T

¢ O
No (jxiL,x) ¥ [€r+1]""’

° i Yo b - b B >
T(jle,x) ] (ES] forment une base de l'espace tangent en x & NO & 1'orbite

Dx de x. Si donc on désigne par XysaneaX, ies coordonnées définiec sur NG
ar la restriction de f° a2 N_ les sections de TV au-dessus de N_ définies
0 D

par :

e, = =

3 »Ma P < . °
1 3x1 srens By axg ¢ Bpaq Wole 4l B TY [gs)

définissent une section différentiable e ds y dans H(V].

o
I1 reste & déterminer la forme de pseudo-connexion. Soit T(¢ = No]

A

le fibré induit sur AO par le fibré tangent T($ =% NO} et soit E le sous-

[+
fibré de T(9 # ND] engendré par TAO et les images des sections TR

On a : ° o
T{(O # N ) =EDT'(g, =E=N)
o M s
a]
\. €1. .52
\ 7 /
\ d
‘;;l e
4 3' ¥
1
iy .
G 0
e S T
—. ~ J
/ ,\z /
s o
_8— e O /
2 2 /
o N
/¢
/X
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] o
On désigne par. i la projection de T(o # NOJ sur T’{@N %E,Nol
. G
définie par cette décomposition en somme directe. Soit alors @ : T —> To

~la forme.canonique sur ¢ définie au (I. A}, § 2]). En identifiant ¢ # N, @

> 3, ¥, la.restriction

une sous-variété de ¢ par le plongement (jx %J,x)

de w a T(¢ # NO] définit un morphisme encore noté g, de T{o =# NO) dans

o o

T(o # NOJ° On vérifie alors que T o w : T(¢ # ND) — T’(@N ## NOI est
o

une forme de pseudo-connexion sur ¢ # ND

Exemple 1.12. En reprenant 1l’exemple du groupe G des déplacements de F?n, la
section u, qui se réduit ici & ulc), est la base 2 --—éz de l'algebre de
axi ij‘

Lie O0(n). La section e, définie par e(0) est la base de R" définie par- le

repére absolu. Enfin, la forme de pseudo-connexicn est obtenue en composant

la forme invariante a gauche 76 ——> TgG avec la projection de TEG sur 0(n)

Zpa P s es n . 2 -
d&finie par la décomposition TeG = o(n) @R associée aux coordonnées.

Remargque 1.13. Lorsque, partant d’un repérage absolu, on utilise la régle de

E. Cartan, la détermination des matrices A, B, A et B définies au d) est
simple une fols connuss les éguetions de structure du groupcide ¢ (i.e. de

la forme canonique w).

-
{

§ 2. Pgssage de l'ordre O a l'crdre

Dans le paragraphe 1, le fait que 1’'ouvert saturé Uo soit un ouvert
de la base du groupoide ¢ est essentiel. Pour pouvoir reccnduire la méthode a
i'ordre 1, on doit donc se ramsner & une situation du méme type ; ceci est
‘1’objet du a) ci-dessous. On montre ensuite au b) comment & partir d’un

repérage~abSOld a l'ordre 0 il sst possible, sans données supplémentaires,

d'obtentr un. repérage ebsolu a 1'ordre 1



a) Le groupcide g°.

&

. c o o | .
Scit T~ le pseudogroupe engencré dens LP per las difféomorphismes io-

1

caux‘ftcde CP ' obtenus en prolongeant les transformations PeT (cf. I, B), § 1,

~.
~

b} J. On vérifie aisément gue, de méme «ue T, I'” est un pseudogroupe de Lie
. - PR c e s

de type fini et que son groupcide de cdéfinition, ou'on note ¢, s’identifie
" 1 o iz , i, . ot

au groupoide ¢ ¥ CP  des &léments composables nour 1'action de 2 dans CP .

La base du groupoide’éc est CP'1 ; on note a" et BC les applica-

tions source et but de o° sur cet.

. ") A
Scit CP2~= cP'( CP1] la variété des @l2ments de contact de dimen-

. 1 - N .
sion p de CP . Le groupcide s opere natureileament dans CPZ gt 1'on peut
utiliser, pour la recherche des invariants cifférentiels pour cette action
c V2 ) P
de ¢ dans CP~ la méthode du paragraphe précécent.

s e ol £z , . :
La variété CP™ des &léements de contact de dimension p et d'ordre 2
LAV

de V se¢ plonge canoniquement dans CPC. Plus nrécisiment, cvec les notaticnc
. "2 - 2 . sa : e P i p *1
du (I, B}, § 1), soit g v & CP7, et scit u l'appliceticn 2R dans CP

définie par : u(x) = joiu o Tx), v est une dmwersion st j v est un &lément

N 7 ’ -
de CPZ ne dépendant que de jé v o cglent 1'imnms Jde 3; i par le plongement

canonique.

—~
o~

On vérifis cnsiits azcdpent o 08 ewst e-eble pour l'action de ©°

M2 ; . e . LG 2 s
dans CP~ et gue pour l'action ainsi induitc de ¢ dans CP les orbites sont

2
&

les mémes que pour l'action de ¢ dans CP™. Ceci montre que les invariants

2 . s a2
différentiels pour l'action de ¢ dans CP“ sont les rastricticns & CP” des

. s pps R . c ~
invariants différentiels pour l'action de ¢ dans CP

-
<

. L.a régle de £. Cartan
peut donc encore &tre utilisée pour la recherche des invarisnts différentie.s
d'ordre 2. Plus généralement, pour les mémes ralsons. cette régle pourra &tra

utilisée pour la détermination des invarients d’ordie n, une fois connus ceux

d’ordre n-1.
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>

b) Repérage absclu & 1'ordre 1.

Les données sont les suivantes :

fo : &~submersion définie sur un ouvert de V
Na : image d'ung section différentiable de fO.
c . P ; 1
f1 ; @ -submersion définie sur un ouvert de CP
Nﬂ : imaga d'une section différentiable de f1. On suppose que Nﬁ SE

projette sur No par la projection de cPt sur V.

On adopte, pour ie groupocide 8%, la méme méthode de notation

que pour $, ainsi :

@C H# N1 : est le produit fibré de o° et N1_pour les applications
c c
P Sad 4 e —
o : @ > N1 et 1 : N1 > N1 .
c
QN ! est le groupoide d'isotropie de o% au-dessus deN1 ; c'est
1
donc la réunion pour x1 € N1 des groupes d'isotropies 601
X
QS 7#'N1 1 est le produit fibré de @; et N1 pour les projections cano-
1 1
nique de ¢ et N, surN.On a:@c # N co® # N,.
N1 1 1 N1 1 1
,
A1 : est 1'ensemble des éléments de 0° ## N,l de la forme (j 11L,>< ]
o1

[}
T' (9% N1) : est le fibré induit sur A1 par le fibré dss vecteurs tangents

a oF # N1 et verticaux pcur la projection de 0% o N, sur N, -
e (o . e c
T'(@N»#¥Nd) ¢ est le sous-fibré de T’ (o7 # Nq] formé des veecteurs tangents
o
a @; H N,I et verticaux pour la projection sur N,l
o

Plagons~nous 'abord en un point X & N1 d'origine x € No‘ an a

""1; -
une identification canonique de (aC] k‘k:@cavec o 1[x) < ¢. Par cette iden-

1 . s
tification, le groupe d’isoctropie @01 de ¢ en x s'identifie & un sous-
X
groupe de @x ; groupe d'isctreopie de @ en x. De plus, avec les notations du
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{IT. A}, § 1), le sous-groupe de Qx ainsi obtenu est 1'image réciprogue de
. . 1 ) e . 4
x1 par 1'application wn {ou plutot sa restriction & @x X {x1} gu’on iden-

tifie & ¢ ). L'algébre de Lie de ch
X o] 1 [e]

donc le noyau de la restriction de T’ wo a la fibre de T’[@N vk N1) au-

0

considére comme sous-groupe de ¢x est

dessus de (jxﬂ.,x1] c’'est-a-dire & 1l'algébre de Lie de @x.

Ceci étant, en x & No’ comme en x1(2 N1, un repere absolu est une
base d’un certain type dz 1'espace tangent a uﬁq(x] ay point jxiL. La diffé-
rence est essentiellement la suivante : dans le premier cas, les r premiers
vecteurs doivent former une base de 1l'algebre de Lie de @x , dans le second
cas, les ry premiers vecteurs dcivent former une base de 1'algebre de Lle de

c _ c
o] 1 {avec r, = dim ¢ 1].
X X

La méthode pour cbtenir un repére absoclu d'ordre 1 & partir d’un
repére absolu d'ordre O est maintenant cleire. On doit, par combinaisons
linéaires de certains vecteurs du repere d'ordre O, obtenir une base de

' > ' 3 c
1'algeébre de Lie de ©

X
d'ordre O pour former une base de T, (o 1[x]].

A

1 et compléter cette base par des vecteurs du repére

Le passage au global se fait sans difficultés. Soit ¢ # N,

. {resp.

3, Nq] le produit fibré de ¢ # NO {resp. 2y # NO) et N1 pour les pro-

0 0

jections canonigues de & # NC {resp. QN #END] et N1 sur No' Avec les no-
e N, < &y #= Ng. On convient de noter

o, o

a 1 (9, # N1], fibré induit sur

N

tations du (II. A), § 1), on a : %

\
i

.r

] [o}
encore T’ w; la restricticn de T’wl

o .
' 1
] HE N1 par T [@NO # No]'

LY

, ’ ) 1
Lemme 2.1. L'application [j>< ¥, X xl} —> (JX(P, X x1) de & x No X N1

dans ¢ x N, x N, induit un difféomorphisme de & # N

c .
’ ’ sur @ N1 compati

1
ble avec les projections de 9 # N1 et ¢ # N1 sur N1.
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Démonstration évidente.

[ o]
Ce lemme permet d'identifier T (oC o N1] avec 1l'espace T'(® % Nq}

des vecteurs tangents a ¢ =# N1 aux points de la forme (jxﬁ,,x1l et verticaux

paur la projection de ¢ # N1 sur Ny.

Cc

N

Lemme 2.2, Par 1l'identificetion de QC # N1 avec @ # N1 , @
= f L i / y

# N,1 est

[+]

contenu dans @, # N, et T'(e° =+ N,) = Ker (T’ w1].
NO 1 N4 4 o}

Pour démontrer ce lemme, on procede fibre par fibre. £t pour
chaque fibre, il suffit d'utiliser la méme méthode gue celle utilisée plus

haut au point x1 € N1.

Corollaire 2.3. Un reperage absolu au-dessus de N1 est une famille de s

[+]
dans T'(& #£ N1] dont les r

sections différentiables indépendantes de N

1 1

o]
. N 1
pemiéres sont & valeurs dans Ker T’ wo.

Evident.

Soit €qreres € UN repérage absclu au-dessus de NO , soient e et u
=]
les sections de ND dans H{V) ot H(T'{¢ # No]) respectivement et w ia forme

de pseudo-connexion associées {cf. proposition 1.11).

En utilisant les résultats et notations du § 1.b), soit w

1 sy F
1,..,,wr
[e]
la base des morphismes T'(@N # N;] —->[R associée & w. La restriction de
[+] 1 ] o
T'" ¢ aT1'(g, = N,) s'exprime par :
1= ..,
J2 E aJZ N Ty e P
I kar JqR K Iy = Aseess(nop)
° 1 : .~
et comme Ker (T’ wo] a des fibres de dimension r, . par hypothése, il existe
J
p.rmi les formes TJZ s T7Ty formes linéairement indépendantes, qu'on nctera
1
Jr1+1 Jr
T sesea,T - Complétons ce systeme par des formes w& seas wé de scoris
1 r
1

que :



' ' r1+1 JI‘
wk1 Y s wk s T svonos T
T4
o
solt une base de l'espaca des formes T‘(@N # N1]<-~~>YR.
0
. c c c c , c
Soit €1 + €5 senns gr1 , sr1+1 seses €4 la base duale. Les € sont des
[+]
sections différentielles de N1 dans T’(@N S N1] vérifiant les conditions
0
suivantes pour tout x1 € N1
o c, 1 c, 1 % A
1°) e {x J,.c., e_{x) est une bass de T (&, == N,)
1 r 1 N 1
(3 4.x) 0
X

]
2°) e:(x1],..., e? (x1) est & valesurs dans Ker (T’ w;)E
1

Pour obtenir un repérage absclu & l'ordre 1, on doit compléter le
systéme e:,....ei. On utilise pour cela la remarque suivante : la projection
de ¢ # N1 sur ¢ # NQ définie par (jx ¢, x1] —_— [jx ¥ ,x} induit pour

o
(jx,u ) (o # N,]] sur T(jxﬂ,X]w # NyT s

A"
on définit donc pour chague i une section différentiable €y de N1 dans

(o)
chague x,i & N1 un isomorphisme de T

-]
T'(o # N1] telle que le diagramme suivant est commutetif :

N
€y o
N > 7' (& # N,)
1 i 1
€5 o l
N > T' (o 5# N ).
0 o)

Ceci étant, par définition méme d'un repérage au-dessus de No’ pour chaque

. . Vo1 v 2,
x € N, , l'espace engendré par e1tx Joeaas sr[x J est T

1 1)(®ND%£ Nyds

(3.4 ,x
c, 1 c, 1 X
c'est donc 1l'espace engendré par eq(x ],...,sr(x ). En posant

C

4"
e T € pour k =1 + 1,..., S

X c N
on voit gque eﬁ,..., € est un repérage absolu au-dessus de N lLe passage

9
annoncé d'un repérage absolu & l'ordre 0 & un repérage absolu & 1'ordre 1

est ainsi réalisé. Le lecteur vérifiera en ocutre que ce repérage est bien

=

adapté & la poursuite des calculs.
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