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IDEAUX DE L'ANNEAU DES SERIES FORMELLES A
COEFFICIENTS REELS ET VARIETES ASSOCIEES.

par

Jean MERRIEN

INTRODUCTION

Le but de cet article est d'étudier certaines propriétés des
idéaux de l'anneaufR[[}l,...,xn]] en utilisant des "reldvements” diffé-
rentiables des séries formelles.

Si X est un fermé de Rn,cf une fonction de classe C” sur R et
f sa série de Taylor & l'origine, on dit que f est nulle sur X si |CP[x]|
tend vers 0 plus vite que¢ toute puissance de ||x|| guand xe X tend vers
zéro. On associe ainsi & tout idéal I derR[[xl,....xA]] 1'ensemble WI)
des germes en 0 des fermés de R sur 1esdue15 g'annulent tous les éléments
de I. C'’est la "variété formelle" de 1'idéal I.

Réciproquement, & un ensemble V de germes en 0 de fermés de R"
on associe 1'idéal ’}qu des séries formelles nulles sur les éléments de V.

Le ler chapitre est consacré aux définiticns et lemmes &lémentai-
res concernant ces variétés formelles.

Dans le 2&me chapitre, on démontre le résultat principal selon
lequel, si I = :& (V(I)), alors I est 1'intersection des noyaux des homo-
morphismes de R-algebre de(R[[xl,...,xn]] dans(R[[ﬁ]] gui annulent I.

Cela revient & étudier une variété en utilisant les courbes tracées sur
cette variété. On en déduit, par exemple, qu'un idéal est elliptique
(c'est-d-dire de variété rédﬁite a {0}) si, et seulement si, il n'est

annulé gue par 1'homomorphisme nul.



Le chapitre III apporte des précisions aux résultats du chapi-
tre II. En particulier le théoréme 1 de ce chapitre permet d'obtenir une
courbe tracée sur une variété et approchant, d'une certaine maniére, une
suite de points donnée.

Le chapitre IV contient quelques applications géométrigues des
résultats précédents. On y étudie 1l'ensemble des zéros d'un idéal de fonc-

tions différentiables dans le cas d'une singularité isolée & l'origine.

Une version abrégée de cet article (pe contenant pas le chapitre
ITI et seulement 1la moitié du chapitre IV) a été publiée au Journal de

Mathématiques Pures et Appliquées (1971}.



I - VARIETES FORMELLES ET LEMMES PRELIMINAIRES.

On note 2§ﬂRn] 1'algebre des fonctions de classe ¢ de R" dans R,
(‘Fn 1'algébre (R[[xl,...,xn:l], T : 6URn] —_ T’n l'application qui & une
fonctilon fait correspondre sa série de Taylor & 1l'arigine. On sait que
cette application est surjective. On désigne par n 1'idéal maximal de ’3%

et par m 1'idéal de g(ﬂn] des fonctions nulles & 1l'origine.

1 - Rappels de résultats connus.

Le résultat suivant est classique (cf. B. MALGRANGE Eﬂ ol le cas
analytigue est traité. Le cas formel se tralte de manigre identique).

On rappelle que, si A est un anneau local d'idéal maximal m , un polynBme

pP-i
ai t

n ™M™

Pe Alt] est distingué si P est de la forme : P(t) = tP +

i=1

ol a,e m.
l —

Proposition 1.

Soit P un idéal premier de ‘J-’n, de hauteur k. Alors il existe
n formes linéaires indépendantes yio 124 <, telles que :
a) l'application ccmon’é&gue : IR[[yk+l,...,yn]] — :F’n/}y est injective
et fait de :Fn/Fj un ‘R[[yk+1"" ,yn:[] -module de type fint
b) 21 extste dans = des polyndmes distingués en ' de degré Tys
1 <1<k, %Eyi;y'), ol y' = (yk+1,...,yn]. On pose Pltyl;y') = P et

r. = r, Alors, si A # O est le discriminant de P, il existe, pour tout

1
fe ’Fn, wn polyndme en Yqs QEylzy'], de degré inférieur a4 r, uniéue, tel
que A f - Qe . Les polyndmes correspondant awx éléments Vip 2215k,
seront notés 9

c) 21 existe un entier m tel que, pour tout fe A" £ appartienne
a l'idéal engendré par P et les A y; ~ Qs 221 S ke
d) pour tout f ¢ il existe ge [ et f'e R[[yk+1,...,yn]], non

nul, teunefg-f'e‘:ﬂ.



Proposition 2. (Théoréme de Puiseux, cof. R. WALKER [6]).

Soit Plt,u) = u” + a (t) Gt

ol * ar(t), ou ai(t] est un élé-
ment de t[[t"']], de terme constant nul. Alors il existe u(t)e C[[£]], de
terme constant nul, tel que P(t,ul(t)) = 0. P(t,u) se factorise complétement
dans C[[t]] [u] et, st les coefficients a; sont analytiques, toutes les so-
lutions ult) sont analytiques.

Soit v un homomorphisme (unitaire) de R-algébre delR[[Xl,...,xnjj
dans R[[t]]. En posant Y(xi] = Ci(t] on a, pour tout Fe'TZV

Y(f) = f[Cl(t],...,Cn(t]]. On fait ainsi correspondre & un homomorphisme

Y un élément ¢ = (;1,...,cn] delgn. Cette correspondance est une bijection

CK—

1]

et on notera vy

Avec les hypothéses et notations de la proposition 1 (en rempla-

gant toutefois y. par xi) on a alors :

i

Proposition 3.

Soit y' un homomorphisme de R-algébre de(R[[xK+1,...,x6]] danS(R[[tr!]],
avec y'(A) # 0, et g (t) = vy ix), k¥l <i<n. ST 1l'équation Plx, 5 ¢'(t]) =0
admet une solution Cltt]eﬁ?[ﬁﬂ] 11 existe un homomorphisme de R-algébre v,
unique, induisant v' sur [R[[xk+1,....xnjj, tel que Y([) = 0 et yix)) = g (¢).
La démonstration de cette proposition est faite par J.Cl. TOUGERON

[4] (appendice) dans le cas complexe.

2 - Ellipticité et nullité d’une série formelle sur un germe de fermé.

Soient x = (x;,...,x J€R et C > 0. On note BIx,C) = {ys||y=x||<C},
la norme étant la norme euclidienne. Soient X un fermé de!Rn, f e‘xh et

¢e &R telle que T ¢ = f.



Définition 1.

On dit gque f est slliptique sur X s’il existe un nombre a > O et
un volsinage Q de 0 tel que :

Vxe 20X, |<—F(X3|Z||X||a

Définition 2.

On dit que f est nulle sur X si, pour tout o > 0, 11 existe un
voisinage § de O tel que :

Vxe 20X, |l < |lx][®

On vérifie immédiatement gque ces propriétés ne dépendent effecti-
vement que de f et non de SR D'autre part, elles ne dépendent que du ger-
me en O du fermé X, ce qui permet de définir la notion de série formelle
elliptique (resp. nulle) sur un germe & l'origine.

Remargues. a) On voit que : f = 0 <= f gst nulle sur le germe g R"
fe n << f est nulle sur le germe de {0}
b) S1 f est elliptique sur le germe de Rn on dit que f est
glliptique.
c) Si ¥ n'est pas elliptique sur X, il existe Y, O §-Y<:X,
tel que f soit nulle sur Y.
d) Si fen n'est pas nul sur X, il existe Y, O g YeX, tel

que f soit elliptique sur Y.

Lemme 1.

P
)pGN

une suite de points dans R, telle que lim xP

P>

et f e‘}}, tels que T soit elliptique sur X = p%gw {xP}. Alore il existe

XP11°).

Sotent (x = 0,

un nombre p > 0, tel que f soit elliptique sur \J B(x",
peN



I1 existe par hypothése un nombre o > 0 tel gue pour p assez
o
grand ]Lf(xp]| > ||xp|| . D'autre part, d'aprés le théoréme des accrois-

sements finis, 1l existe M > 0 tel que |cp[xl - ¢y < Ml x-y||, d’'ot

[ ] > el - nllx-yl

, pour tout couple de points voisins de O.

I1 suffit alors de prendre p > ao.

Lemme 2.
Sotent (prpe(N une suite de points, telle que xP # 0 pour tout p
p
et 1im x" = O,-Feﬁilet 0 wn nombre > 0. Si ¥ est nulle sur U B(x",||x"]] 1,
pe p

£ est nulle.

PPy B = geeP Lp1P11°
|x"]1 7, Bp B(x", 2|lx 1.

I1 suffit de montrer que 1'hypothése entraine que toute dérivée partielle

el g

premigére sgf est nulle sur |y B’. En effet, par récurrence, —;  sera
i p IX
p 1 pr(°
nulle sur {J B(x", —TET ||x"|] ) et ¥ sera nulle.
p 2
Soient e EM®"), T = f, et 8 > O.
Il existe un nombre M > 0 tel que :
n <P 2
lep (x") = @ (x) - iil (x} = x,) % )] < ml Ix=x"]] (1)

pour tout couple (x,x') de points assez voisins de O.
Fixons ie D”rﬂ et soit o > p, 51 p est assez grand, pour tout xeB' il
o
existe x'e B_ tel que : x, = x! 81 J #1iet |x, - x| = X .
e B, tel g PR 1%, = %31 = x|

Pour deux tels points on déduit de (1)

L%%i (x)| lxi - xil_i M||x—x'[|2 + | Lf[x']| + | p (x)] (2)
i



Soit alors o > o. Par hypotheése, pour p assez grand,

| x| < [1x|]% pour tout x€ B+ On déduit alors de (2)

3 e 1 s T ®
32 vol < mfxl1? « el lhd

o
NESR
et puisque !|x'|l < 2||x|| on a pour p assez grand :
Vi VxeB! RE vol <nmllxl®« @+ 13 |]x]]*° (3)
i

Le nombre B &tant fixé, si on a choisi o et ¢ tels que

a -0 >8eta>B, 11 existe p, tel que :

Vie[tld . V¥p2pe . VxeB! : = ] < Ix]1°
i
af ,
Donc VI est bien nul sur Y B' pour tout i€ [1,n] .
1 p P
Lemme 3.

Soit P[x';xn] wn polyndme distingué en X 9 a coeffictents séries
formelles en x' = (xl....,xn_ll. On suppose que P n'a pas de facteur mul-
tiple et done que son diseriminant A (x') est non nul. Soit d’'autre part

P s : n P _ P P
(x ]pelN une suite de points de R, telle que x'" = [xl""’xn-l] £ 0
pour tout p, lim xP = 0 et que P.soit elliptique sur \J {xP}. Il existe
pe peiN

alors, pour tout p, une boule Bp de centre xP telle que :

a) P est elliptique sur Bp

. . p P p p P
b) 21 existe y" € Bp, tel que y'" = (yl,....yn_l) # 0 et A est

elliptique sur |y {y'P} .
pelN



Démonstration. L'existence des boules Bp, gu'on peut prendre de

p
rayon |lxpl| , o > 1, vérifiant al) résulte du lemme 1.
La projection de Bp sur 1'hyperplan X = 0 contient
P
Bé = B[x'pllx'p|| J. I1 suffit de montrer qu'il existe y'pe Bé tel que A&

soit elliptique sur {y'p}. Pour cela soit S8 € é'URn_ll tel que T § = A,

p
et prenons y'Pe B’ tel que |8(y'P)| = sup |8(y')|. S1 A n'était pas
p y'eBé
elliptique sur {J {y’p}, on pourrait extraire de la suite (y'plperN une

P
sous-suite (y'plp telle que A soit nulle sur (Y {y'P}. Puisque

1 peml
pour p assez grand, et pour tout y'e Bé , I'y'p|l < 2||y’|

&N

, A serait

nul sur J B'. D'apres le lemme 2 ceci impliquerait A = 0, ce gqui
pewl

~

est contraire & 1'hypothése.

3 - Variétés formelles.

Dans ce paragraphe on désigne par q%.l'ensemble des germes en O
des fermés de(Rn.

Définition 1.

Pour tout idéal I de 3i]on pose :
Vi) = {x c-.ﬁ%, ; Vfel, f est nulle sur X} .

L'ensemble UTI) est appelé la variété formelle de 1'idéal I.

Définition 2.

Pour toute partie W de Q% on pose

%(WJ = {f e,(;n ;5 Vxe W, f est nulle sur X}

%-f&f] sera 1'idéal de 1'ensemble de germes W. En particulier, si v

est une variété formelle, % (V) sera appelé 1'idéal de la variété 1.



ProEriétés.

1) I.C I === ‘U’[Il) > ?9’(12)

1 2
2) Wew, = *};('ID’IJD”}S(MTZJ
3 JWPI) o1 et VY (WH W
4) Vg (v = Vi) et ’}tlﬂ”& why) = }(Wj
5) VI, + 1) =‘U’[Il) ) '1?/(12)
6) UIT) = V(1) ot T est la racine de 1'idéal I (T = {FeiFn ; dpemlN, fPe1}y.

Notations.

si WE et W7 sont deux parties de CQ& on pose
w’lv‘u}; = {X éce(}, 3 X = X,UX, avec X, € W’i}.
Avec cette notation on a la propriété :

77 W ) = W 1) = Vo) v ) et T vy - ’& W0y ).

La derniére égalité étant évidente, démontrons les premiéres.

I1 est d'abord immédiat que : (I I,) > ‘l/‘"(Il N 1) D‘?ﬂ’(IlJ v ‘U’(IzJ.

1
D'autre part, soit X un fermé dont le germe en O appartient & cl)’(I1 Iz).

Soient fi. 1<1i<p, (resp. gj, 1 <3 <) un systéme de générateurs de Il

(resp. IZJ et ¢y {resp. ¥,) tel que T Cfi = -Fi {resp. T ¥, = gj].

J J
Si on pose X, = {xeX ; sup |<p,(x)| < sup |¥,(x)|}
1 i i ~ J
X, = {xeX ; sgp ILPi[xJI > s;p I\PJ[X)I}

on a X = X UX,etX, € c\9’(Ii1. dod Y7 (I, L) c—‘U’[IlJ v ‘U’(Iz].

i
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Définition 3.

Une variété formelle W(I) #4 est irréductible si oy = %y(lllviwvflz]
implique V7(I) = 1%111] ou V(1) = %*TIZ].

On a alors les propriétés suivantes :
8) V(I) est irréductible <== t%(q}TI]] est premier

9) Soit I 1'idéal d'une variété (i.e. I ='§ (U'(I)) et en particulier
I=1),etls= Fjl(\...n Fir sa décomposition en idéaux premiers.

Alors V(1) = V() v.eov Brip et p, = LW op 0.
En particulier toute variété formelle admet une décomposition en variétés
irréductibles : U = 1?i V..oV 1}}, et cette décomposition est unique
sous 1’'hypotheése supplémentaire que %}i qt i}j pour tout i # j.
Définition 4.

Un idéal propre I de ’.Fn est elliptique si VV(I) = {0}.

Avec cette définition on a :

10) Les propriétés suivantes sont équivalentes
a) I est elliptique

b) I contient un élément elliptique

c) }ﬂ?’cm =n

4 - Propriétés d'annulation de fonctions différentiables admettant une série

de Taylor donnée.

Lemme 4.

Soit feT , nulle sur \J {x°} o2 (x") est une suite de R"
n pe N peN

convergeant vers 0. Alors il existe € g R et une sous-suite [><D)p€[N
1

de la suite donnée, tels que cp[xp] = 0 pour tout pGJNISt TY = 1,
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Démonstration. Soit ¥Ye € ﬂRn) telle que T ¥ = f. On peut extraire

de la suite donnée une socus-suite (xp]psﬂv telles que les boules
1
p
B[xp illLll], p €N soient deux & deux disjointes. Puisque W[pr tend

1'

vers O plus vite gue toute puilssance de ||xp|| on sait construire une

suite de fonctions ep, penul

,» telles gue ep(xp] = W[xpl, ep = 0 en dehors

p
de B(xp, ii§~ll] et gue z e _converge vers une fonction € de classe
peM
1

~

c plate & 1'origine (i.e. ¢ € Ef]' I1 suffit alors de prendre ¢ = ¥-¢,
Lemme 5. (cf. B. MALGRANGE [1] chapitre IV).

Solt 8seees8,2 des nombres complexes tels que :

r T r~]
z + I a; z * = 0. 1
i=1 "I
Alors |z| < 2 sup |ai|
i
L.emme 8.
r r r-i
Soit P(x';xnl =x * I ax')x = oun polyndme distingué en
i=1 .
X a coefficients dans 3;_1, nul sur {(xP} on xP = (x'p,xE) eonverge
pelN
vers 0 . Alors :
. P P P
a) Il existe p > O tel que pour p assea grand ||x ||.i Hix' P
s n-1 -
bl Il existe a; € & R I, T ay; = A, tels que
r r r-i
CP(x';xn] =Xt z ai(x'] X s'annule en les points d'une sous-—
i=1

suite de la suite donnée.

Démonstration. Soit a, € 8 (an_l) tel que T a; = 8, et

', = r
P (x ,xn] Xt

vy -1 WP Py - P
. ai(x ) X . Posons ¢p(x ,xnl 8~ . Alors,

1
:-...'ar(x'p) - Bplr]

™Mo

1
,D]

d'aprés le lemme 5 : IXE' < 2 sup (|al[x
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Puisque ai(O) = 0 et que Bp tend vers 0 plus vite que toute puissance de

"l

||x ,» i1 existe p, tel gue, pour tout ¢ et tout p assez grand,

1
P p p1 o . .
]xnl j_||x' I" + ||x]|” . Le a) du lemme s’en déduit immédiatement.
Pour obtenir le b) on extrait une sous-suite de la suite

(xp)p telle que, dans 1'hyperplan d'éguation X, = 0, les boules

elN’
B(x'P, ill%;iLL], p€IN1, soient deux & deux disjointes. Ceci est possible
si la suite (x”) n'est pas identiquement nulle. De la mé&me maniére gque
dans le lemme 4 on construit e(x’), plat en 0, tel que e(x'") = CP(x’p;xE]
pour pe(Nl. Cette construction est possible d’aprés le a) du lemme. Il
suffit alors de remplacer dans ¢ la fonction ar[x'] par ar(x'] - elx")
pour cobtenir le bJ.

Proposition 4.

Soit p (t,u) = ub o al(t] ur_1

+ ..o+ a_(t), ou a,(t) est une
r i
fonetion de classe C, patre, nulle a l'origine. On suppose que T = T
est sans facteur multiple, donc que son diseriminant A(t) est non nul, et
Tl

que T a, e R[[t""]]. S¢ pour t # 0 1'équation f(t,u) = O admet p racines
réelles, il existe p fonctions de classe c”, ui[tJ, t e[},p], de séries
formelles distinctes, telles que C?(t,ui(t]] = 0. L'"équation f(t,u) = 0
admet alors p solutions distinetes dans R[[t]].

Démonstration. Appelons jﬁ[F) {resp. ﬁﬁ[CCJ) 1'idéal de T (resp.

————————————— 2

. f 3 .
g(mzll engendre par-%E et 5% (resp. %{ et %%]. D'aprés TOUGERON Eﬂ,

appendice, fffjﬁ(f]. racine de M (f). Comme A est combinaison de f et

P
5{ on en déduit que ref(f). Donc il existe dans " (£) un 8lément non

nul indépendant de u. Il en résulte gque cet idéal est un idéal de défini-

tion de ﬂfz. c'est-a-dire contient une puissance de 1'idéal maximal. Donc

é£(¢?] contient une puissance de 1'idéal m des fonctions nulles en O,
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Soient k et 2 deux entlers. On pose bi = Tk a, (polyn8me de Taylor

i
r r-1 y - R
u o+ b1 u + aae t br et f' = T CP . Les bi sont

des éléments de R[}rq], nuls en O. D'apr&s ce qul précéde on voit que, pour

d'ordre k), <p'(t,u)

2 fixé, on peut trouver k tel gue ' - cqegml %C(CPJZ. D'aprés TOUGERON
Eﬂ proposition 2, chapitre II, 11 existe alors a(t,u) et B(t,u) &€léments
de ml '3‘6 () tels que :

Plt,u) = @'t + alt,ul,u + B(t,u)).

Si k a été choisi assez grand le discriminant A' de f est non
nul. L'équation ¢’'(t,u) = 0 a alors, pour t # 0, g racines réelles dis-
tinctes, ol g est indépendant de t. D'aprés la proposition 2 il existe g
fonctions analytiques réelles distinctes vi(t]. au voisinage de O, telles
que : vi(D] =0et ¢’'(t,u) =0 est éguivalent & u = vi(t] pour un cer-
tain 1.

Par le théoreme des fonctions implicites, il existe g fonctions
ui(t], de classe C , au voisinage de O, avec ui[O] =O0etT g deux & deux
distincts, telles que u + BR(t,u) = vi(t + alt,u)) est équivalent 3 u = ui(t].

On a alors p = g et les solutions de <p(t,u} = O sont les fonec-
tions ui[tl.

En effet : ¢ (t,u) = 0 <= L' (t + alt,u), u + B(t,u)) =0

<=> y + B(t,u) = vi[t + a(t,u)) pour un

certain i€ [1 ,CI]

<> Elié[l,qj, u = ui(t].
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IT - COURBES FORMELLES ET IDEAUX.

1 - Ellipticité d'une série formelle sur un connexe contenant une suite

donnée.

Dans ce paragraphe, si x = (xl.....xn], on note x' 1'élément
n-1 . c s s vy sns n
(xl,...,xn_l) de R identifiée & 1'élément [xl,...,xn_l,D] de R .

Proposition 1.

em W suitte de points de R" telle que

xP # O pour tout p et 1im xP = 0. On suppose F elliptique sur \J {xP1.
pee peN

Sotent T€ ﬁfn et (prD

Alors il existe :

a) Un fermé F de R", contenant wne sous—suite de la suite x°, tel
que F - {0} soit comnexe et que f soit elliptique sur F.

b) Une fonetion g(t) = (gi(t)]1<i<n’ de R dans R", de classe C
paire et nulle en 0, telle que E(t]é"%—bour t voisin de 0 et que 7 = T §
soit non nul.

Démonstration. On raisomne par récurrence sur n.

Pour n = 1 le résultat est évident. Nous passons de n-1 & n en
utilisant le lemme 3 du chapitre I.

Soit (xl,...,xn] un systéme de coorddnnées tel que f soit ré-
gulier en X s c'est=-a-dire ?(O,...,O.xn] # 0, et tel gue pour une sous-—

Py

. P
pémH on ait x # 0 pour tout

suite corvenable (x de la suite [xplp

elN
pelNl. Par le théoréme de préparation formel [[{]J il existe un polyndme
distingué P(x';xn], de degré m, ne différant de ¥ que par un facteur in-

versible. On peut supposer que f, et donc P, n'a pas de facteur multiple.

Le discriminant A de P est donc non nul.
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Par le lemme 3 du chapitre I dont on reprend les notations, on

. . P
détermine une suite (y ]peﬂV1

U {y'p}. L'hypothése de récurrence, appliquée & A et a (y'p]
peml p

, ype_Bp. telle que A soit elliptique sur

6 2
ml

implique qu'il existe dans Rn-l, identifié & 1'hyperplan d’'équation

n .
xn = 0defR , un fermé F' avec F' - {0} connexe, contenant une sous-suite

;D)

(y
pe(N2

. P ; ' -
de la suite (y ]pifN , et une fonction &'(t) (Ei(t]],

1

ie [i,n-i], de R danisn—l, de classe C , paire, nulle et non plate en O,
telle que £'(t)e F' pour t assez petit.

Soit X_[x';xnl un polynéme distingué & coefficients dans 8(Rn_1].
tel que T X =P. Si 6 est le discriminant de X, on a T § = A. Puisque §
est elliptique sur F', 1'équation ?L(x';xn), n'a, pour x'e F' - {0}, gue
des racines simples, et le nombre de ces racines qui sont réelles est un
entier & indépendant de x' (2 = 0 s8'il n'y a pas de racines réelles).

Soient rlfx'l < r2(x') < L.. < rlfx') ces racines réelles, et

pltx'],...,pm_l[x'] les racines complexes. On pose ro(x') = = o,
rz+1(x’l = + oo,
Pour 0 < 1 < & on pose A; = {x = [x',xn] ; x'e F' - {0},
, ' : —yid P
ri,(x ) < X < ri+1[x J}. I1 existe ke [D,XL:_] et une sous-suite (y ]pel'Na

de la suite (yp]D tels que : Vp€IN3 , ypeA .

elN_ "’ k

2
Nous allons terminer la démonstration de la proposition 4 dans

1'hypothése k # 0 et k # 2. Ces deux cas se traiteraient de maniére ana-

logue. D'aprés le lemme 5, les racines du polyndme distingué )L vérifient :

1

’ 4 m
PO NI (1)

1

o Gea| < Hy 1 [
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ol H1 est une constante positive.

Cette inégalité montre en particulier gque les racines ri(x'] et
Dj(x'J sont bornées guand x' est voisin de zéroc.

I1 en résulte, puisgue § est le produilt des carrés des différences
des racines de ¥ , qu’il existe une constante K1 > 0 et un voisinage Q!

1
n=1
de 0 dans R tels que :

1
i i ' ' ' E
Vx' e ainF’ V[ll,lz] V(jl,jzl lriltx ]-riz(x )| > K1[6(x ) |
1 (2)
o, x*1mp, (x")] > < l80x]?

1 2

D'aprés 1'ellipticité de § sur F', il existe alors oy > 0 et un voisinage

L .
Q2 tels que :

o
[) : v . . » y 1
Vx'e o, NF V(ll,lzl V[JI,JZ] Ir, (x )-r, (x )| I

1 2

fv

, [[x

(3)

|
lo, (x')=p, (x")] x| 1

3 3,

| v

Par le théoréme des accroissements finis, 11 existe H2 > 0 tel

Y x Vy | (x) - 'X(y]|j_Hﬂ|x - vyl (4)

L'ellipticité de X, sur L) {yp} entraine gu'il existe a
pe‘IN3

5> 0 et p,

tels que :

o
VpeNy, p2p0 Y OM] > [[WPI] 2 (5)
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On déduit de (4) et (5)

Vi € [lJQ]l Vpema ’ pi po :

o o
2
[y P2 < TP 2 < 1P = Py - LoyPor, P
(8)

< H, lys - ri(y'pll

Pour tout nombre réel a, tout x'€ F' et toute racine p,(x') on a :

J

|a - pj[x']| i'% lo,(x') = o, (x")

J J )
1 *
Done, d'aprés (3) : Vx'eq, NF', Viel.m4], |a - pj(x’ll 3§||x'|| .
Puisque, pour tout x'€ F' et tout xne(R, on a
2 m-£
[ = - ’ - ' R
X(x' %) I (¢, = 7y (x") T (x = py(x')), on obtient :
i=1 j=1
m=2
L .1 *
¥x'e 2.nF' , ¥xeR X (x',x )] > Min |x -, (x)])7 5] x| ) (7)
2 n n"' — 1 n 1 2

Choisissons maintenant un nombre 8 > Sup(al,azl, et soit

o
ay = e ay . 1P <3 1l h.

2

C'est un volsinage de O dans Rn-l. On définit un fermé F1 dans R" par :

O (F - {0}),

Fl = {0} U {x-= [x'.an ; X'e QS

HX'HB =< Inﬂxn - rktx'], rk+1[x'] - xn)}.

C'est un fermé connexe d'aprés (3). Nous allons voir que P, et

donc f, est elliptique sur F., et que ype F. pour peﬂ\l3 assez grand

1 1
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Le premier résultat provient de (7) et de (1) car :

a, (m=2)

, 8. 1 S
Vx = 'x deFL X 0l > (x| s |]x ]

1
m
, [rk+l[x'J|J j_H1||x'|| .

et |xn| < Min[hk(x'l

Le second provient de (6), puisque B > &

On définit maintenant F par F = F, U ( U Bp]. I1 est immédiat
pelN3
que F - {0} est connexe et vérifie le a) de la proposition 4.

Montrons qu'on a aussi le b) : par hypothése de récurrence, il
existe une fonction &' de R —-—a-m”'l, non plate en O, paire et telle que
E'(t)e F' pour t assez petit.

Considérons 1'équation Y [E’(t],xnl = 0. Le discriminant de
X.[E'(tl,xn] est S(E'(t)). D'apreés 1'ellipticité de 8§ sur F', et puisque
E'(t)e F' et est non plate en 0, la fonction §(£'(t)) est non plate en O.
I1 en résulte que T Y% (£'(t),x ), de discriminant T §(£’'(t)), est sans
facteur multiple. En remplagant t par tm! on peut supposer satisfaites
les conditions de la proposition 4 du chapitre I. Il résulte alors de
cette proposition qu’il existe deux fonctions de classe Cm. u(t) et v(t),

telles que : rk(g'(t]] = ult) et r, L (E'(E)) = V().

k+1
Prenons A, D < X < 1, et définissons E(t) = (&'(%), X p(t) + (1-x) v(t)).
Pour un tel £ on a :

min(£_(t) - r (E'(t)), r, . (E'(£)) - £ (£)) = min(X, 1-A) (v(t) - p(t))
n k k+1 n
%
> []e )] © min(h, 1-A) d'aprés (3).

Donc pour t assez petit £(t) € F,cF. D'autre part T ¢ # O.

1
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2 - Variétés formelles et courbes formelles.

Nous reprenons les notations du chapitre I, paragraphes 1 et 3.
Pour tout ideal I de 3€n on désigne par T(I) 1l'ensemble des homomarphismes
unitaires de R-algébre vy de 'Fn dansﬂ?[Dﬂ] tels que v(I) = 0. On peut
considérer les éléments de T'(I) comme les "courbes” tracées sur U(I).
Théoréme 1.

Soit I un idéal de T tel que I = "y (V- (1)).

Alors I = (N Ker v .
yell(I)

Démonstration. On peut supposer que I est premier.
En effet on a : I = F31 Ne.e 0 @ o les Fji sont les idéaux premiers des
composantes irréductibles de U (I) (propriété 8, chapitre I, § 3).
Supposons le théoréme démontré pour les idéaux premiers et soit f€ () Ker v
yeT(I)
Alors f e M Ker v, pour tout i, et donc fe N Fﬂ_.
YET({,) it
i
Supposons donc I = Fj ., idéal premier de hauteur k, et soit
fxl,...,an un systéme de coordonnées satisfaisant aux conditions de 1la
proposition 1 chapitre I. Soit f ¢ 3. Nous allons construire un homomor-
phisme ye T'({H) tel que v(f) # O.
D'apres la proposition 1, chapitre I, dont on reprend les nota-
tions avec le changement de Vi en %, il existe F'e(R[[§k+l,...,x6]],
f' 40, etg el , telsque Fg - f €H.
Puisque f'¢ @ et A ¢ [, A ' ¢ M. L'idéal P 6tant 1'idéal
d'une variété formelle, il existe X, dont le germe appartient a T%[Fﬂ], et
. P
sur lequel A f' n'est pas nul. Par suite, il existe dans X une sulte (x ]peﬂV'

xp # 0, pour tout p, convergeant vers 0, telle gque A f' soit elliptique

sur U {xP1.
pEMN
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= L ey !
Si x [xl.....xn) on note x (xk+1,...,xn]. Puisque P(xl,x )
est nul sur U {x"} on déduit du lemme 6, chapitre I, qu'il existe un
peN

polyndme distingué en X1 CP[xl;x'J, de classe C , qui s'annule en les

et tel que TY = P.
1

] - p
points d'une sous-suite (x )DG(N

On applique alors la proposition 1, dans Rn_K, a Ax') f(x') et

€N (x'P # 0 d'aprés le lemme 5 chapitre I). Il existe

a la suite (x'p]
Pelfy

donc un fermé F dans Rn—k. paramdtré par (x,, ,....xn], avec F - {0} con-

1
;D]

nexe, quil contient une sous-suite (x p€!N2

=
’
de la suite (x )peJNl et
tel que A f', et a fortiori A et f', soient elliptiques sur F. On sait
. ) s ' - n-k o0
aussi qu'il existe &' (t) (Ei[t])K+liii” , de R dans R , de classe C ,
non plate et nulle en 0, telle que E'(t)€F pour t assez petit. Puisque
le discriminant de ¢p , dont la série de Taylor en O est A, est elliptique

sur F et que 1'équation C?[xl:x'p]

= 0 a des racines réelles pour pemb,
1'équation CP[xlzx') = 0 a des racines réelles pour tout x'e F - {0} assez
voisin de zéro.
En particulier, 1'équation CP(xl;E'(t]) = 0 a des solutions réel-
les pour t assez petit, et, en remplagant si nécessaire t par tr!,
r = degré de (¢, on peut supposer que 1'équation C?(XI:E'(t)] = 0 satisfait
aux hypothéses de la proposition 4, chapitre I. D'apreés cette proposition
si on pose ¢’ = T &', 11 existe £, (t) € R[[t]] tel que Pz, (t)sz'(t)) = O.
Par la proposition 3 du chapitre I on sait alors gu'il existe
un homomorphisme ye I'([) tel que y(xll =0 et y(xi] = g, pour k+l <1 < n.
Puisque £'(t)€F et que A f' est elliptique sur F, v'(A f') # 0. donc
Y(f') = y'(f') # 0. Puisque f g - f'e¢ R et queye I'(M) on a donc

y(f g) # 0 et y(f) # D. Ceci termine la démonstration du théoréme 1.
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Corollaire 1.

Pour tout idéal 1de ¥ , on a ’8(‘0’(1]] = N Ker y .
" ye T(I)

D'aprés le théoréme 1 il suffit de démontrer que T(I) = F(%»(i}TI)]).
Soient pour cela vy € T(I) et f 6,?%[1}TI]]. Soient d'autre part z tel que
Y = X et Etel que T E =15, S1 X=1Img, legermede X & 1'origine appar-
tient a V{I). I1 en résulte immédiatement que Y(f) = 0, ce qui montre que
rim c F(:&[i?’[I)J]. L'autre inclusion est évidente.
On note O 1'homomorphisme associé & £ = 0. Avec cette notation
on a :

Corollaire 2.

Un idéal est elliptique si et seulement si T(I) = {0},
En effet, on a vu, au paragraphe 3 , chapitre I, que I est ellip-
tique si et seulement si *&(l}TI]] = n et i1 suffit d’appliquer le corol-

laire 1.
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ITI - COURBE FORMELLE APPROCHANT UNE SUITE DONNEE.

Dans tout ce chapitre on appellera systéme de coordonnées adapté
& un idéal premier Fﬂ de ?;n' de hauteur k, un systéme de n formes linéai-
res de Siisatisfaisant aux conditions de la proposition 1 chapitre I.
On conservera toujours les notations de cette proposition (au changement

de y; en X prés). En particulier P, A, Pi, Qi désigneront toujours les

i

mémes éléments.

S1 fi‘ 1 <1< s, sont des éléments de ?;n {resp. é)HRnJJ. on

note (fl,....fsl 1'1idéal engendré dans S%I(Pesp. 3(@”)) par les fi.
Pour tout idéal I de T resp. (£ RN)) et tout entier k,

ocn note JK(I] 1'idéal engendré dans an (resp. E R par I et tous

D[.F. ""J’Fl ]
1 Kk

D(X, sesesX,
I Ik

les jacobiens ) ol ¥, ,...,Fi e I.

11 K

De méme pour tout idéal I de i;n (resp. & ")) et tout entier k
on note OK(I) 1'idéal engendré par les &léments h tels gqu'il existe
SRS dans I avec h I c:(gl,...,gk].

Dans tout ce chapitre, si x = [xl,...,xn) € Rn, on note x' 1'élé-
seeeax ) de RN, identifié 2 1'6lément (0,...0,x

n
ment [xK+ ,...,an de R .

1 k+1

1 - Choix d'un systéme de coordonnées et déformation d'une suite de points.

Lemme 1.

Sotent I wn idéal de iﬁn. foolsisk, gy 1<J <k, des

é1éments de I etlwe(ﬁn. On suppose que h I € (f ,....f ) et que h et

D(gl,...,gk]

D(xl....,xk)

sont eZZiptiQues sur un fermé X dont le germe en 0 appartient
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D(’F :---;'F)

a ). Alors est elliptique sur X.

D[xl,‘..,xk)
D(hgl,....hng

Démonstration. 7T1 suffit de calculer le jacobien

D(Xl:-----,XK]

En dérivant d'abord les produits h gi on obtient :

D(hgl,...,hgk] _ hk D(gl....,gkl
D[xl,.....,xk) D(xl,...,xkl

el @8]

En utilisent le fait que h g, € (f,,...,f, ) on trouve un §lément h; € Fn

D[hgl,...,hgkl L D(Fl,...,fkl

tel que :

I (2]

e
D[Xl..----,xk) 1 D(Xlau.-,XKJ

D(hgl. ---,hgk]
) est elliptigue sur X et

De (1) on déduit que D(xl"""’xk

D(f. ,ueusf, )

de (2} on déduit que 1'est aussi.

D[xl,....xkl

Lemme 2.

Sotent M un idéal premier de hauteur k de Zﬁn et X = U {xM
p€MN
wie suitte d'éléments non nuls dean, convergeant vers 0 et dont le germe

a l'origine appartient 4 %V(FjJ - ¥ (P
k
Il existe alors une sous—sutte Xq de X, un systéme de coordonnées
(xgsenwsx ) adapté & P, heF et f.em, 1 <1<k, tels que :

D(fl,...,f )

al het
D(xl,...,xk]

soilent elliptiques sur X1

b) h M C [fl....,Fk]

On peut supposer en outre que la projection x' de tout point X€ X,

sur la variété définte par X = 0, 1 <1<k, est différente de O.
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sulte donc ds 1'hypothése qu'il existe h e GK(FUJ 8t Xl' CJE; XIC:X,

tels que h soit elliptique sur X.,. Puisque h est somme d'éléments trans-

1

portant F& dans un idéal engendré par k éléments de Fd, on peut supposer,

en diminuant Xl, qu’'il existe f.,«..,f

1 K dans ¥ tels que h Fﬂc:(?l,...,f ).

K

, 5 P ; - . , .
De l'hypothése résulte aussi gu'il existe SRR - dans [, S PRRRETE

D(gl,...,gkl

dans [l.n] et X2, 0 §X2CX tels que ) soit elliptique sur X2-

1 D[xi seeeaXy

1 K

D(fl,...,?k]
D[X. 2en X, ]
1 1

1 K

D'aprés le lemme 1, est alors elliptique sur X2.

Soient ¢p,, 1< 1<k, des éléments de E(R") tels que T Cp, = ..

2 '
On peut, en modifiant 1'ordre des xi, trouver XB’ 0 §-X3CZX2, tels gue

DP seens <P, ) ] DI oeens )
(x) = sup
D[xl,.....,ka

D[xi seeeaXy ) (x)| pour tout XE Xg

(11,..,1K) 1 k

Soit alors [yl,...,yn] un systeme de formes linéaires indépen-

dantes : n i i
X = z a; v, ’ aierR .
3=1 ’
D[X s X, )
o . D[Cel,...,cpk] i D[CPl,...,cpk] i1 i
T DMy seanensy, ) . Z::: . D(X, seeesX, }J Dly sesessry )
1 K 11<12...<1K i I 1 K

Si on a choisi a; = 1 pour tout i, on peut trouver e tel gue

J

pour ¢ tout repere Yy défini par des coefficients a3y satisfaisant a

DEpPyseee 4P )
D(yl,...,ykl

|ai] < g pour 1 # j, le jacobien soit elliptigque sur X3.
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Comme 1l'ensemble des systémes de coordonnées adaptés & Fj est
partout dense dans l'espace des repéres, on peut, dans le voisinage d'ordre
€ du repeéere [xl,...,xn] défini cil-dessus, trouver un repére (yl,...,yn] adap-
té a Fj satisfaisant aux conditions al) et b) du lemme 2.

La derniére assertion de ce lemme est évidente.

Lemms 3.

Soit X = |J {(xP} une suite de points de R - {0}, convergeant
vers 0, telle que pe:wp = (xE+l,...,x:] # 0 pour tout p. Solent d'autre
part des éléments f, de ﬁFn, 1 <1<k, et un élément ' non nul de

D(f,senu,f )

1 K oL
R{[x,,qseeesx 1]+ On suppose que IR est elliptique sur X et

que le germe de X en O appartient a UV(FI,....ka. Alors 1l existe une

sous-suite xl = U {xP) de X telle que, pour tout p > 0, on ait la
pelN
1

propriété suitvante :

IxP|1%), avee y'P # 0, telle que

Il existe une sutite ype B(xP,

f' soit elliptique sur | ) {y’p} et que |J {yp}e‘wal,...,fkl.
pelN1 peml

Démonstration. Par le lemme 4 du chapitre I, on prend une sous-

de la sulte donnée, et des fonctions <, e @lFJH. telles
peml i

que T ¢p, = F,; et Cpi(pr = 0 pour tout peM,.

suite (x

Nous allons utiliser le lemme des fonctions implicites
(TOUGERON - MERRIEN [5] chapitre 2) dont on garde les notations, en pre-

nant pour application © :
G[Xl,---,xn] = (CPI(XJ'...fCPK[X)’XK+1,...’XH].

DO, eeesB ) DICPuensp)

Avec les notations de ce lemme on a : § = = .
D[XlJ----:Xn) D(Xlzu----,xk)
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D'apreés l'hypothése il existe donc o tel gque, pour peﬂVl assez

grand,
o
s (<P > || %P (1)

Posons a = xp, a' = x'p identifié a (D,...,O,xp ....,xp).
k+1 n

DB'aprés le lemme cité il existe des constantes positives, C et C",

telles que, pour tout p _ < |s(al|, o induise une bijection de

_1 n
l?g =9 (BaJn Bla, C paJ sur Ba = Blp(a), C"|s(a)] paJ.

Pour tout p > O donné, il existe o > 0, indépendant de a, et
p < |8(a)] tels que :

crsca] o> |1a']]® etcp, < [|al|’ (2)

En effet, si §{0) = 0, on prend pour p, une puissance convenable de |§(a)]
et on utilise 1'inégalité (1). Si §(0) # 0 on prend pour p, Une puissance

de ||l

Puisgue <pi[al = 0, 6(a) = a' et, d'aprés (2), pour tout

V' = Wy,qreeeoy,) € Bla's]]a'||%)eBla’,C"sa)]p ). 11 existe

y = [yl,...,yk,y'le.B(a,C pa) c Bl(a, [a{|p) tel gue <?i(y] = 0.

D'aprés le lemme 2, chapitre I, f', gqui est non nul, ne peut

o
gtre nul sur {J B(x'P,[|x'P|| ), et donc 1l existe N

ciN., et pour
1
pe

2

o
tout peMN, un élément y'PeBix'P, [x'p]

)] tels que f' soit elliptique

sur {y'p}.
pelN2

I1 existe alors yPe B(x", p||p)

| x » pel,, tel que cPi(yp) = 0

et se projetant en y'p sur le sous-espace défini par Xy = 0, 1 <1<k

P

Les foncticons cpi étant nulles aux points y°, peﬂvz, les éléments Fi sont

nuls sur |J {yp}.
pem,
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2 =~ Ensemble de zéros pour A elliptique.

Lemme 4.
Sotent P un idéal premier, de hauteur k, de 'J:n, et (xl,...,xn]
un systéme de coordonnées adapté a (4 . Soient plx sx") (resp. ¢p, (x,,x"),

2 < 1 < k) des polyndmes distingués a4 coefficients dans ZZGRH—K) tels que

Tp = P (resp. T &y = PiJ, Ge(‘f[ar_k) tel que T § = A, et ‘Pi(xl;x').

2 <1 < k, des polyndmes en X1 tels que T Yyo= 0. Sotent encore un fermé
Frer' S identifié au sous—espace de R défini par x; =0, 1 <1<k, et
£re (E®rNTE,

On suppose que F' - {0} est connexe, que A est elliptique sur
F's que £'(0) =0, TE' #0 et que £'(t)eF’' pour t assez petit. On note
wy (x')y 1< 2 < s les racines réelles du polyndme q>(x1;><') quand
x'e F' - {0}.

Si s > 0 on pose :

‘szwg(x’l,x'] ‘Pk(wgtx'),x']
G(X') y v a8 2y 6(x']

Fo = {0} Uix = [wE[x'), , X'), x'e¢ F' - {0}}.

Alors a) Il existe p > 0 et C > O tels que, pour tout xeF, - {03},

P
x| <clx'[] F, est un fermé, F, - {0} est commexe, et le germe de

£
FIL en O appartient a U M.

b) Pour tout 26[1,5] , 21 existe £ e (& w®y" , avece

]%"

[£k+l""’€nJ = &', £(0) =0, £(t) e Fy pour t assez petit et (TE)" € T(R].

Démonstration. On montre facilement (voir par exemple NARASHIMAN [3]

pour le cas analogue des idéaux de fonctions analytiques) gue dans 1'anneau
fR[[xK+1....,er] [xl,xi], 2 <1<k, onalidentité :

A P, =0 Mod (P, A x

5 g " Qi) (on rappelle gue
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r

i ] v 5 -
Il en :ésulte que 8§ ~(x') q&(xi;x ) est égal, modulop,$ X4 Wi]
1 3
a une fonction jio ai,j [xlxx ) x3» ol ai,j est un polyndme en X1 plat
ad 1l'origine. Donc, si x'€ F' - {0}
S,
1 ¥ (o, (x")5x") i ¥, log (x)sx7)
’ 3x! = T . [ ' .
8Tx" 1 o sy ) j=0 0,5 (o (x"1ax") S
Puisque wl(x'] est racine du polyndme distingué (P[xl;x'l, il
> 0 tels

existe, d'aprés le lemme 5 chapitre I, deux nombres Py > 0 et C1

p
que lwz(x’)l < Cll|x'|| 1 (1) .

Puisque Wi et a, . sont polynomiaux en x.,, gue A(x') est ellip-

i,] 1

tigue sur F', et que oy j est plat & 1l'origine, la gquantité

i Wi(w (x')ix") J

1Y o!? 2
(NQ[X Isx') C 500 )

Y S
KO = ooy

.
1 ™M w
Q

tend vers O plus vite que toute puissance de ||x'||, quand x'e F' - {0O}.

Wi[wl[x']:x']
On a @5 ( D) ix') = L(ix'), et CPi[xi;x'] est un polynfme dis-

tingué. En utilisant de nouveau le lemme 5 du chapitre I on voit qu'il

Wi[wz(x'];X')
S(x")

existe p©

P
1]

>0 et C, >0 tels gue :

<c, |
P
L'existence de p > 0 et C > 0 tels gue [|x||_§ C||x'|| pour xe:F2 résulte
de (1) et (2).
Il est alors évident gue Fg est fermé et FQ - {0} connexe.
D'autre part le germe en O de F2 appartient &
Ve, a Xy = Qopeves & X = QKJ. D'aprés la proposition 1 du chapitre I,

Am Flc:[P, A X Qs eees A X~ Qk]. Puisque A est elliptique sur F’,

2 2
et donc sur FQ d'aprés ||x]|| < C||x'||p, il en résulte bien que le germe

en O de F2 appartient 3 fV[Fil.
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Montrons maintenant le b). Le polynOme & est de degré r, donc,
en remplagant t par trl, on peut supposer gue les conditions de la pro-
position 4 du chapitre I sont satisfaites. Il existe alors, d'aprés cette
proposition, s fonctions de classes Cm, Ei (t), 1 <& < s, telles que

2’ ’
Wi[al(t];é (t))
s(g'(t)) T - =

(€Y (£1:6°(£)) = 0. Si on pose £; (t) =

£
on déduit du a) que Ei est de classe C . L'application EQ de R danisn

2 %
définie par & (t) = [El[tl,...,iﬁ(t].é'[tll satisfait alors au b) du lemme.

Lemme 5.
On reprend les hypothéses du lemme 4. Soit, de plus, une suite
(x") , avee 1im xP = 0 et x'Pe F' - {0}, telle que U {xPY e Vrip).
p €N
pre pelN
Alors a) L'élément  du lemme 4 peut étre choisi de maniére que

eer de la suite donnée.

b) s > 0 et 11 existe 2 e[1,s] tel que d[xp,FQJ tende vers O

cf[pr =0 pour une sous-suite (x7)

plus vite que toute puissance de ]pr||, quand peM, tend vers l'infint.

Démonstration. Le a) résulte du lemme 6 du chapitre I, puisque Pe@

est nul sur U {x"}. On en déduit que s est positif. Du méme lemme,

pel
appliqué aux polyndmes P, nuls sur (J {xP} on déduit qu'il existe o > O
peiN
tel gue pour pemh.assez grand :
a
[IPH < TP (1)

Si maintenant on choisit 2 ¢ [1,§] et une sous-suite (xD]p

eﬂVz
tels gue wQ(x'pJ = x? pour peﬂvz, et si on pose
Y_(w, (x'P),x'P) ¥ (w, (x'P)5xr )
WP e, 0Py, 2 k 2 x'P)
2 ’ S(x'P) PR S(x'P) ' ’

alors ype F2 et :
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p P
k Y, (w, (x"")s5x'

doPuF,) < [PyPll < 8 o8 - 22 (2).
1=2 §(x'™)

Or A Xy~ Qieﬁﬁ est nul sur (Y {xP}. Puisque A est ellipti-
p €N
Wi(wl(x'pl;x'pJ
gue sur L} {x’p} on voit donc gue xs - tend vers O
peEN 5(x'P)

plus vite que toute puissance de ||x'pl|. Des inégalités (1) et (2) on

déduit alors que d(xP, FQJ tend vers 0 plus vite que toute puilssance de

||pr| guand peﬂVz tend vers 1'infini.

3 - Le théoréme principal.

Soit I un idéal de ¥ , fen idéal maximal de T et
xe V(1) - W(f). Puisque fé "8 Q7 (1)) il résulte du corollaire 1 du
théoréme 1 chapitre II qu'il existe yeTl(I) - I'(f). Le théoréme suivant
précise ce résultat en déterminant une "courbe” Yy "proche” de X.

Théoréeme 1.

Sotent I un idéal de ’_Fn_. fe an et xe U(1) - W), Il existe
alors £ ¢ (8 UR]]n s un fermé FER" s avee F - {0} connexe, et une suite
(xP) de pointe de (F = {0})N\X convergeant vers 0, tels que :

a) f est elliptique sur F

b) £(t)}€F pour t assez petit

c) TE #0et (TE*e r(I).

Démonstration. Nous procédons en guatre étapes :

1°) On peut supposer que I est 1'idéal premier, de hauteur k, d’une
variété irréductible, X = (J {xP) fQ?TJK(I]], et que fe n est elliptique

pen
sur X.

En effet, on peut tout d'abord supposer que I ='X (U11)) et

que f est elliptique sur X. Nous montrons ensuite, par récurrence sur la
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cohauteur de 1'idéal I, qu'il existe Xl’ 0 ?chx, et Fl idéal premier de
hauteur k d'une variété irréductible, M > I et X, e V(@) - VU, (F)).
Solt, pour cela, la décomposition de I en les idéaux premiers
des composantes irréductibles de ¥ (chapitre 1 paragraphe 3 )
I=f0...0 [ .
Alors X = X1 U U X, ol X; € (19‘(}:'1]. I1 existe un indice i,

~ X 2 . = .
tel que Xio = {0}, car X 7 {0}. Posons ht(piol ko

Deux cas peuvent se présenter :
a) Xi°¢ %"(JKOEF’io]]. Ceci se produit en particulier si coht I = 1 car
dans ce cas JKO(F)io] ? Pio est un idéal de définition de '}:n et donc
de variété réduite & {0}.

Dans ce cas on prend P = Pio'

€ ] . s i s
b) X, %(Jkgpion Alors, puisque coht(Jy (M, )) < cont [, < coht I

. ' N . N
on applique 1'hypothése de récurrence a Jkgpiol et Xio'

On supposera dans la suite de la démonstration que I = [,

ht p = Kk, P idéal premier, f elliptique sur X = pé}m {xP et Xf‘v’(Jk[P)].

2°) 11 existe un systéme de coordonnées adapté 2 M (xl,...,xn].

une sous-suite (xp]p de X et un nombre o tels gue :

eﬂV1
. e p PP
i) f est elliptique sur J Bilx ,||x H )
€
peMN,
Do s . . P py(.P1°
1i) i1 existe une suite y € Bix", lx || ) telle que

Y = U {yp}e“l,g"[{j), v'P #0, et que A £ soit elliptique sur U {y'P3,
peﬂ\l1 pe‘.ﬂ\l1

ol f' désigne un é&lément non nul de lR[[xk+1....,xn]] appartenant & 1'idéal

engendré par R et f (élément gui existe d'aprés la proposition 1 chapitre I).
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En effet, on applique le lemme 2 pour trouver un systéme de coor-
données adapté a p et des éléments he:'f"n, Fie B tels gue hpdfl....ﬁk]

D(Fl,...,F )

D(xl,...,xk]

et que h et soient elliptiques sur une premiére sous-suite

X1 de X. D'aprés le lemme 1 chapitre I il existe ¢ > O telle que f et h

p
soient elliptiques sur (J B[xp, 2|]xp|| J. On appligue alors le lemme 3
peml

avec ce nombre p, cette suite Xl et en remplagant f' par A ',

On obtient ainsi une seconde sous-suite X2 et une suite

Y = (yp) , qui vérifient les propriétés i) et ii), car il reste seule-

p€N2
ment & vérifier que Yé"v'(p). Or ceci résulte de h F’\ CH’l....,FK] et de

ce que h est elliptique sur Y.

3°) D'aprés la proposition 1 chapitre II, appliquée dans Rn_K a s f

lp]

et & la suite (y il existe un fermé F'c:an-k tel que F' - {0} soit

pelNl’
connexe, y'pe F' pour pe;mz g:WI et que A f' soit elliptigue sur F’.

Nous appliguons maintenant les lemmes 4 et 5 & la suite [yD)peﬂV .
o

avec les notations de ces lemmes, on peut trouver (f etﬂV3cﬂV2, tels gue
qD[yp) = 0 pour pefNB, et 26[1,5:[ tels gue d[yp,FlJ décroisse plus vite gue
al

toute puissance de ||y .
Alors f est elliptique sur Fl : sinon il existerait un fermé
ZC Fz, VA ? {0}, avec z € ¥(f). I1 en résulterait, puisque ZeV (@), que
ze (f'). Or, d'aprés le a) du lemme 4, ceci impligquerait que Z', projec=
. n-k PRI ‘a2 . ,
tion de Z sur R , ldentifié & la variété des zéros de x50 1 € [l,ﬁ], ap-

partiendrait & ¥*(f'). Or ceci est impossible puisque Z'c F' et que f' est

elliptique sur F’'.
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D'aprés le lemme 5, B(x", 2||xp]|p]ﬂ Fz # B pour peﬂVS.

P
Il en résulte que, en posant F = FZ SN, B(xF, 2||xp|| J), on définit
DGHNS

un fermé, tel que F - {0} soit connexe et sur lequel f est elliptique.
Cela démontre le a).

4°) En utilisant toujours la proposition 1 chapitre II, on peut sup-
poser que le fermé F' du 3% contient 1'image d'une fonction £' € (& WU]n-k.
telle que T &' # 0. Alors, d'aprés le c) du lemme 4, il existe £6& (& ®N"
tel que T £ # 0, Im EC'_F2 et (T £)%¢ F[[j). Ceci termine la démonstration

du théoreme puisgue FQ < F.
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IV - APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

Scient 25Lm idéal de type fini de %ﬁ[[Rn] et k un entier positif.

On a défini au chapitre III les idéaux JK(€S] et OK(;j).

Nous considérons la situation suivante : 11 existe dans
JK(S )N ckttﬁl un élément elliptique. Cela implique que, si I = T4,
JK[I](\ OK[I] est un idéal elliptique. Dans cette situation nous voulons

gtudier le germe & l'origine de 1l'ensemble V des zéros de 1'idéal U .

1 - Un lemme algébrigue.

S1 I est un idéal de an et kK un entier positif on désigne par

DK[I] 1'idéal engendré par I et tous les déterminants :

9
Fl P s e a e 8-F].
Bxi Ix,
1 Tkl
E ol Fl,”.,erl.
9 f
FK 3 K
BXi a . Bxi
1 k+1
Xp o emereeeaes Xy
1 k+1

On a OK(IJCZ JK(I) et 1'inclusion est stricte en général. Mais
"géométriquement” ces idéaux sont égaux :

Proposition 1.

Soit I un idéal propre de jfn et k un entier positif.

Alors : &1 J (1) # ‘En , U’ukm) - ‘U"(OK(I]]

st JK(I] TFn s 0, (1) est elliptique.

En particulier, si J (1) = ‘yn ou est elliptique, 0, (I) est elliptique.
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rollaire 1 du théor2me 1, chapitre I7, de montrer que F[OK(I)JC F[JK[I]).
Dans le cas ol JK[I] = an, d'aprés le corogllaire 2 du méme théoréme,
il suffit de montrer que F[DK[I)) = {0}.

Dans les 2 cas, soit y = ¥ un homomorphisme annulant OK(IJ.
On suppose v¢ P[JK(I]J. Nous allons voir que cela implique ¢ = 0. Dans
le premier cas on aura donc une contradiction et P(DK[I]J C:P(JK(I)). Dans
le second on aura bien F[DK(I]J = {0} puisque JK(IJ n'est annulé par aucun

homomorphisme vy.

Posons A =ﬂ?[Dﬂ] et désignons par DC fio 121 <k 1l'elément

Bfi
v (z(t))
J

of

(5= (¢(£1)) du module libre A". L’hypothise
Xj 1_<_J_<_n

£ 0
1<i<k
1<j<k

impligque que les €léments DC fi’ 1 <1 < k, sont indépendants.
Puisgue y annule DK(I] tous les déterminants d'ordre k+1 extraits

de la matrice :

8?1 3?1
T[C(t]) veerreense — (Z(E))
X 9x
1 n
of of
Kk K
'3;— (z(E)) cvevnnenns 3;— (z(t))
1 n
;I[t) cn(t)

sont nuls, ce qui signifie gue 1les éléments DC Fi,..., DC Fn, z sont liés

dans A". I1 existe donc Ai[t), 0 < i<k, dans A tels que

K
Ao(t) T(t) + T A, (£) D F, = 0 et Ao(t) # 0 (1)
i=1 * ¢t
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Mais, puisque ye I'(I), Fi(;(t]] =0 pour 1 & [l,g], d'ofl par dérivation

n afi d;j
Vie [1,K] I o5 @e)) —¢ =0 (2)
J=1 3
K oF,
De (1) on déduit : ¥jie[l.n] Ao(t) gy(E) + T (8] 5= (2(t)) = 0.
i=1 3

d
En multipliant cette égalité par-—é% et en sommant sur je¢ [1nﬂ

les égalités ainsl obtenues on a :

dg

n Kk n
Aolt) = ;J(tJ —a% L) E -é;-(-?-(c(tn-—;%=o.
J=1 i=1 J=1 J
n dg
D'aprés (2) on a donc : A (t) z c.[t]-—di = 0.
- J dt
j=1
Puisque A,(t) # O et que A est intégre on a :
n dg n
I . -E% = % '%E (Z c?) = 0,
=1 j=1 Y
n
Donc I Cj doit &tre réduit & son terme constant, et donc
J=1

z = 0 pulsque ¢ € En.

2 - Connexité de V.

Nous reprenons les hypothéses enoncées au début de ce chapitre.
On voit alors que, pour x €V - {0} assez voisin de 1'origine, 1l'ensemble
V est, au voisinage de x, une variété de classe C”, de codimension k,
définie par 1'annulation de k éléments py de 3.

De plus, pour toute suite (x N de points de V convergeant

P,
pe

vers 0, 11 existe une sous-suite [><DJD€lN et des éléments V¥ € gﬂRnJ.
1

@; €3 . 11 <k, tels que ¥ clcpsen, P ot que ¥ st



-3 7_

soient elliptiques sur U  {x"}
peml

2
(D[C?l.. ..,c?k])
i ¢ie—.c1i D(X, seausx, )
12 K i, 1
{la démonstration est celle du lemme 1 chapitre III).

Nous supposons dans la suite de ce chapitre que 0 € V.

Proposition 2.

Avec les hypothéses précédentes, il existe un voisinage 9 de
L'origine tel que, pour tout x e (V -{0}) N Q, l'espace normal d V en x,
" —
N s ne contienne pas le vecteur Ox.
Démonstration. Si on n'avait pas cette propriété, on pourrait trou-

ver une suite de points xpe V - {0}, convergeant vers 0, telle que, pour
—_—

tout p, oxPe N . Dans ce cas, pour tous Pireees @y de 3, tous les
" E)LFI aq>l
déterminants d'ordre k+1 extraits de la matrice T et 3o
X4 o
3 3
i i
Bxl axn
Xp weeneenns xn

sont nuls en x°. Si I =T 3 , 11 en résulte que tout f ¢ DK(I) est nul
sur (J {xP} = X, c'est-a-dire que Xezi?TDk(I]]. D'apres la proposition 1,
il eseggsulte que JK[IJ # jfn et que X(GT}TJK[I]]. ce qui contredit le
fait gque JK(I] est elliptique.

Pour ¢ > 0, on désigne par B€ (resp. Se] 1'ensemble des x tels

que | |x]] < e (resp. [x]] = €.

Proposition 3.

57 ¢ est assez petit, VN B, est connexe et (V - {O}](‘)BE n'a

qu'un nombre fini de composantes connexes.
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Démonstration. Prenons un e tel que Be satisfasse aux conditions de
la proposition 2. Montrons d'abord que tout xé‘VﬂBE appartient & la com-
posante connexe de O dans V(\Be. Sinon il existerait dans la composante
connexe Cx de x dans V(\B€ un point y, tel que ||y|| soit minimum et # O

(parce que Cx est compact). En ce point y, V est une variété réguliere de

—
codimension k, dont 1l'espace tangent en y n'est pas orthogonal & Oy. Ceci

2

montre qu’'il existe dans Cy‘ donc dans Ex, un point z tel gue |]z|| < [|y|
d'ol contradiction. De la méme maniére, si S est une sphére de centre O
et de rayon non nul contenue dans Q, on montre gque, pour tout xe(V - {O}](\Bs.
il existe ye SNV tel gque x et y soient dans la méme composante connexe
de (V - {O})(\BE . La transversalité de V &8 S entraine gue VNS est une
sous-variété réguliére de codimension Kk de S. Il en résulte que VA'S, qui
est compact, n'a gu'un nombre fini de composantes connexes, ce qui montre
la deuxiéme partie de la proposition.

Posons K€= V(\Se. En utilisant la transversalité de V & Se, pour
€ assez petit, on montre

Proposition 4.

Pour € assez petit, 1l existe un homéomorphisme 0 de B, sur elle-
méme, tel que 0(0) =0 et qui transforme le cdne de sommet 0O construit sur
Khen VOB . De plus © est un difféomorphisme sur B, - {0}.

La démonstration faite par MILNOR [Bﬂ chapitre 2) dans le cas
algébrique s'applique sans modification au cas gue nous étudions.

3 - Séparation des composantes connexes.

Soit € > 0 tel gque (V - {D})ﬂBe n'ait qu'un nombre fini de com-
posantes connexes, et soient V1 et V2 deux telles composantes. On voit

immédiatement que‘vl n Vz = {0} et on a :
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Proposition 5.

Les adhérences V. et Vz de deux composantes connexes distinctes

1

de (V - {D}](\B€ sont réguliérement séparées.

Pour la définition de la réguliére séparation, voir B. MALGRANGE

1] .

Démonstration. Nous raisonnons par 1’absurde. Si ces deux fermés

n'étaient pas réguliérement séparés, on pourrait trouver une suite x" de

p

points de V. et une suite y~ de points de V, telles gue d(xD.VZ) = ||xp-yp||

1 2

tende vers 0 plus vite gue toute puissance de ||xp||.

On peut supposer qu'il existe cf’ie '3 » 1 <1<k, etV €$[1Rn]

DI bevns )2
(D(Xl » ey X, ])
K 1 Tk

avec‘?ﬁ c:[LPl,u..,CPk) et tels que Y et ;

11<12 v e el

soient elliptiques sur () (xPr et U {Y"}.
pée&iN peiN

On peut aussi supposer, par un changement de coordonnées, que

la direction de 1l'espace normal N 5 aVen x", engendré par les vecteurs
X
D (P.(xp) = (—= x")) tend vers la direction du sous-espace E
i IX, i<
J 18J<n
défini par xK+1 = aea = xn = 0.

Il en résulte alors gue, pour (il,...,ik) # (1,2,...,k) le rapport

D(LP :---:C-P] D(C‘P J---J(P]
1 K (xp]//// 1 K (x”) tend vers O guand p tend vers

Blx, senesx, ) D{X.ssesensX, )
i i 1

1 k k
DIP 1seeenp ) ;
1'infini. En particulier 5Tx v est elliptique sur {J {x"}.
1,.'.-"

k peiN

Soit O 1'application de R" dans [R" définie par :

e[xllllljxn] = [(JFI(X):----IJC.FK[X]: xk+ll"'lxn)l
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"9 .y D J " an)

i D(Ol, On) } (C€1 CPKJ ' '

Alors 8(x) = = et il existe un nom—-
D[xl,...,xn] D(xl,.....,xk]

o
"I

bre a > 0 tel que, pour p > po., |6(pr| > || x

On appligue le lemme des fonctions implicites (TCUGERON - MERRIEN
[i] chapitre 2). Avec les notations de ce lemme, on choisit pxp de maniére

gue ¥ ne s'annule pas sur B(x”, C pxp) et gue

=PI < ansee s oo e 160D 0.

D'aprés le lemme cité, O induit un difféomorphisme de

o 1 BoGxP), £ |8(xP)] o INBIXP, o p) sur BEOGPYE 8 1xP)]p ).
xP X X

Pour tout xe R" désignons per x' = (0,...0, x ..,xn] la projection

k+1”*
de x sur le sous-espace F défini par Xy = Xy T oeew =X 0= 0.

Alors pour tout y'e FAB(x'P, C"Ié[xp3|pxp] i1 existe y unique
appartenant & B(x", C pxp) se projetant sur F en y' et tel quecp, (y) = O,
1 <1i< k. Quand y' décrit B(x'p,C"|6(xp)|pxp]ﬂ F, 1l'ensemble de ces points
y décrit un ensemble connexe, contenu dans V1 puisque Wﬁ c[<$1,....c9k]
et gque ¥ ne s’'annule pas sur B(x", C Dxp].

En particulier, il existe zpe‘vlf)B[xp. c pxp] se projetant

sur F en y'P, car |[x'P-y'P|| < 1IxP-yPl :_C"Iétxp]{pxp .

P

Cecl est en contradiction avec le fait que vy € B(xP, C pxp]'

que cPi(pr = 0 et que yp se projette en y'p sur F.

4 - L'angle de l'espace tangent 1.8t du vecteur Ox tend vers O.

Dans ce paragraphe nous étudions 1'angle formé par 1'espace
tangent & V, T, en un point x de V - {0} et le vecteur Ox.

Nous rappelons d'abord guelgues notions d'algébre extérieure :

Soit E un espace euclidien de dimension n. On prolonge de manieére usuelle
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le produit scalaire ( , )} sur E & AE. Par cette identification de AE et
de AE¥, on peut définir sur E le produit intérieur droit, L, qgui est tel

que : (z L z', z") = (z, 2z' A 2") pour tous z, 2' et z" de AE.

Soient ZysveesZy des éléments irdépendants de E, et xe E, non nul.
A i+l
[zi.xJ z. A o MNYON oL Nz

On a: (z, A ... A ZK] L x = -1 1 5 K

i=1
Si on désigne par N le sous-espace engendré par les vecteurs Z;s
par Y(x,N) (resp. 0(x,N}]) le cosinus (resp. le sinus) de 1l'angle de x et

de Non a :
,I(ZI Ao.oA ZK]L x| Ilzl Avoo A z, A x|

Y(x,N) = [Tzl T zkil TTXT] et o(x,N) = |lzl Aues A zkll [1x]

Proposition B.

57 Jk[ﬂ ](\ck(tS] eontient un élément elliptique, L'angle de Ox
et de l'espace tangent T, en xaV tend vers 0 quand xe V - {0} tend vers O.
Démonstration. Supposons que cette propriété ne soit pas vraie. Il
existerait alors une suite (pr de points de V - {0} convergeant vers O,
et un nombre o > 0 tels que 02(x,Tx).z o,
Par hypoth&se, on peut supposer gu'il existe k fonctions L?i ap-
partenant a ‘3 et Y€ & ®") telles gue ‘i"l C[q?l,...,q?k] et gqus ¥ et

D((‘Pln---:(-Pk]

soient elliptiques sur (J {xP}.
D(xi seveaX, )

il<...<ik 1 :Lk peEM
fF!
Notons D q’i(xl le vectsur de composantes 3;(-5 (x], je[l,nj .
On a
P p P2
5 [1(D ¢, (x") Avuih DY (")) L x|

- Z 7 2 ¢
xP " D Py nin 0 GPITT [«



_42_

Posons  ¢p(x) = || (D ¢ (x) A wee A D )L <| |2

¥Y(x]

1D @, 00 Aeeun D @ 0]Z []x][?

¢ et ¥ appartiennent & ZR") et v est elliptique sur u{x"}.

Soit B, 0 <B < a:
@ (xP) - 8 v(xP) > (a-8) ¥(xP).

Sion pose £ = T(P - 8 ¥), I=T9, x=U{x"}, on a donc :
x e %) - ). D'aprés le théoréme 1 du chapitre III, il existe FeR",
avec F - {0} connexe, et £ € (& mR]]n, tels que xPeF pour une sous-suite

P P
(x )peﬂVl de la suite (x )peﬂV' que f soit elliptique sur F, que E(t)EF

pour t assez petit, que T € # 0 et (T £ €r(1). Puisque la fonction

p

< - B ¥ est positive en tout point x~ et elliptigque sur F, elle est po-

sitive en tout point de F - {DO}.

Ple(t))

En perticulier Y (E(tT)

> B8 . Cela signifie que :

Y2(£[t]. N(t)) > B ol N(t) désigne le scus-espace engendré par
les vecteurs D Lfi(g[tll.

Nous allons volr que cela conduit a une contradiction.
Pour cela nous utilisons la remarque suivante :

Soit £ e (& UR]Jn. E(0) = 0et TE # 0. Alors 1l'angle des vec-

teurs £(t) et £'(t) = %% tend vers 0 quand t tend vers 0.

T (g
En effet o2(£(t),e' (1)) = - 5 -
(ZE.7(t)) (Z g'7(t))

1 1 i 1

’ - o ] 2
i[tJEj(tJ Ej(tJEi(t)J
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Or, si on pose Ci =T gi, et si g est la plus petite des valua-
tions des ;i[t], on remargue que le dénominateur de cette fraction est un
infiniment petit d’ordre 4g - 2 par rapport a t, alors que le numérateur

est d'ordre strictement supérieur & 4g - 2.
Puisque (T £)¥e I'(I) et T W, € I, les fonctions (Pi[E[t]) sont

Py

Ix

1 J

plates en 0 et aussi les fonctions
J

n o~ 3

(g(t)) Ej[t).

Il en résulte que :

||(Dcpltg(tn Ao ADCCE(EI)) L £ (t)]]

VLN = TG T K .. B D@, (ECI[] ] (E]]

tend vers 0 guand t tend vers O.

Donc : Y2(E(E), N(t)) > 8 > O

lim o(g(t), £'(t)) =0
t-0
1im vy(g'{t), N(t)) =0
0

et on obtient une contradiction.
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