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SOLUTIONS C” D'UN SYSTEME D'EQUATIONS
ANALYTIQUES ET APPLICATIONS

par

J.C. TOUGERON

Bans cet article, nous démontrons gue toute solution formelle ;Tx]
d'un systéme d’'équations analytiques réelles f(x,y) =0, se reléve en une solu-
tion Cm, homotope & une solution analytique aussi proche que 1'on veut de V[x]
pour la topologie de Krull. Ce résultat précise (dans le cas analytique réel)
un théoreme de M. Artin D] ; la démonstration suit assez fidelement celle
d'Artin ; toutefois, certaines différences {(on appligue une fois de plus le
théoréme des fonctions implicites) nous ont obligé & reprendre la démonstration
(§ 1). Les troils derniers paragraphes sont consacrés & des applications de ce
théoreme, essentiellement & résoudre le probléme suivant : soit R[EJ] 1'anneau
des séries formelles & coefficients réels en x = [x1,...,xn] et soit I un idéal
de R[[k]] : peut-on relever I en un idéal de 15[x] {anneau des germes de fonctions
numériques C°° a 1'origine de Rn] ayant de "bonnes propriétés”, par exemple des
propriétés analogues & celles d’'un idéal engendré par des germes de fonctions
analytiques ?

Ainsi, on peut démont?er (cf. § 4 ; la démonstration est esquissée ;
une démonstration détaillée sera donnée ultérieurement) gu'il existe un idéal
I, "fermé” de type fini dans ‘f}[x], tel que i =T. Lorsque 1'idéal T vérifie certai-

nes conditions : en gros, lavariété formelle réelle V(I) (resp. la variété formelle

complexe V(I ® C)) admet une singularité isolée & 1’origine, nous démontrons
R



(§ 2) que 1'idéal I se relédve en un idéal I tel que V(I) soit cV -difféomorphe
pour tout v fini (resp. l’Jco difféomorphe) & un germe d'ensemble analytique. On
généralise ainsi des résultats bien connus lorsque V(I) est une intersection
compléete [8] Enfin, dans le paragraphe 3, nous démontrons des résultats utilisés
a la fols dans les paragraphes 2 et 4, par exemple le suivant : soit B une
algebre analytique et soit A = é/f une algebre formelle réduite et équidimen-
sionnelle (resp. normale, resp. intégre) de dimension n-k ; alors, pour tout

v € N, il existe I idéal de B , tel que A =B/I soit réduite et

éguidimensionnelle (resp. normale, resp. intégre) de dimension n-k, avec

A/mw/I = —/-\-/_'rr‘_m\).wI (m : idéal maximal de A ; E : idéal maximal de A).



1. SOLUTIONS FORMELLES ET C” D'UN SYSTEME D'EQUATIONS ANALYTIQUES.

Posons x = [x,],...,xn) 5y = [y,l,....yp] et soient R{x ; y} 1'anneau

des séries convergentes & coefficients réels en les variables x,y ; R {x} (resp.
R [[x]] ; resp. % (x)) 1'anneau des séries convergentes & coefficients réels en
la variable x (resp. l'anneau des séries formelles & coefficients réels en la
variable x ; resp. l’'anneau des germes de fonctions réelles et c 3 1'origine
~ P
de R"). Si Yix) € % (x)P, désignons par ¥ (x) € R [[x]] . sa série de Taylor
) . p z \)

a l'origine ; si ¢, ¢’ € R [[x]] et v €N, nous écrirons ¢ = Y' lorsque ¢ - ¢’
est v-plate & 1’origine. Enfin, soit ‘Z,I 1'anneau des germes en {o} x I

(I = [0,1]) des applications c” de®R" x I dans R ;3 si y(x,t) €£? , on note

yt[x] 3 ‘g[x]p le germe d’application L7t X A ylx,t).

Définition 1.1.

Soit flx,y) = (‘r‘q[x,y],..., Fq(x,yJ] e R {x; y}q telle que f(o,0) =0
et soient y(x), y'(x] € 8(x)P telles gque yl(o) =y'(0) = o et flx,y(x)) =
flx,y'{x}) = o. Si ve& M, les deux solutions c” y(x), y'(x) du systéme flx,y) =0

seront dites v-homotopes s'il existe y(x,t) & %Ip telle que :

- hY) ~
vtel, yt[x] = y(x) (1.1.1)
Flx,y(x,t)) = o O (1.1.2)
yO[x) = y(x) et y,l[x] = y'(x) (1.1.3)

Le théoréme suivant précise un résultat de M. ARTIN [’I] sur les solu-

tions formelles d'un systéme d'équations analytiques

Théoréme 1.2.

g
Sott flx,y) = (1°1(><,y],.... Fq(x,y)] € R{x;y} telle que f(o,0) = o,
_ p - — . .
et soit y(x) € TR[[x]] telle que y(o) = o et fix,y(x)) = o. Alors, 71l existe
p ® ~ —
yix) € %(x) , solution C du systéme f(x,y) =0 vérifiant y(x) =y(x), et pour

p
tout v €N, une solution analytique vVix) € R{x} , v=homotope 4 y(x)}.



Ainsi, toute solution formelle d'un systéme analytique se reléve en
une solution Cw, v-homotope pour tout v €M & une solution analytigue. La démons-
tration du théoréme 1.2 suit pas & pas celle du théoréme d'Artin. Nous procédons
par récurrence sur n =dimR{x}. Si n=0, le résultat est trivial. Soit n > 1
nous supposons le théoréme démontré lorsque dim R{x} < n-1, et nous le démontrons

lorsque dim R{x} = n.

Lemme 1.3.

- P _
Sotent Alx,y) € Rix;y} ; y(x) € R[[x]] tels que y(o) =0 ; Alo,0) =0 ;
— — . p ~ —
Fix,y(x)) =0 3 Alx,y(x)) # 0. Il existe wix) ¢ €(x) telle que Wix) =y(x) et

P
pour tout v'eiN, wix,t) e(‘gI telle que .

R v' o
vtel, wt[x) = y(x) (1.3.1)

¥i=1,...,q, 21 existe g;(x,t) € € telle que :
I

Z
Fi(x,w[x.t)] = Ei[x,t]. Alx,wix,t)) (1.3.2)
wo(x] = wix) et w,l[x) est analytique (1.3.3)
Preuve : Aprés un éventuel changement linéaire de coordonnées, on peut supposer

_ 2
que Alx,y(x)) est réguliére d'ordre s en X D'apreés le théoréme de préparation

formel, en posant x' = (x,l,...,xn_,l] et g[x] = (V,‘(x],..., ;p[x]]
Vi) = G000, Ax,Y(x))Z s z,0x) (1.3.4)
= ° s-k = 0 - -
ol zj[x) = KE’I X [yj,k(x'] + yj,k] ; qj(x] e R[[x]] : yj,k(x'le rR[[x']] et
Vj'k[o] =0 ; y?}Kel'R. En outre, Ej[o) =p, i.e. y?,s = 0.

Posons : z(x) = (;1[x],...,;p(x]] ; visiblement, A(x,y(x)) - Alx,z(x))
appartient & 1'idéal engendré dans TR[[x]] par les S/-j[xJ -Ej(x], et donc d'apres
(1.3.4), Alx,y(x)) et Alx,z(x)) engendrent le méme idéal dans TR[[X]] ; en outre,
A[x,E(x]]2 est réguligre d’ordre s en X . Introduisons des variables auxiliaires

et posons a-k : \
*n o Yy T

@]

3,k

N
]
n o™ w

1



]
S
]

Si x' et les yj K sont nuls : A(x,z) = A(x,z(x)). Il en résulte que

A(x,z) est réguligre d'ordre s en X D'apres le théoréme de préparation analy-

. _ 2 s s-4 , N
tique : Fi(x,z] = Pi[x '{yj,k}]' Ax,z)° + 221 N (x' ; {yj,k}] ol

1Y g, RerR{x' s {y, 1} (1.3.5)
1)

Pi € R{x ; {y, ik

Jok

Par substitution, on déduit de 1'égalité (1.3.5)

Z(x)) = vy S RO T
il z(x)) =P, (x5 yj,k[x . Alx,z(x + 251 X0+ By g

(x ;{yj'K(x 1} (1.3.8)
Mais Fi(x,ETx]) =fi(x,z[x]]-Fi[x,§(x]J est divisible par A[x,yTx]lz.
donc par A(x,ETx])z, laquelle est réguliére d'ordre s en X . D'aprés 1'unicité

de la division (1.3.8}

Bi g (x' ; {yj,K[x'J}) =0 (1.3.7)

D'aprés 1'hypothése de récurrence (dimMR{x'} = n-1), il existe des

yj k[x') € %(x') tels que yj K[x'] = 9& K[x') et, pour tout v'eIN, des germes

2

C yj k(x ,t) tels que :

’ ’

~ v —
Vi, Yk, VvVtel yj,k,t[x )] = yj,K[x ) (1.3.8)
Vi, Vg B; (x' ; {yj,k(x 1) =o (1.3.9)
yj,K’O(x ) = yj,k[x ] et yj,k,1[x )] est analytique (1.3.10)
S s-k 0
Posons : z.(x,t) = & x (y,  (x',t) + vy, ) et zlx,t) =(z,(x,t), ...
j k=1 N J,k Jsk 1

ceves zp (x,t)). Enfin, soit qj(x] e.%i(x] telle que aj(X] = E%(x] et soit
Qj[x] le polyndme de Taylor de degré v' de qj(x]. Considérons le systéme d'équa-
tions implicites en 1'inconnue y = [y1.....,yp]
v = (0 ay(x) + £ 0,00, b0ay)? ¢ 2 000, 3= ep (1.3.01)
D'apres le thécoreme des fonctions implicites ordinaire , ce systéme
admet une solution unique wix,t) = [w1(x,t),..., wp(x,t)] efﬁ? , telle que
w(o,t) =0o. Posons wo[x] =w{x) 5 visiblement, w(x) est indépendant de v' ; en

outre, wi(x) =y(x), car w(x) est d'aprés (1.3.11), 1'unique solution nulle &

l'origine du systéme : yj =55[x]. A(x,y]2 + Eﬁ(x) (car zj O(x] =Ej(x], d’'aprés

’



1.3.10 et qj(x] = aﬁ[x]] et il suffit de comparer avec (1.3.4). Vérifions que

wix) et wix,t) vérifient les conditions (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) du lemme.

Vérifions (1.3.1). Ecrivons (1.3.11) scus la forme y = plx,y,t}.
D'aprés (1.3.8), le polyndme de Taylor de degré v' de ut[x.yl & 1'origine, est
indépendant de t. Il en résulte gue les wt[x) ont méme polynfme de Taylor de
degré v', d'od (1.3.1).

Vérifions (1.3.2). D'aprés (1.3.5) et (1.3.9)

£ 0z00t)) = P Ly, | (XL EDD. Ax,z(x, )07
wix,t) étant solution du systéme (1.3.11), on voit immédiatement gque A{x,w(x,t})
et Alx,z(x,t)) engendrent le méme idéal dans C&I ;5 en outre, on vérifie que
fi[x,w[x.t]] - fi[x,z(x,t)) est divisible dans %il par A[x,w[x,t]]z. Ceci
démontre (1.3.2).

Enfin, nous savons déja gue wD(x] = wix) ; en outre, wq[x] est d'aprés
{(1.3.11) solution du systeme : yj = Qj[x]. A[x,y)2 +2, .[(x). Ce systeme est

3.1
analytigue, d’aprés (1.3.10), et donc w1[x] est analytique. /

1.4. Preuve de 1.2 : On peut supposer (cf. [1], la preuve est exactement la méme)
D(F1,...,f ) _
g<p, et si 8(x,y) = S — que 8{x,y{x)) #o. Posons Alx,y) =x . 8§(x,y) ;
- D(y1 ..... yq) n

alors A(x,y(x)) #0 et Alo,0) =0. Appliquons le lemme 1.3 & la solution y(x) et &

A{x,y). D'aprés (1.3.1) et (1.3.2), si v' > v est assez grand

R<

YtelI, gi,t(X] o (1.4.1)
En outre, puisque wo[x] = wix) = y(x)
Ei,o(X) = 0 (1.4.2)
Puisque w1(x) est analytique :
Ei 1[x] est analytique (1.4.3)

Considérons alors le systéme d'équations implicites

gi[x.t 3 Y) = fi(x,Y +wix,t)) = o , i=1,....9 .



D'aprés (1.3.2)
D(g1,...,g ) 2
g (x,t30) = F(xwix,t)) = £, (x,t), (———— 9 (x,t;0))
DY pseesY)

/l‘
D'aprés le théoréme des fonctions implicites [2], (1.4.1), (1.4.2) et
p
(1.4.3), il existeY(x,t)e ¢ telle gue :

gi(x,t s Y(x,t)) = i[x,Y(x,t] + wix,t)) = o, 1=1,....q

< —H H

vteT , Y.(x)= o
Yo(x] = 0 et Yo[x) est indépendant de v

Y1(x] est analytique.

Posons y(x) = YO[xJ + wix) 1 y(x) est une solution c” du systéme
flx,y) = o telle que y(x) = §Ix) ;5 en outre, yi{x,t) = Y(x,t) + w(x,t) est une

v-homotopie transformant y(x) en une solution analytigque YVix) = Y1(x] + w1(x]. /

Corollaire 1.5.

Y Y]
Sotent A et B deux R-algébres analytiques ; A et B les algébres C

associées 4 A et B respectivement. Tout morphisme formel de A dans B, Z.e. tout

~ -~ . §Y V]
R-homomorphisme de A dans B, se reléve en un morphisme C de A dans B.

2. ANALYTICITE DES VARIETES FORMELLES A SINGULARITE ISOLEE.

Soit I un idéal de A = R{x}, R[[x]] ou €(x). Si k € W, 1<k<n, on
] TP %
X4 )

..,‘(K € Aet 1<i, <...<i <n; on note OK(I] 1'idéal engendré par tous

note JK(I] 1'idéal engendré dans A par I et tous les jacobiens

¥

D[xi1,...

(e

les § € A tels que 8.1 soit contenu dans un sous-idéal de I engendré par k élé-

ments ; enfin, on pose : Sak[I] = JK[IJ N GK(I].

Définition 2.1.

Un idéal I de R{x} ou (g[x] est elliptique, s'il existe ¥ ¢ I, des

o
constantes C>o0 et a >0, telles que ]‘f[x)|_iClx| dans un voisinage de l'origine
AL



de R" (Y est un représentant de Y. un idéal I del‘R[[x]] est elliptique s'il
existe ¥ € %(x] tel que Y soit elliptique (i.e. 1'idéal engendré par Lf’ est

elliptique) et Y € I.

~

2.2. Soit V un germe d'ensemble analytique a 1l'origine de Rn. On vérifie

facilement que les conditions suivantes sont équivalentes

(1) V est analytique cohérent et V\ {0} est un germe de variété analytique

de codimension k (éventuellement vide].[“

(ii) I1 existe un idéal I de R{x} vérifiant V(I) = V, tel que fRK[I) soit
elliptique.
2.3. Soit I un idéal de type fini de %(x]. On démontre (cf. [3], chap. V),

1'éguivalence des deux conditions suivantes

(i) L'idéal I est fermé (i.e. I est induit par un idéal fermé de type fini

de % (1), U voisinage ouvert de 1'origine de R") et :R’k(i] est elliptique.

(ii) L'idéal :Q,K(I) est elliptique.

Visiblement, si 1'une des deux conditions précédentes est satisfaite,

V(IY\{o} est un germe de variété C” de codimension k (éventuellement vide).

Soit (f, {x) l'anneau des germes de fonctions numériques de classe C\)
v

a l'origine de Rr".

Théoreme 2.4.

Soit T un idéal de R[[x]] tel que &k(T] soit elliptique. Alors, 71
extste 1, tdéal fermé (de type fini) de (ﬁ[x] vérifiant i = I, et pour tout veN,
un difféomorphisme de classe c’ g l'origine de Rr" transformant 1'idéal I.‘&v(x] en
un tdéal de fv(x) engendré par des germes analytiques (donc, pour tout véWN, V(I)
est Cv—difféomorphe d un germe d'ensemble analytique vérifiant les conditions 2.2 ;

en outre, 1 vérifie les conditions 2.3.)

(1) I1 existe des germes d'ensembles analytigues réels, admettant une singularité

isolée a 1l'origine et non cohérents, par exemple le germe des zéros de

3 3
x> -

S s 3
1 X3 x2alor‘1g1ne de R .



Preuve :
Par hypothése, il existe une ?amille'qr1,...,7FE de générateurs de
1'idéal T et §,,..., & ¢ R[[x]] tels que
( i)‘ A tout i=1,...,s8 , on peut associer une suite :
1 5_11 <ij, <. <1l <p,

et des Eijl efR[[x]] tels que, pour j=1,...,p

- — k —
s, . Y. = 3z &, .Y,
1 J 24=1 lJQ’ 12
(ii) L'idéal engendré par les E_i est elliptique ; de méme que 1'idéal engen-

dré par les Y, et tous les jacobiens : D(Y ,....4 )
J %1 %K

Dix_ 5, eve »x,.)
81

D'apreés le théoréme 1.2, 1l existe (-f,l(xJ,..., LPp[x) 38, (x), e, 8 (x)

et des EijJLEXJ’ tous éléments de %(x], tels gue rour tout i et j

1 £y 0X) - Vizfxl (2.4.1)

nm™mx

6. (x). Y.(x) =
1 J 2

ot ‘-(’j(x] = ‘(’j N R I S R ITTIE (2.4.2)

En outre, pour tout v' &€ IN, il existe des ({’j[x,t], Gi[x,t], Eijl(x't)

appartenant a (EI tels que
L,é v' o n v' oA n v' o~ .
Vitel FIACUR IR SYCOIEIL PRI N I FPTUC Ei (¥ (2.4.3
k
Pour tout i et tout j : csi[x.t]. ((j(x.t] = 224 Eijz[x,t]. L(il[x,tl {(2.4.4)
q’j‘o(x] =q)j[x] 3 Gi,o(X) = (Si(x) f gijs&,o(X] = gijz(X] ; en outre, L()j’1[x] ,
Gi,’l(X)’ Eijz,’l(X) sont analytiques. (2.4.9)

Soit It 1'idéal engendré par les (Pj t

A —
(2.4.1), (2.4.2) et 2.3, 1'idéal I0=I (indépendant de v') vérifie I =1 ; en outre,

(x), 1<j<p, dans %(x]. D'aprés

I est fermé de type fini. L'entier v étant fixé, il suffit de montrer que si v’
est assez grand, il existe un difféomorphisme de classe C\) qui transforme Io"ﬁ\)(X]

en I']'%\)[X] (I,] est analytique d'aprés 2.4.5)).
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n p
Posons € (x,t) = (4 G t)ueens @0 t)) et sott 2 (x,t) g — ¢

la matrice jacobienne de (([x,t]. Le théoreme résultera du lemme suivant :

Lemme 2.5.
St v' est assez grand, on a :

3Y

_ _ 3¢
a3t (x,t) 5%

(x,t). ulx,t) + vix,t). @(x,t)

Y

ol ulx,t), vix,t) sont des matrices nx1 et p xp respectivement, & coeffictents

v . e .
de classe C°, vérifiant : ulo,t) =0 ; %(o,t) =0 ; vio,t) = o.

Preuve :
Posons B = (B,,....8

DIY . (x,t),.... ¥, (x,t))
11 1K

D (x seee 5 X, )
81 Bk

), 1B, <.e. <Bk.in et soit A, {x,t) le jacobien

K .8

(on rappelle que la suite [11,...,ik] est associée & 1,

1 <1 5_5]. Démontrons tout d'abord que :

Y _ oY
8, (x,t). Ai,ﬁ(x,t]. 3 0ot) = = (x.tl. uilﬁ(x,t] + vi'E[x,t]. ¢ (x,t)
: t de cl c” et [)\)' [)v' (2.5.1)
ou Ui,§_8t vilﬁ-son e classe e ui,g,t X) = 0; Vi,g,t X} =2 0o .5.
Pour simplifier, posons Gi = 6§ ; Ai 8 = A ; et supposons gue

(iq....,ikl = [81""'BK] = (1,...,k), ce gui n'est pas restrictif.

Pasons 0 t) = (97 0ot], @70at)), aves ¥ = (4 Gt)e.., B, 000D 5

¢ ? . (Y K+1(x.t],...,‘f’p(x,t]]. Puisgue A est 1'un des mineurs d'ordre k de la

1
matrice jacobienne % d'apres (2.4.3)
1 1
atot). 28 e = 28 ol WMot (2.5.2)
at ax

1

. o 1,4V
ol u (x,t) est C et, YVt &€ I, ut[x] = 0,
D'aprés (2.4.4), et (2.4.3)
s06t). P20x,t) = e0ot), @ikt

ol E(x,t) est une matrice (p-k) x k & coefficients c” puis par dérivation :

2 1 P .
sut). B o) = eoot). A ot ¢z 9lot). £Xx.t) (2.5.3)
9X 99X =1 i
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2 1
§(x,t) . aai; (x,t) = E(x,t) . 3—;‘1’:— (x,t) + nlx,t). 9 (x,t) (2.5.4)

ol El[x,t], n(x,t) sont respectivement des matrices (p-k) x n et (p-k) x p &
© V!
coefficients C , avec ¥V t € I, nt[x) * 0o,

D'apreés (2.5.2), (2.5.3) et (2.5.4)
2

2
§(x,t). Alx,t). aait ot) = s0at) 2 6ot W0, E) ¢ nt (xt) . @ix,t)

\)'
ol n'(x,t) est une matrice a coefficients Cm, vérifiant v t €I, né(x] = g,

Visiblement, (2.5.1) résulte de 1'égalité précédente et de (2.5.2).

Par hypothése, 1'idéal engendré dans %(x] par (\01[x)...., "Fp(x] et
DCYP  (x),.... 9@ (x))
a4 a

les di(x]. k ,’l_<_iis,1ia1<a2<...<akip,
D[xB seens Xg )
1 k
1<B, <B. < ... < B, <n, est elliptique. Puisque §.(x).I C (9, [x)....,(P. (x)),
-1 2 kK — i i, lk
on a Gi[xlz. JK(I] C-Jk[(()i (x),...,LPi (x)) (vérification immédiate). Ainsi

1 k
1'idéal engendré par ?1(><]...., ({’p[x] et les Gi(x). Ai 8.0 (x) est elliptique.

I1 existe donc Y{x) appartenant & cet idéal et des constantes C>o0 et a >0 telles

que |1p(x]| 3_C|><|a
L

' > i '
D'aprés 2.4.3, les L(j,t(XJ et 6i,t(X]' Ai,g_,t(X] ont un jet d'ordre

v'-1 & l'origine, indépendant de t. Si v'-1>a, il existe donc y(x,t) appartenant

d 1'idéal engendré dans %I par (10,](x,t],...,‘\0p[x,t] et les 8, (x,t). A, ,(x,t]

i,B
(1<i<s , ’Iis1 <32<... <BK_<_n] tel gue, si t €71 et |><| est assez petit
a
lp(x,t)] > C' x| (2.5.5)
M

D'aprés (2.5.1)

Pix,t). - —g—g (x,t) = %Xi(x,t]. u'(x,t) + v'(x,t). (f(x,t]

' ’
avec v

u{:[x] > 0 ;»v,'c[x] (2.5.6)

1
]

Ainsi, pour x #0 :

u'(x,t) v'(x,t)

vix,t) * Pplx,t) ° P

_ ¢ . 3¢
ot (x,t) B {x,t).
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D'aprés (2.5.5) et (2.5.6), si v' est assez grand par rapport 3 o et v,

les quotients wix,t) ot Y (x,t)

0 (x, ) TFT;—ET se prolongent en des germes de classe Cv en

{o} x I CR" x I, nuls ainsi gue toutes leurs dérivées par rapport & x, sur

{0} x I ; ceci démontre le lemme. /

Preuve de 2.4 (fin)

La démonstration est standard (cf. [3],ch. VIII,§3). D'aprés le

théoréme classique sur les solutions d'un systéme d'équations différentielles,

il existe t(x,t) = [T1(X,t]...., Tn[x,t]], de classe C’, tel que
tlo,t) = o ; o (o,t) =1 ;3 1lx,0) = x et
ax rRn

_ o7t
ultlx,t),t) = 5t (x,t).

D'aprés le méme théoréme, il existe M(x,t) matrice p x p & coefficients
de classe C% telle que : M(o,t) = M(x,0) = 1 , et
mp
VTl t),t) = M 00t . 2 (e

D'apres 2.5 et ce gui précede

a —
53 (M), Yirix,t),t)) =
Mix,t]. (g;—[rfx,tl,t). ultlx,t),t) + vitix,t),t). Yirix,t),t) +-%g (tlx,t),t)) =0.

I1 en résulte que : M(x,t). (e(T(X.t),t] = M(x,a). Ylt(x,0),0) = ) s
Visiblement, x |—> 11(x] est un difféomorphisme de classe CV a l'crigine dean qui

transforme I,. %@ (x) en I_. (g (x), c.q.f.d. [
v ° v

Une question analogue & celle résolue par le théoréme 2.4 est la sui-
vante : soit I un idéal delR[Dd] ; l'algébreﬁ?[Dq]/T'est—elle isomorphe a la
complétée d'une algébre analytique ? Ceci est évidemment faux sans hypoth&ses
supplémentaires sur I. Par exemple, soit I 1'idéal engendré dans R[[x1,x2,x3]]

par :
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2 2 2 2 2

2 2 2
xa[x,] +x2 + 2 x3) [x,I +><2 + x3] [x,] * X, (1 +><,]] x3) [><1 X5 Y(x’l) x3]
ol vy est une série non convergente telle que y(o) = 2 ; la "variété formelle

réelle V(I)” admet une singularité isolée & 1l'origine et donc le théoréme 2.4
lui est applicable ; cependant, y(x) est liée de manigre intrinséque & la "varié-
té formelle complexe V(I® )" (cf. [tb], page 220, 1'exemple s'inspire de
m —

wWhitney [_‘1']]. Ainsi [R[[x]]/I ne peut étre isomorphe & la complétée d'une alge-
bre analytique. En modifiant 1'exemple, on peut d'ailleurs supposer que R[[x]]/f
est integre.

Le thécréme suivant est démontré par H. Hironaka [5], dans le cas

analytique ; la démonstration se transpose sans difficultés au cas formel

Théoréme 2.6.

Soit T un idéal de [R[[x:]] tel que R[[x]]/TI soit réduite et équidimen-

(D

stonnelle de dimension n-k. Posons pour tout veW, f\) =1+ JK(IJ . Il existe un

entier v_>2 vérifiant la condition suivante :

Pour toute algébre R[[x]]/1, réduite et équidimensionnelle de dimension

n-k, la condition IR[[XJ]/_I_V = R[[x]]/ﬁv implique R[[x]]/T = R[[x]]/3.

0 el
Théoreme 2.7.
Avec les hypothéses et notations du théoréme 2.6, supposons que
lR[[x]]/Tv soit isomorphe d la complétée d'une algébre analytique ; alors
o]
TR[[x]]/f est isomorphe & la complétée d'une algébre analytique.
Preuve : On peut supposer gue _I—v est égal a 3, ol J est un idéal de R{x}. D'aprés

o] v

le théoréeme d'Artin-Rees, il existe v

, €M tel que f\) nm Te m. _I-V (m désigne

o o
1'idéal maximal de [R{x} et donc ﬁ est 1'idéal maximal de [R[[x]]]. D'aprés la propo-

sition 3.4, § 3, il existe un idéal I de R{x} tel que : ICJ ; R{x}/I est réduite

R A\)1+’| _ A\)1+1
et équidimensionnelle de dimension n-k ; I +m =TI +m
- -V _ - A ANV
Puisque I I +JK[I] , on a JK(I]CJK(I) et donc : I\) =1 +JK[I] c
v - v WV o}
T+ J (D © - I . Visiblement : I +om 1 =TI +m L et donc :
k Vo Yo Vo

(1) L'algebre I'R{[x]]/f étant réduite et équidimensionnelle de dimension n-k, les
tdéaux JK[T] et .?,K(f) ont méme racine (voir [3], chap.I).
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~ ,\\) _ ~ ~ —
I C1I + (m 1(\ I 1) cl1l +m I
v v v v
0 0 0 o 0
D'apres le lemme de Nakayama : T\) = I\) ; d'aprés le théoréme 2.6, les algébres
o} 0

fR[[x]]/i et I'R[[x]]/f sont isomorphes. /

En particulier, on a le résultat suivant (comparer avec 2.4)

Corollaire 2.8.

Soit T un idéal de R[[x]] tel que ﬁk(f) contienne une puissance de

EE
"

alors IR[[x]:] /1 est isomorphe & la complétée d'une algébre analytique.

Preuve. Si I contient une puissance de .'_;‘_’ le résultat est trivial ; sinon, I=I'NTI",
od ht I” >n et les idéaux premiers associés & I' sont de hauteur < n (considérer la
décomposition primaire de T). Visiblement, fﬁ;k[f') contient une puissance de m ; 11
existe donc GG%K(_I-'], non diviseur de zéro dans [R[[x]]/_f' ; d'apreés le critére
3.6, chap. II, [3], I'R[[x]]/f' est réduite et équidimensionnelle de dimension n-k,
donc isomorphe & la complétée d'une algébre analytique, d’aprés 2.7. Le corollaire

2.8 est alors évident. /

Remarques 2.9

(1) Pour appliquer le théoreme 2.7, il suffit de connaitre un idéal J de
R{x} tel que TC_J CT\) . En effet, des inclusions précédentes, on déduit
~ 0] ~ —_
les égalités : J (J) = 3 (M et T =J ; ainsi, R[[x]]/T est 1a

Vv
o s} a]

complétée d'une algebre analytique.
(i1 Les théorémes 2.4 et 2.7 sont bien connus lorsque 1'idéal T est une
intersection complete. Dans ce cas, on a des résultats plus précis [6]-
(1ii) Pour terminer, signalons le probléme suivant. Soient I, I' deux idéaux
fermés de type fini de %{x} tels que i = i' et @k(i] est elliptique.
Existe-t-il un isomorphisme d'algébres différentiables
S 6é[x]/I —_ (Z (x)/I', tel que Q* soit 1'application identigue ?

Cela est vrai lorsque I est une intersection compléte.



3. APPROXIMATION DES ALGEBRES FORMELLES PAR DES ALGEBRES ANALYTIQUES.

Soit M un module de type fini sur rR[[x]] ; d'apres le théoréme des
sisygies, M admet une résolution de longueur <n, i.e. il existe une suite

exacte % (M)

> 0 > L > e > L > L
n 1 0

ot les Li sont des modules libres de type fini sur R{x} ; les Ki des homomorphis-

mes de IR[[x]]—modules et coker _)\—,] = M.

Par la suite, nous considérerons des O-suites de IR{x}-modules

A A,
=—> 0 —> L ——m——> ,,. > L > L
n 1 a]
Elles seront notées (@ (M), avec coker )"I = M ; et nous écrirons :
v v
G = € ), si pour tout i=1,...,n : Ai = XA; (v € W). D'aprés le théoréme

v
d'Artin, pour tout v € N, il existe %(I"I] telle que G(M) = (g(ﬁ]. En fait,

on a le résultat plus précis suivant

Théaréme 3.1.
Sott M un module de type fini sur R[[x]] et soit G (M) une résolution
de longueur < n de M. Pour tout veMN , il existe une suite exacte % (M) telle

v
que €M) = G (done G (M) est une résolution de longueur < ndeM.

Avant d'aborder la démonstration du théoreéme, signalons deux cas

particuliers :
_ — — — — K
(3.1.1) Supposons que M =R[[x]]/(¥), ou ¥ = [Y’I""'Vk] € R[[x]] et

ht["(] = k (cas d'une intersection compléte). Le complexe de 1'algébre extérieure
AMY) (cf. ['}], ch. ¥ ), associé canoniquement & la suite ¥, est une résolution

k v
de M. Visiblement, si v est assez grand, la condition LP € R{x} et ¢ - LF
entraine ht (YY) = k, et donc A[(.(] est une résolution de M =|'R{><}/[({’], vérifiant

v —
ACY) = AY). Dans ce cas particulier, le théoreme est donc évident.
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(3.1.2) Si M est un module libre (ou zéro), toute résolution de M se scinde
\) —
et donc , toute o-suite %[I"l) telle que & = ¢ (v € N) est exacte

~

(vérification immédiatel} ; en outre M = M.

(3.1.3) Enfin, si @'(M) et @ (M) sont deux résolutions de M, il existe une
troisiéme résolution @" (M) et des suites exactes de complexes

o —> @' (M) > g "M —— @' —> o

> @ M — (@ (0) —> o

> g

0

((@'(B] et % (0) sont deux résolutions de zéro).

Preuve de 3.1. Associons tout d'abord au couple (M, @ (M)) une famille finie de

modules SUI‘TR[[X]] (famille notée ﬁi] ; des résolutions @[ﬁi] de longueur < n
de ces madules ; enfin, des suites exactes de complexes liant ces différentes

résolutions (1’ensemble de ces suites exactes sera noté ,,lwa[ﬁ, @ ().

Soit o = No C_N,] Coevnne C NS+1 =M une suite croissante de sous-madules
de M telle gue Pi =Ni+1/Ni :(R[[x]]/)‘i ol Fi est un idéal premier (cf. [3],
chap. I}. Pour tout i=0,...,s, soit ((( *) une intersection compléte telle qu'on

ait une suite exacte (cf. [3], chap. I}

>R[[{]]/(¢Y =T, —> 7,

1

0 > P,
i

Soient %(ﬁi), (G(Fi) des résolutions de longueur < n de l"li et Ei
respectivement. Alors, on peut construire une résolution @(6i] de 51 et par

récurrence sur i=2,...,s+1, une résolution %'(Ni] de Ni , telles qu'on ait des

suites exactes de complexes

o

> GP)— ©@)— BM)— o (3.1.4)
i i i

o—> ' W) — &'\, ) — BPI— 0 (3.1.5)

D’'apres (3.1.3), il existe une résolution @"[-M—) de M et des suites

exactes

o—> @M — &M > B'(0) —> o (3.1.6)

o—> M — B M > B — o (3.1.7)
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De méme, d'aprés (3.1.1) et (3.1.3), il existe une résolution @ '(ﬁi]
de 61 et des suites exactes
> AP

>%@) —> €@

o > @r@) — £ — o (3.1.8)

> %m [B]

Notons &B(ﬁ, %(M)) 1'ensemble des suites exactes de complexes (3.1.4),...

> 0 (3.1.9)

0

., (3.1.93}.

Répétant avec le couple [ﬁi , %[ﬁi J) ce que 1'on a falt avec
1 1
des modules M, . ; des résolutions (@[ﬁ. . ) de
i i i, i
1 172 _ 172
ces modules ; et des familles de suites exactes de complexes é@[l"li , (@.[P’Ii 1),
1 1
En itérant, on construit par récurrence sur %, des modules Mi "'il ;5 des résolu-
1
tions (G[Mi ... 1), et des systémes de suites exactes de complexes g[ﬁi eend ,

1 L 1 -1

<€[M11...12_1]].

Soit v € ™ ; d'apres le théoreme d'Artin, on peut approcher analyti-

™M, (@[ﬁ]], on associe 3 Mi

guement a 1l’'ordre v, le systeme §8(ﬁ. %[F’l—)], et donc il existe des o-suites
. Vv — -
(C(Pi], %(Qi), etc... telles que %(Pi] > %[Pi] 5 %(Qi] M %[Qi], etc...,

et des suites exactes de complexes de [R{x}-modules :

0 —> ‘C(PiJ——> (AN > @(MiJ —> 0 (3.1.10)

o —> %'(Ni) > (@'[Ni+1) —_— %[Pi) —> 0 (3.1.11)
> Brm > €' (0)
> @ (M) > Go) — o
APH —> B,

> B (,)

o —> B'm
o —> (G(M]

> @ o) —> o
> %" (o)

v

o —

o —> %[Qi]

Si v est assez grand, d'aprés (3.1.1) et (3.1.3), les complexes AP
et ©@'(o0), Glo), ©"(0), €™ (0) sont exactes ; il en résulte (considérer les
quatre derniéres suites exactes) que pour tout j > 1, Hj(%'(Qi]) = Hj((@[Qi]) =0 ;

Hj(%'mn = G ) = H, & ).
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Soit g €N, g > 2. Supposons gue pour tout i=0,...,5 , et tout j>qg :
Hj( (@ (I"Ii]] = 0. En considérant les deux suites exactes (3.1.10) et (3.1.11),
modulo les égalités précédentes : Hj[ &(Pi)) =0 et donc Hj[%'[Ni)] =0, pour

tout j >g-1. En particulier, Hj[ €M) =0, si J>g-1.

En fait, on peut approcher analytiquement & 1'ordre v les systémes

LE, e, $m 6@ N, LA . L BGE, M., B@,
11 l'1 1 i

s

1,I 5 1’I 5 11i2"'in
@, (M, )) par des systémes o&&(M, @M, &M, , gm, N, m, . .@wm. . 1),
1,1 seel 1 1 1,1 1,1
172 'n @ 1 1 172 172
e Lm, L, em, . )). Puisque H,(@M, . . )) =0 si j>n+1 (les
1112...1n l,,|12...1n J 1112...1n

complexes considérés sont de longueur £n),on aura d'aprés la remarque précédente

{pourvu que v soit assez grand) :H.[@[I"!i 5 i D=0 si j>n sH. (B, 1 })=0
J 1127 tn-1 S At
si j>n-1;... ;Hj(‘é[l"li )) =0 si j>2 ; et enfin HJ.(Z’,(M)J =0 si j>1, c.q.f.d. /

1
Soit M (resp. M) un module sur[R{x} (resp. R[[x]]). Si v €M, nous

M
. +1

écrirons que M M si M/m\) M et ﬁ/Ln_V+1.ﬁ sont isomorphes en tant que R{x}-

modules (m : idéal maximal de R{x} ; m : idéal maximal de R[[x]]).

Théoréme 3.2.
Soit A = lR[[x:]}/f une algébre formelle, réduite et équidimensionnelle
de dimension n-k. Alors, pour tout v €W, <l existe une algébre analytique

A =R{x}/I1 , réduite et équidimensionnelle de dimension n-k, telle que A = A.

Preuve : Supposons tout d'abord que T est un idéal premier de hauteur k. Soit
= 7 s K . vy .

Y = [Lf’,],..., ({?KJ € I'R[[x]] tel gue 1'idéal ((f’] soit de hauteur k et tel que
T soit un idéal premier associé & B =I'R[[x]]/[ (f’). On e une suite exacte de

R [ [x]] -modules

0 > A > B >ﬁ > 0 .

I1 existe des complexes (6[7%-], %(E],@(f’—l). résolutions de longueur < n

de A, B, M respectivement, et une suite exacte :

0 —> @A) —> @B — ™M —> 0.
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On peut supposer, si T est engendré par g éléments, que (Q(K) est un

complexe de la forme _ _

M

s RIIP —2— RID)T— R[] .

Enfin, d'aprés (3.1.3), il existe une résolution ' (B) de B et des

suites exactes :
0 —> %B) — %'(B) —> %0 — 0
0—> AY) —> @B —> §' (@ —> 0
ot @(0) et %'(5) sont des résolutions de zérc. D'aprés le théoreme d'Artin,

il existe ¢ = [(\01,..., ¢ k) eR(x}" et des complexes de R{x}-modules B(A),
v

—_— _ AY) - A" —
©B), @M etc... tels que # 2 ¥, L&A = QA), EBI= BB, €M = &M etc..

et des suites exactes :
0—> &A) — BB —> €M — 0
0—> @B — ¢’ — g — o0
0 —> MY) —> @' (B) —> @' (0) —> 0

D'apreés le théoreme 3.1, on peut supposer que tous ces complexes sont

exacts. On en déduit une injection

0 —> A =WR{x}/I —> B =IR{><}/[‘.().

Ainsi, tout idéal premier associé & A est associé & B, donc de hauteur
< k, car (¥) est une intersection compléte si v est assez grand. En outre, @(A]
est de la forme :

>‘2 >‘1
—> R{x}P —=— R{x}T ——> R{x}
Soit OIL[I) (resp. 0};[—I-]J 1'idéal engendré par les mineurs d'ordre g-k

de la matrice )\2 (resp. 7\2). Si v est assez grand, ht cl;(I] > ht o’l[f] ; de méme,

on aura ht JK[IJ > ht JK[TJ.

D'apras [3] (proposition 3.6, chap. X), on a
ht Q,Km =ht op(T) N J (D) >k ; d'od ht Q,km = ht o) (1) NI (1) >k
puisque tous les id@aux premiers associés & A = R{x}/I sont de hauteur k, il

existe donc § EEEK[I] non diviseur de zéro dans A.



D'aprés la proposition 3.6, chap. I de [3], A est réduite et égquidimensionnelle
v
de dimension n-k ; en outre, A = A, c.g.f.d.

Posons I = ?1 N... N T}s od les Y‘i sont premiers de hauteur k. Démon-
trons le théoréme par récurrence sur 8 . Si 8 = 1, cela résulte de ce qui précede.
Supposons le théorégme démontré jusqu'a l'ordre s =1, et démontrons le pour T.
Posons T =P, NY , ot | =¥, N...A \Fs i A, =\'R[[x]]/?,| 3 A, =R[[x]]/X .

On a un diagramme commutatif ol les lignes et colonnes sont exactes

0 0 0
— ¥ _ - l - R 4 _

0 > ,Ih‘\ — ¥ &4 — TP "H——0
L 4 5 g - Jr

0 > R[[x]] > R[[<]eR[[x]]—— R[[]] —>0
Y L 2 ) 4

0 > A — 7\-1 ® 7\-2 > B >0
\ 4 \L Y
0 0 0

Les fléches verticales sont évidentes ; 6 est 1'application diagonale :
£ —> (£,€) ; p la projection : (E,] , €2]—> E,I -62. I1 existe donc des
résolutions de longueur < n : AP E[K,l @Kzl, % (B) de A, 7(1 @Kz , B res-
pectivement telles qu'’on ait une suite exacte :

A

> @R, ®K) ——> @B
ol %(K]O =|R[T_><T_] F %[K’I @KZ]O =fR[[x]] @fR[[x]] F (6(510 = R[[x]] et

AO=(S;PO=p.

0—> %)

> 0

D’apres le théoréme d'Artin et le théoréme 3.1, il existe des complexes
v - v — —
exacts analytiques ©(A), €, € tels que BI(A) = £R), 8o = (6(/\1 + A2],

v —
%(B] = B(B) et une suite exacte :
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0 —> @A) a > €(D) P > (@(B)

telle que &_ = 8 :[R{x} 3 £ —> (£,6) € R{x) ®R(x} et P_ = p :

> 0

Rix} ®R(x} 3 (£, , £,

00— A— D

) —> €,| - £2 € R{x}. On en déduit une suite exacte

> B ——>0

ol 1'injection de A =MR{x}/I > D =(TR{x} @IR{X})/J est induite par 1'application

diagonale.

Soient %(K,]] (resp. ‘@(KZJJ une résolution de A (resp. KZ] obtenue a

1
partir d'une résolution de 7‘1 (resp. { ). Puisque (@[K,]J @ (G[Kz) est une résolu-

tion de K,‘ @7\-2 , 11 existe d'aprés (3.1.3) une résolution %'[K,I + Kzl de

K’I @Kz telle qu'on ait des suites exactes
0—> @(R)® GHR) — G OR) — GO — 0
0—> B, ®5) — §'(’ 67 > & (D) > 0
les fléches @(A,) @ %(KZJ o—> @A, ®A) o et

QA @A) o—> ©'(A, ®A_ ) o étant des isomorphismes, car tous ces modules
1 2 1 2

sont identifiés éfR[[x:]] @\'R[[x]].

D'aprés le théoreme d'Artin, il existe des complexes analytigues

@, (G[A,l], @[/—\'2] résolutions de longueur < n de D', A'l A, respectivement

2

tels qu'on ait des suites exactes
0—> Bnrp® BK) — @) — B — o0
> %) — By

0 > @ (0) —> O

v - v _
et @[A,]] = %[A,]) 3 (@)(AZJ = %(A2]. D'aprés les deux suites exactes précédentes :

D' ~ A,] @ A_ ~ D. En outre, d'aprés la premiére partie de cette démonstration et

2
1'hypothése de récurrence, on peut supposer que A’I et A2 sont réduites et équidi-
mensionnelles de dimension n-k. Modulo 1'isomorphisme : D~ A1 @ A2 , on a donc
une injection : 0 —> A —> /\1 @ A2 déduite de 1'application diagonale

R{x} —> R{x} ®@R{x}, ce qui impligque que A est réduite et équidimensionnelle

de dimension n-k, c.q.f.d. /
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Dans cet ordre d'idées, on peut aussi démontrer le résultat suivant

Théoréme 3.3.
Sott A =R[[x]]/T une algébre formelle, normale de dimension n-k (resp.
intégre de dimension n-k). Alors, pour tout v € N , il existe une algébre analy-

tique A =R{x}/I normale de dimension n-k (resp. intégre de dimension n-k), telle

<

que : A = A.

Preuve : La méthode de démonstration est analogue & la précédente. Pour le cas
normal, on utilise le théoréme 3.1 et le critére de normalité pour les algebres

analytiques et formelles (théoréme 3.7, chap. I1I, [:3]). Pour le cas intégre, on

plonge A dans sa normalisée ;\, on approche analytigquement 1'injection A—> A
N
par une injection d'algebres analytiques A ——> A, ol (d'aprés le cas normall,

o
on peut supposer que A est normale, et donc A integre. /

On peut étendre dans plusieurs directions les résultats précédents.

D’'abord, avec les notations du début de ce paragraphe 3, supposons que les élé-

- a . T ot o X . R
ments Ai B des matrices )‘i vérifient certaines relations analytiques en nombre

fini Fj (XiOtB) =0 ; alors, dans 1'énoncé du théoreme 3.1, on peut supposer que

B

les éléments )\ioc des matrices )‘i vérifient les mémes relations, i.e. Fj()‘iaB] =0.

= _ q — ~ — ~ o
Par exemple, supposons que M —FR[[X]] /N et N‘I < NC N2 , ot N’I et N2

sont deux sous-modules de R{x}", le premier engendré sur [R{x} par (f’l s e (Pr‘ ;

le second, par ({31 y saas (Fr s (Pr+’l s, (€s ;3 supposons enfin qgue N est engendreé
5 _

sur R[[x]] par (Pq b ey (Pr , j§1 nr+1,j (fj ) eaas jiq np,j (Pj ol les “i,j

appartiennent é[R[[xI] . Les inclusions : N'l CNC N2 se traduisent de la maniére
— A 4
suivante : M est le conoyau de la matrice TR[[x]]p L

s

> ]’R[[x]]q ol les colonnes

¢, . soit G

4 P

R
E

de A, sont Q{’,l ) eees ({’r , §1 Nr, ] (-fj P

= j= j
R —

! >I'R[[x]]q , une résolution de longueur < n de M. On peut



M

supposer que le complexe B (M) : ... —> R{x}P >R{x}Y donné par le

théoréme 3.1 vérifie la condition : les colonnes de )\1 sont Y,| seve, (fr ,
s

v
€ ~
; R{x} et g

S
et 5 ‘(j s oeees Ion_ . P, o ny 35N

j=1 p'J J

Jj=1
Ainsi, M = R{x}I/N avec Ny CNCN, .

En particulier, on peut compléter comme suit les théorémes 3.2 et 3.3
3.4 : Supposons, en plus des hypothéses de 3.2 (ou 3.3), qu'il existe des algébres

analytiques A =IR{x}/I1 et A, =IR{x}/I2 telles que A soit un quotient de Ay et A,

1

un quotient de A. Alors, dans la conclusion, on peut supposer que A est un

quotient de A, et A, un quotient de A.

/l

Un deuxiéme exemple est le suivant. Posons x' = [><,|,...,xn_K

x" = ( x ). Soit R{x"} [x"] [resp.l’R[[x']] [x"]), 1'anneau des

Xn-k+q” "0

polynfmes en x" & coefficients dans R{x'} (resp. R[[x']]) et soit R{x'/x"}
(resp. TR[[X'/X"]]] le localisé de R{x"'} [x":l (resp. fR[[x']] [x":l] par rapport

& 1'idéal maximal engendré par x ..xn. Les deux lemmes suivants sont des

10

cons@guences faciles du théoréme de préparation :

Lemme 3.5.

(%) L'anneau R{x} (resp. R[[x]]) est fidélement plat sur R{x'/x"} (resp.
R[[x'/x"]]).

(12) Soit M un module sur R{x'/x"} (resp. R[[x'/x"]]), de type fini sur R{x'}

(resp. R[[x’]]). Alors, l'application canonique M3>m —>me1€eM@ e/ ff{x}
R{x"'/x"

>m@1eN® R[[x]]) est un isomorphisme.

I'R[[x’/x"]]

(resp. M3 m

Preuve : Nous le démontrons dans le cas analytique. Les anneaux locaux noethériens
R{x'/x"} et R{x} ont méme complétéTR[[x]], ce qui entraine (i). D'apres (i},

1'application m —> m ® 1 est injective ; montrons qu'elle est surjective.



- 24 -

Par hypothése, M/{x'}.M est unR-espace vectoriel de dimension finie. Il existe

: ) a ' q ) .
donc un entier g tel que : (xn—k+1] L MO (x")M ..., [xn] . M (x').M;

d'apreés le lemme de Nakayama, il existe un entier p et Pn-k+1 = [xn—K+1]p +

- P ,
Q € Ann M,..., Pn = [xn) + Qn € Ann M tels que Qn-k+ .,Qn appartiennent

n-k+1 10"

-

a 1'idéal engendré par [(x') dans (R{x'/x"}.

Soit Y ¢ R{x} ; d’aprés le théoréme de préparation analytique :

¢ = 2 P, . . +P

i=n-k+1 ° *

ol ¢, € MR{x} et P €M{x'} [x"]. Donc, simeM

n

m@Y = I Pm® Y, +PM@®T=Pn®1, c.q.f.d. /
i=n-k+1

Lemme 3.6.

Sotent Myseees Mg des modules de type fini sur Rix} (resp. R[[x]]),
de dimensions < n-k. Alors, modulo un certain changement linéaire de coordonnées,

les M, sont des modules de type fini sur R{x'} (resp. [R[[x 'Jl).

Preuve : Ce lemme est une conséquence immédiate du théoréme de préparation./
Revenons aux notations et hypotheses de 3.1 et supposons que dim F’I—i n-k.

Aprés un éventuel changement linéaire de coordonnées (d'aprés 3.5 et
3.6), le module M admet une résolution ‘€(M) de longueur < n & coefficients dans
rR[[x']] [x"]. Avec ce choix de EEMJ, on peut alors supposer que tous les com-
plexes et tous les morphismes de complexes qui interviennent dans la preuve de
3.1 et qui sont & coefficients dans I'R[[x]:l, sont en fait a coefficients dans
fR[[x ']] [x"]. D'apreés le théoréme d'Artin, on peut approcher ces complexes par

des complexes & coefficients dans (R{x'} [x"] ; on obtient le résultat suivant

3.7. Soit M un module de type fini sur R[[x]] tel que dim M <n-k. Alors :
(1) Aprés un éventuel changement linéaire de coordomnées, le module M admet

une résolution de longueur < n, @ (M)

N ) N A n
> 0 > L D, ... —> L 15
n 1 0
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ad coefficients XiuB = § Iia‘j' (x') ><"j € rR[[x']:[ [:x":]

(1) Pour tout veWN, il existe un module M sur R{x} et une résolution €M)

A A
>0 —> L o > L 1L
n 1 0
a coefficients AO.‘B = I )\(%B. (x) x"J) er{x'} [x” , vérifiant pour tous i,j,a,B
i . 1] p
J
vV -
A8 e 2R o
i J 1]

Une deuxieme variante du théoreme 3.1 est la suivante. Au lieu d'uti-
liser le théoréme d'Artin, on peut utiliser le théoréme 1.2 (plus complet), ou
du moins la partie de ce théoreme affirmant que toute solution formelle d'un
systéme d'équations analytiques, se reléve en une solution c”.

Pour cela, précisons tout d'abord quelgues notations. Si U est un ouvert

~ ~N n
de R", posons Fw - 1 5‘; , ol S:a =TR[[x1,...,xn‘_[]. si &(U) est 1'anneau
aeu
des fonctions numériques de classe c” dans U, on a une injection LWwas —
~ Y ~ "
H’a]a €U € :F‘(U], ol fa est la série de Taylor de f en a. Soit gj(x] la limite

N
inductive des F (U), U décrivant 1l’'ensemble des voisinages ouverts de 1’origine
~

de fRn : g (x) est "1'anneau des germes de champs de séries formelles & 1'origine

de |'Rn". On a évidemment, par passage a la limite inductive sur les injections

N
%[U] _ J“‘ (U), une injection %[x)

n
> :F(x]. Nous dirons qu'une suite

M -2 M Y M* de modules de type fini sur (é(x) est formellement exacte si
: v n n
la suite M'@® F (x) _yﬁ_’l_> M® F (x) V—®1——> M ® F (x) est exacte.

(x) % (x) (x)
Reprenant la démonstration du théoréme 3.1, on démontre aisément le

résultat suivant

3.8. Sott M un module de type fini sur rR[[x]] et soit & M) :

- A " A A

>0 —> L n_. ..... > L 1L
n 1 o




n, . n,
une résolution de M, on L, = G(x) ~ et L, = R{[x]] *.
i i

Alors, il existe un complexe (@[M] a coefficients dans (&[x], formel-
N

lement exact (i.e. & (M) ® T (x) est exact)

% (x)

> L > it > L > L
n

—> 0

tel que, pour tout i=1,...,n : A, = A

i i
En outre, si xiaB = ? Xi"? (x') x*de R[[x']] [x"] pour tous i,a,8 ,
on peut supposer que A?B = Z )\?Bj (x*) x"j e % (x") I:x:] avec pour tous
1,3,0,B8 : ii"g (x') = Y;‘g (x')

4. RELEVEMENT DES IDEAUX DE R[[x]] EN IDEAUX FERMES DE £ (x).

Rappelons tout d'abord guelques définitions et résultats (cf. [3],
chap. V). Soit % (U) 1'anneau des fonctions numériques de classe C" dans un
ouvert U de R" ;3 munissons %(U]q de la topologie de la convergence uniforme
des fonctions et de leurs dérivées sur tout compact de U. Un module M(U) sur

%[U] est un module de Fréchet si M(U) est isomorphe au conoyau d'un homomor-

phisme : %(U]p SN %(U)q, 1'image de ) étant fermée dans ¢ w9, un idéal

I(U) de %[U], engendré par des fonctions (F’I""’ (fs sur %[U), est un idéal de
4o0jasiewicz, si pour tout compact K de U, il existe des constantes C>o0 et a > ©
telles que, ¥ x €K : ; '“Fi(x)| >Cd (x,V (I(U)) 1%, Tout idéal fermé de type

i=1
fini de %(U] est un idéal de *ojasiewicz (cf. [:3], chap. V, corollaire 4.4).

Un module M sur %[x) est un module de Fréchet s'il existe un voisinage

ouvert U de 1l'origine de I'Rn et un module de Fréchet M(U), tels que
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M= MU ® (‘&(x). Un module M, de présentation finie sur %(x], est un
(u)

module de Fréchet, si et seulement si l'application canonigue

~
>M@ g'(x] est injective (cf. [3], chap. V, proposition 3.4.).
(x)

Un idéal I de 2(x) est fermé (resp. de 4ojasiewicz), s'il existe un voisinage

M

ouvert U de 1'’origine de TRn et un idéal fermé de type fini (resp. un idéal de
+ojasiewicz) I(U) de %(U), tel que I(U) induise I & 1l'origine. Tout idéal fermé
de (g(x) est donc un idéal de +ojasiewicz.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le suivant

Théoréme 4.1.
Soit M un module de type fini surrR[[x]] s alors, 71 existe un module

RLx]]-

de Fréchet M sur %(x) tel que M = M @cz
(x]

Un idéal I de %[x] est fermé si et seulement si % (x)/I est un module

de Fréchet ; donc

Corgcllaire 4.2.

Soit T un idéal de R[[x]] ; alors, il existe un idéal fermé (donc de

£ojasiewicz) 1 de 4 (x) tel que I -T. Ge)

4.3. Ce dernier corollaire va nous permettre de préciser la notion de variété
formelle (J. Merrien, [8]). Soit ?’n la famille des germes d'ensembles & 1'ari-

. n . . . .
gine de R, contenant 1'eorigine. Si Xéfn , notons_v)_g_‘un sous-ensemble borné de

(%) En fait, on a un résultat beaucoup plus précis : 1'idéal I est non seulement
fermé, mais aussi stratifiable (cf. [3], chap. VII, § 2). En outre, toute courbe
formelle E(t) contenue dans V(I) se reléve en une courbe c” g£(t) contenue dans

VII) (i.e. si E(t) € TR[[t]]n. avec £(0) = o et F(E£(t)) = o pour tout f €I, il

existe £(t) € €(t)", avecZ(t) =Z(t) et F(E(t)) = o pour tout f € I).
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R" induisant X & 1'origine. On définit une relation de pré-ordre sur % X <Y,
si & tout p €N, on peut associer une constante Cp > o telle que,

¥V x€eX:dlx, Y) < C |lx||p (visiblement, cette définition est indépendante des
représentants bornés X et Y choisis). Soit % le quotient de %ﬂ_’ par la relation

d'équivalence : X v Y <==> X < Y et Y < X, et soit X la classe de X. La relation

>
/\

A
de préordre sur @J'n induit une relation d’'ordre sur ? si et seulement

si X <Y,

si ¢ el’R[[x]], on note ‘\f une fonction numérique C” surR" telle gue
la série de Taylor de Eﬁ a8 1l'origine soit ¥ . si %e%n , nous dirons que (f_=_cl
sur X si a tout p €N, on peut assocler une constante Ap >0 telle que ¥ x 63& ,
Ii[x]| < Ap ||x”p (cette définition est indépendante des représentants : X de la

classe X : 9 de Y. Un idéal T de l'R[[x]] s'annule sur X si Y = o sur X pour

tout 4 e T.
Revenons aux notations du caorollaire 4.2. Considérons 1l'ensemble ‘?—[T)
~ ~ _ ~ A - A
des X (-_f,n tels que I s'annule sur X. Visiblement, V(D) e¥(T) ; en outre, V(I)

e ~ —_ —_
est maximum dans ¥ (T) (donc V(I) ne dépend que de I ; nous le noterons V(I] et

nous dirons gue V(I) est la variété formelle associée & I). En effet, soit X & ‘3,

tel que T s'annule sur X. Par hypothése, si I est engendré par ff,],..., :fs

fonctions c” sur I'Rn, il existe des constantes AD >0 telles que, ¥V x € X :

s

L4 ,a0] < A, Ix|P ; d'autre part, 1'idéal engendré par les ffi étant de
i=1 ™

tojasiewicz au voisinage de 1l'origine :

ne~m

| .| > ¢ dix,v(IN® pour |x|
1 T B -

assez petit. Ainsi, pour x e~>‘(~assez voisin de l'origine

i

cd (x, viIn® <A Ix|P pour tout p em ;

~ A _
ce qui entraine X < V(I). Si J est un second idéal de fR[[x]] on vérifie les

formules : V(T +J) = V(T)NAV(I) ; V(IAT) = V(TJUV(I). Si I est engendré sur

- ~
R[[x]] par un idéal I de R{x}, on vérifie que V(I) = V(I) (en effet, 1'idéal
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I. ‘ﬁ(x] engendré par des germes de fonctions analytiques est fermé, [3]. chap. VI,
A ~
corollaire 1.2). Soit J un second idéal de R{x} ; 1'égalité V(I) = V(J) implique
V(I) = V(J) (en effet, 1'idéal des séries formelles nulles sur V(I) s'identifie
/\
a8 1'idéal ’J’[V(I]) complété de 1'idéal des germes analytigues nuls sur V(I)
N — N
(cf. B. Malgrange, [9]) ; donc Famy = Fva, ie. H (V1)) = f v,
i.e. VI) = V(J)). Ainsi, tout germe d'ensemble analytique V(1) peut étre identi-

-\
fié sans ambiguité avec la variété formelle associée V(I).

Soit %[n] le groupe des germes & l'origine de IRn d'homéomorphismes Jl\

d'un voisinage U de O sur un voisinage V de O tels que ,D,.(D) =oet, ¥x, x'eU :
p p

| x-x"] 2 > |hix) - hix")] > |x-x'] !

(p,] . P, réels > o dépendant de h).

Visiblement, si X et Y efj_n et h € #(n), 1'inégalité X < Y implique
h(X) < h(Y). Donc, 6 (n) opere sur %’n' Visiblement, #&(n) contient le groupe
Diff (n,v) des difféomorphismes locaux de classe C\), v>1, & 1l'origine de Rr"
(on pose Diff (n,w) = Diff {n)). Le théoréme 2.4 et le corollaire 2.8 entrainent

le résultat suivant :

4.4. Soit I un idéal de R[[x]] tel que ﬂgk[-f) sott elliptique (resp. contient
une puiesance de i) ; alors, pour tout veN , 721 existe h € Diff (n,v) (resp. %l
existe h € Diff (n)) tel que h (V(I)) = \//(\I]. ou V(I) est un germe d'ensemble
analytique.

Problémes : Soit V(I) une variété formelle ; existe-t-il h ¢ Mdn) tel que
h(V(T)) = V/[\I], o0 V(I) est un germe d'ensemble analytique ? Existe-t-il un
idéal fermé I de ‘@(x)et h e’#6(n) tels que I=Teth (V{I])) soit un germe
d'ensemble analytique ? Il est clair qu'une réponse au second probleme fournit

une réponse au premier (une démonstration utiliserait le thécreéme 1.2 dans son

intégralité et le théoréme d'isotopie de Thom).
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Soient V(I) et V(J) deux germes d'ensembles analytiques a 1l'origine de
n A~ A
R ; si h (V(I)) = V(J), avec h € Diff (n) (on dira que V(I) et V(J) sont formelle-
ment isomorphes), les germes V(I) et V(J) sont analytiquement isomorphes (évident

A A~
d'aprés le théoréme d'Artin). Si h (V(I)) = V(J}, avec h € H(n), existe-t-il

h™* ¢ F6in) tel que A (V(I)) = V(I) ?

Preuve de 4.1. Nous utiliserons les deux lemmes suivants :

Lemme 4.5.

Sott O

> M > M > M > 0 une suite de modules de présenta-
tion finie sur %(x], exacte 4 droite et formellement exacte. St M' et M" sont

des modules de Fréchet, la suite est exacte et M est un module de Fréchet.

Preuve : On a un diagramme commutatif ol les lignes sont exactes

M ’ 1 > M > M" —————> 0

j' j jll
n, N, 4¥)
0 —> M'@® Fix) —> M® Fix) —> N" @ F(x) —> 0
% (x) % x) ¢ (x)

Puisque j' est injective, i est injective ; puisque j' et j" sont

injectives, j est injective./

Le résultat suivant est classique :

Lemme 4.6.

Soit P un tdéal premier de R[[x]] de hauteur k. Alors, aprés un chan-

. . | B . =
gement lindaive de coordonndes (on pose x [x1,...,xn_k] ; X ke

il existe un poZynéman_KJ(1 elR[[x']] [Xn-k+1] 3 pour 2 < j < k, des polyndmes

X ,...,xn]J

an-k+1 eR[[x']] [xn-k+1] ; enfin, pour 1 < & < s des polyndmes 1—52 e R[[x]] [x"]
tels que :

(i) L'idéal i;.est engendré par les ﬁk s 1 <8 <s.

(i2) Le polg?ame 5n-k+1 appartient 4 7i ;s 1l est distingué et son
discriminant §(x') & J.



(271 ) Pour tout 2 < j < k, Pn-k+j = 4. xn~k+j - Qn—k+j € 'f‘

R , ~
(1ii7) Il existe un entier q>o tel que pour tout 2=1,...,s, § Ry -

soit combinatson linéaire dans ﬂ?[[x 1] [x"] des P ,» 1 <3 < k.

n-k+j

Soit M un module de type fini sur [R[[X]], de dimension < n-k. Il existe
une suite croissante 0 = No < N’I Cunnn CNS+1 = M de sous-modules de M, telle
que Pi = Ni+1/Ni =fR[[x]]/Pi ou ‘Pi est un idéal premier de hauteur > k. Aprés un

éventuel changement linéaire de coordonnées, les Pi admettent des résolutions

c@ (Ei] de longueur < n, a coefficients dans TR[[x']J [x"]

RG] T —Ls R[]

>‘1
I1 existe des résolutions %(N_] de N, & coefficients dans IR[['x']] [x"J
i i -

et des suites exactes : o > (G(Ni) > %[Niﬂ] _ @[—P—i] —> 0 pour
i=1,...,s. D'aprés 1.2, il existe des complexes g(Ni), @[Pi] de longueur < n,
a coefficients dans % (x') l:x":], qui relévent 8(Ni) et 6 [Ei) respectivement,

et des suites exactes : O

> ey — G, ) — B —> 0.

En outre, d'apreés 3.8, on peut supposer que ces complexes sont formel-
lement exacts. Si Ni désigne comme d'habitude le conoyau de la premiére fléche

de ‘G[Ni] (méme chose pour Pi]' on a donc pour i=1,...,s, une suite

0—> N, —> N, —> P, —> 0

exacte a droite et formellement exacte. D'aprés le lemme 4.5, si tous les

Pi = (ﬁ,(x]/ ?i sont des modules de Fréchet, on en déduira gue tous les Ni et

donc M = Ns+’| ., sont des modules de Fréchet ; d'ol le résultat, puisgque M = M.

Nous devons donc traduire que chaque Fi est un idéal fermé de %(x].
' N = oy = T . ) PER .
Supposons d'abord gque ht ‘)ii k et posons ?i )3 afin d'utiliser les notations

du lemme 4.6. On peut supposer gue -5\,] (premiére fléche de %(Fi]] a pour compo-

. ' =
santes R,] s e, RS , Pn—K+’l s s Pn ; alors, d'apres 1.2, on peut supposer que

R, P P

A, (premiére fleéche de %(Pi]J a pour composantes R,] peees R P g e P

1
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N ] " > o N ] - . . .
oll Rzé%[x ) [x reléeve Ry 5 P4 e Cx) [xn_K+,|__l est un polyndme distingué

qui releéve P ; pour § > 2, P - Q , od Gi est le discri-

= 6"
n-k+1 n-k+j o 1n-ke+j n-k+j

. - ry . [ I3 -~ e ' -
minant de Pn (donc Gi Gi , discriminant de Pn—k+1) et Qn—k+j (&[X ) Lx

-k+1 —_—

; enfin, GE.R est combinaison linéaire dans %(x'] [x"] des Pn ,

n-k+j L -k+j

Puisque ?i est engendré sur %(x) par R R P

g RGP e P
on voit que ¥ e g, ) Gk €] (}1 J 5 donc, si g > k, ce gue 1’'on peut toujours
i k ?i b0y k- Fi? g zZ % J
. q ) . .
supposer, on voit que Gi € RK(F i) ok(?il N JK(Pi]. Enfin, en appliquant 1.2

et 3.8 comme plus haut, & la suite exacte :

— S, _ - — -
0 — R[[x]]/ B, —— R[]/ B, >R[x]]/p, + 8 > D
(Ei désigne la multiplication par gi] on peut supposer que la suite :
8,
0 > ‘z(x)/)ii SI ‘z(x)/):\i > %tx]/;li + (8,) > 0

est formellement exacte. Les hypotheéses du théoreme 5.6, chap. V, [3], sont donc
vérifiées par I' = \?i + (6,) et I = Fi -2 Pi + (8,) est un idéal fermé de

(Z[x) , L1 en sera de méme de 711

Posons, pour i=1,...,s, I"Ii

%(x]/)ii + (8,) si ht )?i =k 3

— A —
M, = - i s W= R j im M, < n-k.
i %[x]/ ‘?i P, si ht Pi >k M, =M ; ona toujours dim Ml n-k. Nous

pouvons alors résumer comme suit ce qui précede :

4.7. On peut associer au module M (dim M < n-k) des modules M. sur R[[x]], 1<i<s,

avec dim M, < n-k-1 ; un systéme d'équations analytiques 1°(x,|,...,xn_k 5 y) =0
et une solution formelle y(x,l,...,xn_k] de ce systéme ; tels qu'en relevant,

d'aprés le théoréme 1.2, cette solution formelle en une solution c” y[x,l. - ),

X
"“n-k

nous obtenions (entre autres !) des modules M et My de présentation finie sur %(x)

A

avee M = M ; l"li = Mi ; en outre, M est un module de Fréchet si chaque module l"li R

1 <1i<s, est un module de Fréchet.
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Répétant avec Mi ce gue 1'on a fait avec M, on peut associer & Mi des
1 1
modules ﬁi i surﬂ?[Dﬂ] (dim ﬁ; i < n-k-2) et un systeme d'équations analytiques
172 . 1

i i

f 1[X1""’xn—k-1 Y 1] = 0o (on adapte & chaque fois le systéme de coordonnées).
Puis, par récurrence sur £ <n-k, on définit des ﬁi 5 (dim ﬁi . < n-k-2) et
' ' greedy g .
i ...12_1 iq...lz_q
des systémes d'équations analytigues f [xq,..., Xo-k-g41 * Y ) = 0.
i LN
En outre, on connait une solution formelle y 1[x1,..., Xn-k-2+1] de ce

[e ]
systéme ; en relevant cette solution formelle en une solution C ,

i, ...d
1 -1 . . . -
y (x1,..., xn-k—2+1]’ on construit des modules de présentation finie
sur ci[x) : M? i et M, ; ‘tels que M?’ 5 = ﬁ& 5 et
T greee i gl g greee 1oy
Mi ;7 ﬁi ; 3 enfin, si les Mi 5 sont des modules de Fréchet,
qeeee iy qrees 1y gl
M* . est un module de Fréchet. Remarquons que les M, . sont toujours
11...12_1 11"'1K

des modules de Fréchet, car ils sont de présentation finie sur e%tx] et

dim M, . = dim M, ., < 0 ; ce sont donc des espaces vectoriels de dimension
11...1K 11...1K_

finie sur R (cf. [3]. chap. V, exemple 3.9). En conséquence, si pour tout
2<% <n-k, M? 5 =M, . , on en déduira que les Mi et
17781 (R B 177 -1

M sont des modules de Fréchet.

On est donc amené& & introduire certaines relations entre les variables

1"'i2—1 i1...i2_2
y et y , relations vérifiées par nos soclutions formelles. Pour

trouver des solutions [30o gui vérifient ces mémes relations, on utilise avec
guelques petites modifications, la méthode du théoréme 1.2, (théoréme qui n'est
pas directement applicable). Nous donnerons ultérieurement les détails de cette

démonstration.






(3]

(4]
(]

6]
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