J. C. TOUGERON
Courbes analytiques sur un germe d’espace analytique et applications

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1973, fasci-
cule 1
« Séminaires d’analyse », , exp. n°2, p. 1-14

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1973___1_A2_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1973___1_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

COURBES ANALYTIQUES SUR UN GERME D'ESPACE
ANALYTIQUE ET APPLICATIONS

par

J.C. TOUGERON

51 X désigne le germe en O (supposé non vide ; réduit ou non) d'une

P P N .
sgus-variété algébrique de T , on note at 1'anneau des germes de faonctions al-

X

~
gébriques sur X ; @& 1'anneau des germes de fonctions holomorphes sur X ; (QX

le complété de ﬁbx pour la topologie m, -adique, m, désignant 1'idéal maximal de

X X
T, B 1'ideal maximal de 7. 5 M. 1'idéal maximal de (. L B
SRR idéal maxima e Yy s My ideal maximal de (y. Les anneaux by , U,
A
\QX seront toujours munis de leurs topologies : my - adique, E>(— adique ,

% ~adique, respectivement. Si Y est un second germe de variété algébrique et si

—X
. . . * 4
X > Y est un morphisme algébrique, on note f : vE& > ;EX H
A ™
o~ - ~ - 4
il GQ > (QX s (9Y > (QX , les homomorphismes de E-algébres déduits

de f. Cela posé, considérons les deux conjectures suivantes

(A) L'application induite par £ éj%

o : _
(B) (9 Y] est fermé dans C’X .

> F*[é@y] est ouverte.

La condition (A) signifie qu'il existe une application N 3 g —> el(glé N

telle que, pour tout g

(mg) 2 m;(q] 0t ).

"y A
Visiblement, si (A) est satisfaite, les applications 7 et ¥ sont aussi
V% * . % * .
ouvertes ; en outre : ker f = ker f . G/Y ; ker £ = ker f . G’Y. S'il en est

A ~ ~
ainsi, £ G7Y) est complet, donc fermé dans (?X ; 11 en résulte que 1'’'adhérence
A
de % ( C9Y] dans (éx est égale a ¥*(C9Y]ﬂ (9X . Si la condition (A) est vérifiée,
la condition (B) est donc équivalente & la suivante

/\* A N
. C) = .
(8" 70 n (9X £ ((9Y)

Nous démontrons (A) lorsgue le germe X est réduit ; nous démontrons (B)

sous des hypothéses encore plus restrictives (par exemple, si Y', germe de variéteé



algébrique associé & 1'idéal ker 7 de LIQ , est régulier). En fait, si la
conjecture (1.9) est vraie (cela parait raisonnable ; voir fin du paragraphe 1),
(B) et donc (B') sont vrais, lorsque X est réduit.
Signalons enfin gue les résultats précédents sont faux en géométrie
analytique. On sait en effet (voir [3]) gu'il existe des germes d'applications
. n p »* A%
analytiques f : (€ ,0) —> (C",0) telles qgue ker f = o0 et ker ¥ # o.

La démonstration utilise guelques résultats simples concernant les

courbes analytiques sur un germe d'espace analytique.

1. COURBES ANALYTIQUES SUR UN GERME D'ESPACE ANALYTIQUE.

Soit 33 de sous-espace de IR [xf,...,x ] formé des polyntmes de
n,g 1 n
degré < g. L'espacelﬂn étant muni de la norme “x” = sup ]Xi , on pose, si

P e BDn q et A est un sous-ensemble de la boule B(o,%J de R"

IP]l = sup. [P0x)]
I<l<3

”P”A = sup |P[x]|
x €A

Lemme 1.1.

Il existe une constante C. >o, indépendante de q, telle que pour tout

PE 5)n q et tout sous—ensemble A de B[o;%J, la mesure de Lebesgue de A étant

supposée non nulle :

q

C
1Pl f.?;;if%;ﬁa - Pl

Preuve : On peut supposer A fermé. Procédons par récurrence sur n. Si n=1, il

existe des points X < X < vee < xq appartenant & A C.EH%, +gﬂ, tels que, Y 1,

Ix, - x| > -2 5A o0 a 1'identite
i i+t — q

a [x—xj)

P(x) = T P (x,) 1 , d'od

o i 341 [xi—ij



[q)q

1 17l (2 __ (2e)1
(mes A]q i

- < el , -
0 it g-it {mes A)q q (mes A)Q A

1Pl < 1Pl

n ™M Q0

Supposons le résultat demontré jusgu'a 1'ordre n-1 et démontrons le
potirr n. Pour tout X, € [—22-, +12], soit Ax 1’ensemble des points de A dont 1la
1

premiére coordonnée est x,]. Ax étant muni de sa mesure (n-1)-dimensionnelle,

. _ -1 0= mes A mes A
1'ensemble B {><,I e[ 5 +2:] 3 mes /\>< 2= } a une mesure > > (car

1
sinon, on aurait d'aprés Fubini : mes A = J mes A dx, *+ J mes A dx, <
B g 1 Jes Xp 7

mes A mes A Y
> + 5 ). Posons qu —P(x,l,.]efjn_,]‘q.

D'apres 1'hypothése de récurrence, si X € B :
(2"te @

-1
[ . - Iel]
4 (mes /-\][n Ha A
. mes A .
Puisque mes B > 5 , en appliquant le cas n=1
n-1 q
q (2" c__
(DS — Pl . c.q.f.d./
- q (n-1)g A
(mes A) (mes A)
v
Soient R [[x,l....,xn]] = ,ﬁ‘nrR 1'anneau des séries formelles ;
R {x,],...,xn} = G‘th 1'anneau des séries convergentes. Identifions 1'espace

projectif an_,][ R) & 1l'ensemble des draoites de an issues de 1'arigine.

Proposition 1.2.

Soit Y e CtFn R et solt A un sous—ensemble mesurable et de mesure non

nulle de P ( R).
. n-1

(1) 8¢ Y est analytique sur toute droite appartenant d A, i.e.

qﬁ(a1t, -e.sa t) € R{t} pour tout a = [a—1,...,an1 € A, alors Ve (9n R,
(2) 514 est u-plate sur toute droite appartenant & A, alors ¥ est u-plate.

co

Preuve : (1) Posons {\0 =3 Y , ol ({)q désigne la forme homogene de degré g de o,
g=o

—_ a/
Par hypothése, la fonction f(a) = sup I @ ( 9 Jl prend des valeurs finies sur A.
iem e
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I1 en résulte qu'il existe un sous-ensemble A' de A mesurable 2t de mesure non
nulle et un ¢ >0, tels que 1'on ait uniformément sur A', f(a) < 2p. Soit A"
1'ensemble de mesure n-dimensionnelle non nulle, intersection du cdne de A’
avec la boule B[D,%J ; on a : ”qu”A” f_pq, D'aprés 1.1

Cn .0 g

|l < )
d {mes A"Jn

D'aprés une inégalité classique (cf. [2], page 12, 1'inégalité (10)
est encore valable pour plusieurs variables), si 1Fq[x) = I a x
g
[2q] ‘ s] v
la | <= 7l < zed” |4l
w g ! q
La série ‘P est donc convergente.

(2) La preuve de (2) est immédiate et laissée au lecteur. /

Bien entendu, 1le résultat précédent est vrai a fortiori dans le cas

complexe. Plus précisément, on a le résultat suivant

Proposition 1.3.

Soit Lfg'@% = C [[}1....,2611 et soit A un sous—ensemble mesurable,
et de mesure non nulle de!Pn_q[E].
1) Si i est analytique sur toute droite appartenant d A, i.e.
‘%(aqt,..., a t) € C{t} pour tout a = [aq,...,aA] e A, alors
e -
h e {21""’Zn}'

2) 57 Y est u-plate sur toute droite appartenant 4 A, alors ¥ est u-plate.

Soit g(t) = (g1(tl,..., gn(t)J et {t}n, glo) = o, un germe de courbe
analytigue & 1'origine de c". Désignons par %Ev (£) 1'ensemble des courbes £'(t)
telles que &(t) - &'(t) soit v-plate & 1'origine. On a le résultat suivant
Lemme 1.4.

Avec les notations précédentes :

1) 57 Ye Sjn est analytique sur chaque courbe g'[t](-%v££J, alors ‘{ est

analytique.
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2) Il existe une application N3 u > elp) €M telle que si Y ¢ 31

e(u)-plate sur chaque courbe E'(t) E(@v(él, { est u-plate.

~

Preuve : On peut supposer que £ est égale & son jet d'ordre v a 1'origine. Si
§ = o, la proposition résulte immédiatement de 1.3. Si £ # o, on peut, par un
changement linéaire de coordonnées, supposer que Ei # 0, pour i=1,...,n.

Considérons alors le germe d'application analytique f

v+1 v+1
(21,...,zn) —> (&, (z, tz ) En-1(zn—1 + Zn]' En[szJ
Visiblement, si n est le germe de droite t +———> (a1t,. ,an_1t, t),

-
f o n appartient a @v[EJ.

(1) si Y est analytigue sur chaque courbe g'(tlé,%év(g), Y o f est analytique
sur chaque droite n et, d’'aprés 1.3. 1), Yo f &(bn. Le morphisme f étant visi-
ot @
blement plat et fini, e (9n (on rappelle que :Fn est fidélement plat sur Lﬁn‘

donc que F / © est plat sur ().
n” n n

(2) Le morphisme f étant plat et fini, i1 existe, d'aprés le théoréme d'Artin-

Rees, une application N 3y > efu] € IN telle que 1'hypothése ¥ f est elu) -
plate entraine que Y est u-plate. Si Y est e(p)-plate sur chaque courbe
£'(t) ¢ @v[g], ¥ f est e(u)-plate sur chaque droite n ; d'aprés 1.3. 2),

Yo f est e(u)-plate, d'ol le résultat. /

N
(@]

On se propose d'étendre le résultat précédent, le germe régulier (m”.o)

étant remplacé par un germe irréductible d’'espace analytique X. Soient G?X 1'anneau

~

des germes de fonctions holomorphes sur X ; (fk son complété pour la topologie

mx—adique (E& idéal maximal de (9x). Soit n la dimension de C9X.

=

N
On peut réaliser X comme germe d’'espace analytique & l'origine de € =

c” x @N—n, les conditions suivantes étant satisfaites (cf. [4], page 49)



(1.5.1) Si I désigne la projection X > (m”.oJ, 1" homomorphisme ¢

-
¥

(1.5.2) Si p est la dimension du corps des fractions de (9X sur le corps des

= «, = st injecti
a =t {z,, ’Zn} > Oy est injectif et fini

fonctions de {ﬁn , le polynbme minimal de z est un polyndme distingué

n+1

n+1 n+1

p -4 p _
P(Z) = Zp + L a Zp 1, a coefficients a; 3 @n (donc zp + I ai zp L 651]
=1 i=1

(1.5.3) Si A est le discriminant de ce polyndme, A # o, et

o o [ - o e p-1
Ar b, C 8 (/n' Z gt t C»n.zm,]
E ticuli 27 =g 7 =2 N 1 ©
n particulier, 'Zn+j = iED aij Z 41 » POUr j=2,...,N-n, les aij e®
Enfin, le complété (?X de U& est integre ; les résultats précédents
s g /(\7 s B . . /,::
subsistent en remplagant (PX par ('X , l/n par 2 en particulier iy est de
type fini sur (Fn et
o pd ot - — -1
9 C N2 .z LT Pl
AL X \}n + n n+1 3% © 24

Soit n(t) un germe de courbe analytique & 1'origine de En, tel que
Aln(t)) # o. D'aprés ce qul précéde et le théoréme de Puiseux (voir [4], lemme

8.1, chap. III), la courbe n(t) se reléve en des courbes dans X, analytiques en

1.1 . . ;

£ P s Tte), ..., £P(t) (dome T o ET(E) = n(t)). Si 1'on pose ES(t) = [gj(tl,...,

p .
zP™t

’

i 1 p ] - p
5N[tJ], les £n+1(tl...., €n+1(t] sont les zéros du polyndme Z +i

1 ai[n[t]]

et donc vérifient 1'identité

i - g 2
ST (e, e - B (£1)7 = Aln(t)).
i<j

Considérons une courbe analytigue £(t) dans X. Si X et v sont des

entiers > 1, désignons par 9£§(£] 1’ensemble des courbes E'(t]) dans X analytigues

1
en t telles que £'(t) ~ £(t) soit v-plate & 1'origine (cela signifie que

&'[tk] - E[tA] est Av-plate & 1'origine, i.e. les trongués & 1'ordre Av des

germes d'applications analytiques g’(tAJ et g(tx) : (C,0) > X sont égaux).

La démonstration du résultat principal nécessite deux lemmes préli-

minaires.



Lemme 1.86.
Sott g(t) une courbe analytique dans X ; posons n =1 o £. 51

Aln(t)) # o, 4 tout entier v > 1, on peut associer un entier v_ > 1, tel que :

Q
pp!
¢ e 2 &votm

: - p!
I.o. chaque courbe de %ﬁv (n) se reléve en une courbe de %¢S (£}).
a

Preuve : Posons Aln(t)) = a, t * o, t * ..., avec a, # 0. On sait gue
p P p-i
(t) est 1'une des racines du polyndme distingué : Z~ + I a; {n(t}) Z .
i=1
I1 existe donc un entier vy >V o+ vy vérifiant la condition suivante : si
¢ = 2 p-i
n'(t) € bv (n), i1 existe £%+1(t] racine du polyndme Z° + I a, (n'(t)) Z
0 i=1

telle que En+1[t] - £n+1(t) s0it vy, -plate & 1'origine. Soit &' = [g%,...,g

g

n+1

NJ

la courbe de X relevant n'(t]) et correspondant & cette racine. D'aprés 1.5. 3),

pour j=2,...,N-n, on a

p-1 .
_ 1
BN L g (8) = T oAl (D) £ ()
1=0
A ()] L £ L (t) = g (' (£)) &' ()t
n SR L C R St

Or, A(n(t)) - A(n'(t)), de médme que la différence des seconds membres

des égalités précédentes, sont v + v, -plates & 1'origine. Puisque A(n(t)]) =
vy Va
a, t + ..., Aln'(t)) = o, t + ... , la différence gn+j[t) - £n+j(t1 est

/l

>p!
v-plate & 1'origine. Ainsi, la courbe &' (t) appartient 3 935 (£), c.q.f.d. /

Lemme 1.7.

Il existe une application N 2 u > e'(u) € N vérifiant la propriété
sutvante : st deux éléments fe(?x , g € @& sont tels que f.g soit e'(ul-plate a4

l'origine, alors f (ou g) est u-plate 4 l'origine.

Preuve : Posons é?x = C%«/F , et soit @1,..., qq un systéme de générateurs de

1'idéal F. Considérons 1'équation implicite

y/]'yz = E y

¥.(2)
j=1 ’

j+2



On sait (voir [1]] qu'il existe une application N 3y > g'(p) € I

—_ ¢ +
telle que toute solution formelle y(z) de cette éguation, modulc @? () +1 (m
idéal maximal de Q9N] pulisse &tre approchée & l'ordre py par une solution analy-
tigue. En conséguence, si f.g este'lu)-plate a 1l'origine, il existe f'e CDX .

g’ é(px , tels que f'.g’'= o, et f-f', g-g' sont u-plates & 1'origine. Si par

exemple, f'=o0, on en déduit que f est u-plate & 1'origine, c.q.f.d. /

Proposition 1.8.

Soit E(t} une courbe analytique dans X ; posons n = Il o E et supposons

que A(n(t)) # o. Il existe une application N3y > e(u) €N telle que, st

5 n . pl )
Y ¢ (9X est elp)=plate sur chaque courbe £'(t) € %;5'(51, alors Y est u-plate.
-p! )
Preuve : D'aprés 1.6, H‘CS (g) > %v (n). D'aprés 1.4.2, il existe une application

0
> e”(u) € N telle que, si ¢ 6‘5% est e”(u)-plate sur chague courbe

IN 3y
n'(t) e in (n), ¥ est u-plate.
0
. » )
Soit fe @X , et supposons gu'il existe wq,..., ws € .ﬁn telles gue
s .
%s + I wi $571 goit e"(e'em)® 1[u]-plate 3 1l'origine de X et ¥ e"(e'e”)® 1[u]-

i=1
]
plate sur chague courbe &'(t) 6?@8'(&]. Montrons alors par récurrence sur s, que

(f est u-plate & 1'origine de X (La fonction e' est celle fournie par le lemme 1.7 ;
d'autre part, on suppose gque lss fonctions e' et e” sont croissantes, ce qui n'est

pas restrictif).

S

C’'est vrai pour s=1. Si s > 1, on voit que ws est (e’ e") _1[u)—plate

a 1’origine de c". B'aprés 1.7, ou Y est e"(e’e"]S-2[u]—p1ate a 1'origine de X,
5 s-1

ou $5°1 4+ Tr .

i=1 1

est démontré ; dans le second, on applique 1'hypothése de récurrence.

(Fs_l—1 est e"(e’e"]s_z[u]-plate. Dans le 1er cas, le résultat

Ceci démontre la proposition, car tout ¥ e (&, véerifie une équation de

X
dépendance intégrale <
K€S YTy, (PS 1 o, avec s < p et wi € 15; . /

L'analogue de la proposition précédente, la platitude étant remplacée

par 1’'analyticité, serait le résultat suivant
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Conjecture 1.8.

Sott £(t) une courbe analytique dans X ; posons n = Il o & et supposons
que A(n(t)) # o. Alors, si Y ¢ CQX est analytique sur chaque courbe g'(t]e‘éS![EJ,

¥ est analytique, i.e. ¥ ¢ CQX .

D'aprés 1.4. 1), ceci est vrai lorsque X est régulier. On a aussi le

résultat suivant, facile & vérifier : soit f : X > Y un morphisme analytique

entre germes irréductibles ; si £ CPY —_— (;X est injectif et fini et si X

vérifie 1.8, Y le vérifie également. Signalons enfin gu'il suffirait de démontrer
1.9, lorsque X est un germe irréductible d'hypersurface a 1'origine de Cn+1. On

peut démontrer le résultat suivant, plus faible et malheureusement d’'aucune

utilité pour la suite

Proposition 1.10.

Soit Y e C?X ; 81 ¥ est analytique sur chaque courbe analytique dans

X, § est analytique, i.e. ¥ ¢ 03(.

Preuve : Soit % G (SX ; d'aprés 1.5, il existe aq,...,ap € :F% telles que
p - p-i
ALY = Toayzo,
i=1

Soit n(t) une courbe analytique dans (c",0) telle que Aln(t)) # o.

Soient gq(tl,..., P(t) les courbes dans X gui relévent n(t). Par hypothése,

g€
P J p-i .
pour j=1,...,p r a, (n(t)) g (t) = g,(t) est analytigue.
521 i n+1 J

Résolvant ce systeme et remarquant que le carré de son déterminant est
Aln(t)) # o, on vérifie que a1(n(t]),..., ap[n[t]] sont analytiques. D'aprés 1.3.1)

a .,ap sont analytiques. Ainsi, A.%& 6& ; 1'anneau 3& étant fidelement plat

gree
sur G, , fely ., c.q.f.d. /



2. PREUVES DE (A} et (B) (X REDUIT).

Sait f @ X

> Y un morphisme algébrique entre germes de variétés

algébrigues. 51 X est réduit, nous démontrons (A) et, parallelement, modulo 1.9,

la conjecture (B). Visiblement, on peut supposer que 1'homomorphisme

Fx : ct&

> u‘GX est injectif.

2.1. Passage du cas réduit au cas irréductible.

Supposons (A) et (B) démontrées lorsque X est irréductible. Si X est

simplement réduit, soient Xq,..., XD ses compgsantes irréductibles ; Fﬁ,..., Fp

les idéaux premiers de ﬂ?x associés a Xq,..., Xp respectivement ; Yq,..., Yp les

germes de variétés irréductibles associés a Fx—q[}i1),..., f*_q[fjp] respectivement.

On a un diagramme commutatif d'applications injectives

(78; ._f____._> L](%
Y X
iy . 1X
p \ Hfi p
n Jb > I b
, Y, X,
i=1 i i=1 i

p
Par hypothese, 1 F? est un isomorphisme topologique de 1 &&’Y sur son
i=1 i
image ; 11 en sera de méme de £, et donc (A) est démontrée.

On a de méme un diagramme commutatif d'applicetions injectives

Ve
G@ —f
X
f\; v
1Y N ,IX
P Hfi p
nbh > 1 @
. Y, . X,
i=1 i i=1 i
Vi
Par hypothese, 1'image de Hfi est fermée dans I C9X ; 1'image de
i=1 i
v P
£ sera donc aussi fermée dans (QX , car C9Y est fermé dans 1 (9Y ; ceci
i=1 i

démontre (B).
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Nous supposeraons désormais que X est irréductible et que £ :a?J

y 7 z’><

est injective. Soient [{EX], [&EY] les corps des fractions de [

X et \Cy respec-

tivement.

[ omme 2402

Soit p le degré de transcendance de LQ%;] sur [Lty]. Alors, £ =1 o g,

o g X > ¥ x (€P,0) =V est un germe d'application algébrique tel que g~
soit injective et [;@X] une extension algébrique finie de [Jﬁv] ;MY x (€5, 0) —> v
la projection évidente.

Preuve : Soient &,,...,& € m, tels que £,,...,& soient algébriguement indépen-
—_— 1 p —X 1 p

" A A - . P P A
dants sur LU&Y] et [UUX] soit une extension algébrique finie de [“@Y [51,...,gp]].
I1 suffit de prendre pour J@V le localisé de JtY [Eq""' Ea] par rapport a

1'idéal maximal engendré par my et 51,..., Ep./

Soit g la dimension de [&@X] sur [QtV]. Le corps [Utx] est engendré, en
tant qu'algébre sur [Jtvj, par un élément 9 ¢ [g% X]' Visiblement, quitte & multi-
plier 6 par un élément de cﬂ?v \ {0}, on peut supposer que 6€£tx , ou mieux gue

6 € my et gue son polyndme minimal

@] s
P(z) =29+ 5 & 79%

. 1

i=1

a ses coefficients aie,JtV. Soit 91,...,er une famille d'éléments de my telle

gue tout élément de 6, soit de la forme q’ﬂ 4‘?]_1 od Q’et ﬂﬁsont des polyndmes

X

)
en 61,..., er & coefficients dans J@V , 8 € my - I1 existe des polyndmes
p-1 i o ;
R.(2) = % a., Z°, a coefficients a,. € B et s et , S # 0, tels gque, pour
J i=0 ij ij v Vv
J=/[: » T D'1 :
S. 8, = I 11 0
J i=p J

Lemme 2.3.
Sott £(t) un germe de courbe unalytique dans X et posons : n(t) =gof&(t).

Supposons que S(n(t))#o0. Alors, il existe un entier v > 1, tel que pour tout entier
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A > 1, toute courbe dans V : n'(t) ¢ Qiﬁ(n) se reléve (par g) en une courbe
1

]
analytique en gh-a! dans X.

Preuve : Par hypothése

q g q-i .
se(tN? + I &, (1)) 8(E(tNTT = 0 et pour j=1,...,r

i=1
p-1 5
S(n(t)). 8.(&(t)) = £ a,. (n(t)) ele(t))™.
J i=o 1]
Puisque S(n(tl)) # o,
\),l v1+1
Sin(t)) = a, t *a, t * ..., BVEC o, # o, v, entier > o.

assez grand de telle sorte gque, si n'(t) e(éi[n], il exicte
S

= . glti

8(t) analytique en t telle que

Choisissons v 2V,

_ q L
st)Y + a; (n'(t)) e(t)9t =0
i=1

et 6(E(t)) - B(t) soit v, - plate.

1

Définissons E}(t],..., 5}[t] par les identités

p-1

S(n'(t)) . 65[t] =

o

s . (n(t)) Byt
. ij

1=0
v p

Visiblement, S{n'(t])) = o, t 1+... ;5 puisgue

1 .
1 .
] aij (n(t)) ©6(&g(t))” est RF

i ™ 1

i
plate & 1l'origine (car Gj (g(t])) est o-plate), il en est de méme de

p-1 _ . _
) aij (n'(£)) 6(£) ; ainsi, pour j=1,...,r, ej[t] est O-plate.

i=o0

L'homomorphisme n'*' : J@V —> {t1a } se prolonge de maniére
unigue en un homomorphisme &' : &t\j [e]s —> [c {tlﬁq!]] tel que £'%(0) = a1+
[H@V[ﬁjs désigne 1'anneau des polyndmes en 6 & coefficients de la forme ‘f/SA
Y e JEV , s entier). Cet homomorphisme g'* induit un homomorphisme g'*
&tv [61,..., e?] — C {t14q!} tel que, pour j=1,...,T : g'*(ejJ = 65[t‘

enfin, ce dernier se prolonge de maniére unigue en un homomorphisme, noté suczeo

1
| ?
£ 0kX —> € {t dq.}' La courbe &' ainsi obtenue reléve n', c.g.f.d.;
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2.4. Preuves de (A) et (B).

Rappelons tout d’abord qu'il existe A ét@& \{o} (a priori A t(ﬁY , mais
en utilisant le théoréme de normalisation pour les variétés algébriques, on voit
qu'on peut choisir A dans JtY) et un entier A > 1 tels que, si y(t) est une

courbe analytigue dans Y, vérifiant A(y(tl}) # o

A
{1) I1 existe une applicationM 3y —> e(uy) ¢ N telle que si Ye G)Y est e(uy) -
plate sur chaque courbe y'(t) € @ i(y], alors ¥ est u-plate, (d’aprés 1.8).

Et en admettant 1.9

(2) si Y ¢ (OY est analytique sur chaque courbe v'(t) € Q?i[Y),((é CFY .

Ceci rappelé, il existe une courbe analytique £(t) dans X, telle que,
si 1'on pose n(t) = g o £(t) : ((4 o M.S) (n(t)) # o (sinon, g ((A o M).S) serait
nul sur toute courbe analytique dans X, donc nulle ; i1l en résulterait gue
(A o 1I).5=p, ce quil est absurde). Posons y(t) = T o n(t) = f o £(t) ; on a
Aly(t)) # o. D'aprés 2.3, il existe un entier v tel gue toute courbe y'(t]é‘@t(y)
(qui se reléve de maniére évidente en une courbe n'(t) é‘@é(n]) se reladve par f

1/}\.q!
en une courbe analytigue dans X, en t

Preuve de (A) : Si Y¢ 6ﬁY est telle gue f*[LF) = Yo 7 est X.gq! el(u)-plate, f o ¢

1/A.q!

est e(n)-plate sur chague courbe en t ; donc { est e(u)-plate sur toute

courbe y'(t) ¢ %}C(Y] ; d'aprés (1), § est pu-plate.

Preuve de (B) : Si (FerY est telle gue F*(%c) = Y’o f est analytigue, alors

est analytigue sur chaque courbe y'(t) € %QC(YJ ; d'aprés (2), Fe C?Y .
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