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g/-STABILITE DES GERMES D'APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

par

J.C1. TOUGERON

1. Notations et définitions.

1.1. Soient Y un sous-espace d'un espace topologigue X ; 9 un groupe

opérant sur X (i.e. on a une application : ? x X 3 (g,x) > g.x € X
telle que, VY g,g'sx : g'.(g.x) = (g’'.g)x , et telle gue pour tout g €& 9,,

X > g.x solt continu et donc un homéomorphisme de X sur lui-méme). uUn

point v € Y est dit %—stable dans Y si gg.yn Y est un ouvert de Y. Les
points %—stables forment un ouvert de Y. 31 cet ouvert est dense dans Y,
nous dirons que la ?,-stabilité (dans Y) est générigue. Dans cet article,

nous étudions un exemple de ?,~5tabilité.

1.2. Soit r un sous-groupe de Lie de dimension g du groupe linéaire
Gg(p, R]). Soient C; B[TRH,F] = Gr le groupe des germes en O des applications
r n . - r n P .
g de clesse C deiR dans T telles gue glo) = e ; CD(FR , RT) = Xr , 1l'espace
. . ¥ r n p .

des germes en 0 des applications Y de classe C defR dansTR"™ ; ler le groupe
des germes en 0 des difféomorphismes T de classe c” d'un voisinage de 0 dans Rr"
sur un voisinage de O dans |‘Rn, tels gue T(o) = o. Si P e Xr , on désigne par
r. . o~

i (YY) le jet d'ordre r de "P a8 1'origine et 1'on note Xr 1'’espace de tous ces
jets, ¥ décrivant Xr. Enfin, on munit Xr de 1l'unigue topologie compatible avec
sa structure de groupe additif et telle gu’un systéme fondamental de voisinages

de O soit formé des [jSJ_’I(o], s fini < r.

Les groupes Gr et DiFr opeérent de maniére évidente sur >(r ; 81 g e Gr s
T € Difr et Y e Xr , par définition : g. 4= (x I———-> glx). ¥(x)) et 1.9=+o T_/I.
On a visiblement : t.(g.Y) = (geo 1_1]. (1.Y% ). Munissons 1l'ensemble g,r = er Difr

de la structure de groupe définie par la multiplication

(g', ). (g,1) = (g'. g o T'_1 , T'.T1) : il est immédiat que le groupe %r

opére sur X par la formule : (g,7 ). ‘jo = g.(1.).



A A

Enfin, on désigne par Gr (resp. Difr) le groupe des jets d'ordre r

des €léments de G_ (resp. Bif_) ; par 9, l'ensemble G_ x Dif muni de la
T T r A T r

structure de groupe quotient de g’r' Visiblement, g’r est un groupe de Lie

A
opérant analytiguement sur Xr (on guotiente l'action de ?r sur Xr]'

A
Définition 1.3 : Un jet w €& XE3 est‘g/r-suﬁ’isant dans Xm (m>s, m>r) si pour

tous P, k("exm tels que 3°(Y¥) = 3°(P") = w, il existe (g, 1) eg} tel que

| (g, T). \P.

En particulier, s'il en est ainsi, 1'orbite de "f sous 1l'action du
groupe g,r contient w (considéré comme le germe d'une application polynomiale
de d° < s).

Avec cette définition, on voit gu'un germe Y e Xm (m < «») est g»r -
stable dans Xm (r < m) si et seulement si jm(‘-P) est g,r—suffisant dans Xm.

De méme, un germe fe X, est gr—stable dans X_ si et seulement s'il existe
s < » tel que js( P) soit g,r—su-FFisant dans X_.

Dans les paragraphes suivants, nous donnons des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un germe (f’eXw soit g,w -stable dans X (s 2) ; gr -
stable dans X_ , r <« (§ 4). Dans le paragraphe 3, nous caractérisons les
groupes I' pour lesquels la ?m-stabilité dans X est générique. Enfin, nous
terminons par quelgues exemples (§ 5).

Ce travail s'inspire de [_B:] La plupart des résultats du chapitre II
de 1l'article précité sont des cas particuliers des théorémes gui suivent ; en
outre, ces résultats sont démontrés de maniére plus naturelle et plus agréable.

Les entiers n et p sont fixés une fols pour toutes ; aussi n’apparais-
sent-ils pas dans les notations. En outre, l1’'indice ® sera omis et nous noterons

g/au lieu de gw ; X au lieu de Xoo , etc...



2. Criteres de & -stabilits dans X,

Soient Ewﬁl'anneau des germes en O des applications de clasce c’ de
R" dans[R ; m_ 1'idéal maximal de ‘ﬁr. Rappelons tout d'abord (cf. Dﬂ , chap. II,
corollaire prop. 1, lorsque r = =) le résultat fondamental suivant
(x = [xq,....xn] ety = [y1....,y8) sont des systémes de coordonnées de R

ethS respectivement)

Lemme 2.1 : Sott f = (fq,....Fp] le germe G l'origine d'une appriication de

classe CT(r > 3) de R" xR® dans RP telle que flo,0) = o. Soit M L'gpplication

(ﬁr_ ,l—Zinéaire de (ﬁr_j dans ‘ﬁr_ﬁ) définie par la matrice jacobienne
ad
[8—5—(x.o),..., %—[X,OJJ ; posons ¥ = Ann (coker M).
1 S

57 f(x,0) = M. B(x), ol B(x) a toutes ses composantes dans “J . mo_o

s s , 2 . ,
(en particulier, s f(x,0) a toutes ses composantes dans 7 M), Ll existe

y(x) ayant ses composantes dans Z.(&r_z N ’j._nlr_z. (&r—a telle que fix,y(x)) = 0.

m

. i N 1

Preuve : Par hypotheése, f(x,0) = M. I 6i.31, ol 51,...,5”]€tf et g ,...,Bm
i=1

ont leurs composantes dans m._5- Visiblement, il existe des matrices Nj

‘gr_1pi———> (gr_15 telles gque M o Nj = 6j.I, pour j=1,...,m (I : matrice unité
p x pl.

i
/]

SZ.) 7t = (2 ,...,Z;] pour i=1,.,.,m. Développons

Posons Z = (Zq,... o)

par la formule de Taylor le germe d'application f(X,Z) scus la forme

S

fix,Z) = flx,0) + M.Z + z g.. Z, Z,
. sl 13 1 J
i,j=1

ol les gij sont de classe Cr—2‘ 4 valeurs dans RP.

Par substitution

m i m i m 1 m
flx, T 8,.77) =fFf(x,0) + M. 6,.Z27 + ¢ v,.(x,2,...,77) &8, §.
. i . i . Ny i°]
i=1 i=1 i,3=1
ol les Yij sont de classe Cr—2. 1-plates sur le germe d'ensemble Z1= oo 2" = 0.

On a donc :



m .
§.27) = flx,0) + M« L &.(Z" +
1 . 1
1 i=1 j

f(x,

o™ 3
i o™~ 3
=
=
—_
x
M
~N
.
N
3
N
=

i 1 3 4

Par le théoréme des fonctions implicites ordinaire, on peut résoudre

par rapport & Z/’, ...,Zm, le systeme

N, v,. (X,Z ,.0,27) =y i=1,....m

i m 1 m i
1 T . )
o3

et donc, trouver des germes d'applications de classe Cr-2 : Y1(x.y1, ...,ym],

‘s Ym[x,y1,...,ym] tels que

m 5 m 5
flx, T &8, Y )= Fflx,0) +M. £ 6,y
. 1 . 1
i=1 i=1
et Y1(><,o,...,o] = ... 0= Yr[x,o,...,o) = 0.
m i 1 m
Ainsi @ flx, © 6, Y (x, =g ,..., gl =0
i=1
m 1 1
Visiblement, la solution y(x) = ¢ 5i Y© (x,-g ,...,-gm] a ses
i=1
composantes dans (:f (tr-Z' Mais en outre :
m i 1 m i
ylx) = 3% 84 (Y7 (X, =B sunes =8 ) = Y (x,0,4..,0))
i=1

a ses composantes contenues dans 1'idéal engendré dans %r—3 par les cSi et les

composantes Bi des BY. Ainsi, y(x) a ses composantes dans d UMDY %I‘-3

Remarque 2.2 : Soit A un anneau commutatif et unitaire, et soit M une application
. L s p . ) Vi gz
A-linéaire de A” dans A". Soient '3 1’annulateur de coker M ; jo 1'idéal en-

gendré par les mineurs d'ordre p de la matrice M (si s < p, 'JO = 0).

On a visiblement ':IO C "J (régle de Cramer pour la résolution d’'un
systéme linéaire). Réciproquement, si 6 € J, on a 6.I = M.N, ol N est une matrice :
AP —> A® et I est la matrice unité p X p. On a donc : 6P = det (6.1) e jo .

Ainsi : rjo Cjc /_jo . En particulier, on peut, dans le lemme, remplacer J

par jo'



2.3. Soit A,,...,A_une
Pasons A = (A
éléments g € Gr sont les matrices

des germes en 0O d'applications de

les éléments 1 € Diw‘r (r > 1) sont les germes d'applications
n n < r
R 3x|—> x+z(x)eR ', ol z(x)e C,

Avec ce choix de coordonnées, on voit gue 1l'application O?

base sur(R de 1'algebre de Lie du groupe T.

.,yq] 5 < YL,A > = y1A1

e<y[><J,A> N

>

.t A . Les
yq g

ol yl(x) ng O[(Rn,ﬂ?q), espace

classe C' de R” dans (Rq, nulles & 1'origine ;

»

3

[g,TJ.‘Péxr s'identifie a 1'application

(y(x), z{x)) —>

Soit @' e Xr et posons

flx,y,z) = e y.A >

Appliguons le lemme précédent

< y(x),A>

CPUIx o+ oz(x)).

P (x+z) - @(x).

le point y de R°). Avec les notations de 2.1

(R™, R et det|I + éz(o]l £ 0.
) ax

:g,g(g,rl —>
r

a f (le point (y.,z) de R remplagant

My(x), z(x)) = < y(x), A> . @(x) + < z(x], %—j(x') >

ol 1l'on pose

. 3 ¥
St zZoa
n

En outre : f(x,0,0) = ¥(x) - ¥'(x). Ainsi

Proposition 2.4 : Soit ¢ eX , r> 3.8t M L'application %"r—’l— lindaire :

(& an (y(x], z[x]]l—) < y(x), A> P(x)

r=1
posons T? = Ann (coker Mq, I,

Supposons ,X‘P # %r—’l

+<z(x].-§—z[x)>e(§r P et

=1

et sott P'e X tel que YPix) - @'(x) =

Mq[y(x], z(x)) o y(x) et z(x) ont leurs composantes dans “JL(, M (en parti-

culier, ceci est vrat st ¥ (x) - ¥'(x) a ses composantes dans j«.{ 2.9 ).

Alors W' gppartient & l'orbite de $ sous 1'action du groupe g

r=2

r=2 °



Preuve : En effet, d'aprés 2.1, l'éguation f(x,y,z) = o admet une solution

(y(x), z(x)) ayant ses composantes dans j(_P "gr 0d m . % ; puisqgue

-2 § —r-2
(j(Pc—”—]r-'l , [ylx), z(x)) est 1-plat & l'origine.

r-3

Remarques :
2.5.1, Nous avons &liminé dans la proposition précédente le cas trivial ol M?

est surjective, 1.e. 'I(f = %r . Dans ce cas, 1l'orbite de ‘¥ sous 1'action du

=1
groupe (r > 1) contient tous les ' & X_ tels que ¥ -¥' soit 1-plat 3
r- - r

1'origine (on applique le théoréme des fonctions implicites ordinaire].

2.5.2. On peut, suivant une idée de J. Mather, obtenir la proposition 2.4
en intégrant un champ de vecteurs convenable : on construit une famille continue
de transformations (gt , Tt] telles gue [go , TO) =eet P+ t(Yr -%¥) =

(gt , Tt).(f’ pour tout t & [D,’I:] {cf. [3]).

2.5.3. Supposons r = *, La matrice M of s'interprete comme suit. L'application

de @ m dans @Ln_ induite par Mc() est en quelgue sorte "l'application linéaire
g+n P

tangente” a O'-f : g}a[g,rl F—> (g,1). ¥ € X en 1'élément neutre. De méme, si

s < », 1'application de & E/msﬂ dans em/m5+1 déduite de I"ILP , s'identifie &
g+n P A
N
1'application linéaire tangente & Ojst‘-f’] : g,ssy‘ |———> Y,js(‘?] € Xs

Appliquons la proposition 2.4 au cas C”. Soit iTr“ 1'anneau des séries

formelles R [[X’I’ ...,xn]] . On a une projection évidente =<&Sé ] |—> Py e ol
associant & tout germe V¥ sa série de Taylor & 1l'origine. Si M : ‘:gs —> P

> yp, 1'application gr_

est une application cf,--l'_lnéaire. on note M : CF'SI

linéaire induite par M.

) . ) . 2\
Corollaire 2.8 : Sott ¥ e X et soit k la dimension de Krull de G“/ U‘f (on

suppose ,JH’ Z%E). Alors, il existe un systéme de coordonnées locales de classe

C & l'origine de R" ¢ x' = (x4sevux2)s et un point G ' appartenant & 1'orbite



de Y sous 1'action du groupe G, tels que ¥ ' soit polynomial en Xppqrena X!

a coefficients germes indéfiniment dérivables des variables x! K

1° s X

2 . U : .
Preuve : On a dim S:‘/_rp_. j‘\” = k. D'aprés les théorémes de normalisation et de

préparation formels (cf. [21] il existe des formes linéaires indépendantes

xil'...-,xr'; telles gue y/m 'jq, soit un module de type fini sur
' =R [[x" s X! ], engendré sur G par un nombre fini de mondmes en
><""+,|, ,x;;. D'aprés le théoreme de préparation différentiable (cf. [2:[],

=

%/_r_r]. ’jq,z est engendré sur 1'anneau @' des germes de fonctions c* a valeurs

réelles en les variables x”,...,x"

) k» Ppar les mémes mondmes. Il en résulte qu'il

existe Y'e X tel que ¥' soit polynomial en x” X0 & coefficients dans

k+1’ ™"
%' et tel gue ®- ¥ ait toutes ses composantes dans m. (prz. D'apres 2.4,
il existe 1 € Dif et g € G tels qgue Y= [g.‘f'] o T. Il suffit alors de choisir

le systeme de coordonnées locales x' = t(x").

Corollaire 2.7 : Soit Pe X tel que m Jj? >m° (s < ). Alore le Jjet jzsfﬁ”J

est ?-suff‘isant dans X.

Preuve : Soit ¥*e X tel que jzs[‘\o] = jzsf(f"]. Le germe ¥ - 9 ' a ses compao-
santes dans _m_25+1c_ m. '\5({;2 et donc, d'aprés 2.4, ¢’ appartient & l'orbite de
sous l'action du groupe 9,

Le théoréme suivant caractérise les éléments de X, g—stables dans X

Théoréme 2.8 : Soit P e X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) 4 est g-stable dans X.

(2) dim coker M(P < o

AN

(3) dim coker ML() < o e

(4) d

3 3 =

‘f/ﬂ(f <o, 7.0, ':I(_( contient une puissance de m.

(5) di m R ¥ '5({) <® , L.e. 3? contient une puissance de m -

A A
(6) Il existe un entier h tel que : dim (Coker M‘(/m 1.ooker M "F) < h
(7) Il existe un entier h tel que : dim ((F’/ ff({, Ah” ) < h.



Preuve : L'équivalence des conditions (2), (3), (4), (5) est évidente et
laissée au lecteur. Visiblement, ces conditions impliguent (8) et (7). La

réciproque est une conséquence du lemme suivant

Lemme 2.9 : Soit M un module de type fini sur un awneau local A d'idéal maximal
m. Supposons m de type fini. Si la longueur de M/r_n_h+1.M est < h, on a En_h.M =0
et done long (M) < h.

h . . . . .
Preuve : Cn a m .M = 0, car sinon, on aurait des inclusions strictes

Mom.M D...DIE1J4QEP+1.M (lemme de Nakayama) et donc long (M/mh+1.M) > h+1,

ce qui contredirait 1l'hypothése.

Achevons la preuve de 2.8. L'implication (4) == (1) résulte de 2.7.
Démontrons (1) == (6). Par hypothése, il existe un entier r tel gue jr(‘f)
A
soit gi—suffisant dans X. Si s > r, l'orbite de js((f] dans XS sous 1l'action
du groupe de Lie é;s contient donc tous les jets w tels gue iTlw) = TP, i.e.
A A
contient une sous-variété affine de XS de codimension < h' = dimIR Xr. D'aprés
un résultat bien connu (cf. lemme 2.10), le conoyau de l'application linéaire
EaS A
tangente au point e & O : 8- 9~(F——9 Y.jscpe X _est de dimension < h'.
jS(A{)) S S —
D'aprés 2.5.3, ceci entraine 1'inégalité
A Ag+1 “~
dim . (coker M /' m . coker M, ) < p+h' = h.
R ¢z =P
Faisant s=h dans 1'inégalité précédente, on obtient (6).

Nous avons utilisé le lemme suivant

Lemme 2.10 : Soient:g,un groupe de Lie ; X une variété de classe c'. Soit :

gx X 3 (g,x) —> g.x € X une application de classe c! telle que, Yg,g’,x
g'.(g.x) = (g'.g).x. Soit D le rang de l'application lindaire tangente en e a
OX : g,eg —> g.x €X. Alors, L'orbite gl.x du point x est une sous-variété de
classe Cq, de dimension h, de X (par sous-variété, nous entendong l'image d'une

immersion injective).



Preuve : Par homogénéité, le rang de 1l'application linéaire tangente a Gx en
tout point g € é; est égal & h. Il suffit alors d'appliquer le théor&me du rang
constant.

Interprétons la matrice M(€ & l'aide de la notion de transversalité.
Rappelons tout d'abord la définition suivante (les applications et variétés
sont au moins de classe C1 ; on note TXEX] 1’espace tangent au point x & une

variété X)

Définition 2.1.1 : Une application P d'une variété X dans une variété Y est
AAA,

transverse en un point x € X sur une sous-variété Z de Y si : P (x) € Z ou
AM

fﬁ(x)ez et ‘{’*

AAA

(T (X3) + Ti(x](Z) = Ti‘[x](Y] (:ﬁ* est 1'application linéaire
tangente & Y¥). Si fA est transverse sur Z en tout point x € X, nous dirons

simplement que Y est transverse sur Z.
AM

Soit :ﬁ ec (R, RP) un représentant du germe ¢ [”. L 'espace tangent

en ¥(x) a l'orbite de ¥ (x) sous 1l’action du groupe T' est engendré par
A

A

A,e @ (x)sueuA P (x) 5 de meme, P (T_CR™) est engendré par —=a (x]....,;ﬁ:‘—(x).
17 am q’ am % X ax,] axn
Donc, si P’I\P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont A,.%,..., A . ¥,

1. 17 Am g
5 ¥, 3% (ainsi Mo induit M. 3 1'origine)
. T B ainsi :f.. indui ¢ a origine

1 n
2.12. La matrice IVILP (x) est de rang p si et seulement si ¢ ost transverse
VA

en x & l'orbite I‘.‘:f‘(x) de “L[x].

n

~n
Supposons P analytique et soit Lf’eﬂlg O[[E , tP) 1e complexifié de @ . De méme,

~

soit T le sous-groupe de Lie de GE€{(p,C) complexifié de T (si ? est 1'algébre de

A}
Lie de I', celle de T est x ®[R €). On déduit facilement de 2.8, le

Corollaire 2.13 : 57 Y est analytique, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe W voisinage ouvert de 0 dans t" tel que M‘{ |w\{o} soit trans-
N a7
verse sur les orbites de tous les points de T° sous 1'action du growpe T.

(2) Y est 5, -stable dans X.



..1[]_

Preuve : Soit QQ( 1’idéal engendré dans R {x,l,....xn} par les mineurs d'ordre
p de la matrice M‘f . La condition (1) signifie (d'aprés 2.12, en remplagant ¢

’\J ~e
par ¥ et T par I') que 1'idéal %Le = g/‘f ®IR T deC {x,l,....xn} admet {o} ou

@ comme germe de zéros. D'aprés le Nullstellensatz, cela signifie que '}‘f,con—

tient une puissance de 1'idéal maximal de R {X’l""’xn}' donc que son complété
A ,’j N
}‘{’ =0 contient une puissance de m.

3. %—Stabilité dans X : situation générique.

3.1. Soit y = (y,,-ceuy ) 3 y’I = [yq,..., y1) S oeee yn = [yn,..., y )
1 p 1 p 1 P

un systéme de coordonnées de 1'espace vectoriel complexe tP*"P. soient 'E’ la

projection : "™ 2 ty,y', ...,y > ye P ; P 1a projection de ®""P sur

v
=P induite par P. Si ®Pe X, ¢ analytique, on note 1‘( le germe d'application

o ~
(o'
holomorphe de C" dans C°7"P & x b—> (¢ (x), -g;\(i[x],..., g—;{[xﬂ ; de méme, si
1 n
? ¢ X, on note 1? le germe d'application C de R dans RP*NP
,] b

X —> (“f[xJ,g—;{[x),..., g—x“-'!txn (donc : Po ' F=% ;pPo ¢ =y,
n .

“wv
Soit Zi (resp. Zi) la sous-variété algébrigue fermée de P (resp. R")

formée des points y tels que le rang de la matrice [A,I.y,...,Aq.y] soit < p-i.
~n ~t ~ -~
Evidemment, ZODX,]J...:) ZDDED*'] =dg ; 20321.}...32p32p+1 = g. Chague

~r

~S ~
ensemble DN (resp. ):i N Zi+1J est la réunion des orbites I'.y (resp. T.y)

i
de codimension i dans CP (resp. lRp], d'apres 2.10.
5 1 n
Soit J [resp.j] 1'idéal engendré dans € [y 5V deeei ¥ ] (resp.
1 n . .
[R[:y 3V e y ] par les mineurs d'ordre p de la matrice M = (A1.y,...,Aq.y 3
1

y ,...,yn). Soit E (resp. Z) la sous-variété algébrique fermée de cP P (resp.
~

RP*"P) formée des zéros de Y (resp. 7). Visiblement, jtf’ est 1'idéal [1CF )Y * ()

engendré dans § par tous les P o 1'“? , ol PeY.

(1) Plus généralement, & tout germe d’application @ , on associera un représen-

tant noté Y et choisi une fois pour toutes.
L o d



_/I']_

A
3.2, Pour tout r < =, soit Yr une sous-variété algébrigue réelle (resp. un

sous-ensemble semi-algébrique) de Qr' telle que pour tout s > r

A A A ~ -~ A

ﬂr’S(YS) c Yr (on note Mg XSI———> Xr LN X F——> Xr les projections cano-
~ - ”~ ~

niquesl}. Soit Y = M T 1 (Y ) la limite projective des Y_ : nous dirons gue
re M r r r

. A
Y est une sous-variété algébrigue (resp. un sous-ensemble semi-algébrique) de X

et nous poserons : codim (Y) = 1lim codim (Yr). Visiblement, la codimension de
T > o
la variété algébrigque Y est infinie si et seulement si la condition suivante est

satisfaite:

A — A -~
(3.2.1) ¥YrelNetVw éeéX , il existe w & 7 ! (w )} o (X NY).
rr r r

Lemme 3.3 : Soit F un idéal de R [& ; yq;...;yn]. L'ensemble Y =

{f e x| [1‘P]* (¥) ne contient pas wune puissance de m} est l'image réeiproque
~ A A

par la projection j : X pb—> X d'une sous—variété algébrique Y de X.

En outre, codim (Y) = = g7 et seulement si ht (‘P > n.

A
Preuve : Soit Yh+1 l'ensemble des w e xh+1 tels que

T
dim o, Fro w3« s n

Visiblement, v e [jh+1)-1(w]; on a
/\
(o () + 2™ = der* (g« 7
-1, oo~ A
I1 résulte de la et de 2.9 que : Y = J (Y} o0 Y = lim Yh+1
A h
Un jet w € Yh+1 si et sesulement si

Ah+1)< h' = dlm S?(ah+1 - h

dim‘R ( (1w]*(??) + m
i.e. si et seulement si le rang d'un systéme linéaire & coefficients polyndmes

A

en w est < h'. Ceci entraine que Yh est algébrique.

+1
Vérifions enfin la derniére assertion du lemme. Soient Q 1'ensemble

n A
des zéros de ZPdanisp+np ; @ 1l'ensemble des zéros de & = ZPQIRE dans mp+np.
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Supposons que ht (F) < n ; cela signifie qu’il existe un point gépr+np tel
4]

£ (Q) < n. Considérons 1'ensemble des ¥ €X tels que @ soit algébrigue
A

~ A
et 1L(’[o) = g : les ‘P forment un ensemble dense dans un ouvert de X. Or, pour

que codim

un tel ¥
15 .-1." v
codimO (Y (@) i.codimg(Q] < n (cf. corollaire 3.5)

e ht (1(()*[:f] >n, i.e. Y ev. I1 en résulte que la codimension de Y

A
dans X est finie.

n
Supposons enfin gue ht (F) >n, i.e. codim (Q) > n. Démontrons que
~

P ~
la codimension de Y dans X est infinie. Secit w ¢ Xr ; i1 suffit, d'apres (3.2.13,

de trouver un YeXx\Y tel que jr(‘?] = w. Nous chercherons un ¢ polynomial de

la forme :
w+: axu,oc=(a,|,....oc ) 2 RP
NEREYE u U u,p
Soit A l'espace vectoriel complexe admettant les au = [au 1....,au p]’
|u| = r+1,r+2, comme systéme de coordonnées. Si a = [au] € A, posons
~
‘Pa = w + X a, x* , et soit ¢ 1'application polynomiale
AAA . ~
n 15 o 83; a"fa p+np
AxC 32ax)b—> ia(x]=(:ﬁa[x],ax1 (x)....,gx—n—(xJ ) et .

-1

~ Y]
Nous devons trouver o réel tel que le germe (1‘f a) () soit {o} ou g

On peut évidemment supposer r > 1. Le point & = 1 4;[01 = ¢ (a,o0) est
alors indépendant de a et réel. Si g € 5, tout o réel est solution (le germe
[1 (?a)_,] [5] est alors égal a g).

Supposons dontc que g eﬁ: On vérifie facilement (cf. [8], chap. I,
lemme 3) que 1l'application ¢ | A x (c" \ {0}) est une submersion. Aipsi ¢—1(g)
est de codimension > n en tout point de A x " \ {o}). Puisque A x {0} est de
codimensicn n, ¢_1(a) est une variété algébrique de codimension n, contenant

4"
A x {o}. Soient V ""’Vs les composantes irréductibles de ¢ 1[9]. autres que

’

A x {o}. On a : codim (V, U ..o Uv)) N (A x {0}) > n, et donc il existe (a,0)
- n

réel dans (A x {o0}) \ vV, u...u Vs]' Au voisinage de (a,o0) : ¢ 1[Q] = A x {0}

visiblement, o est solution.
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3.4, Dans la démonstration précédente, nous avons utilisé, sous la forme
du corollaire énoncé plus bas, un résultat classique de la théorie des inter-
sections (cf. [5]]

Si V,V' sont deux germes de variétés algébriques a l'origine de ¢,
on a l'inégalité

codim_ (VAV') < codim_ (V) + codim_(V').
o - o 0

Si 1'on a 1l'égalité, on dit que les germes de variétés se coupent

transversalement & 1'origine. Par exemple, si € = e”*9, sip En}-——> t" et

P’ @nl———> tY sont les projections et W (resp. W') est un germe de variété
algébrique & 1'origine de cP (resp. tY), on voit facilement gue ch[WJ et P'_q[W'J

se coupent transversalement. On déduit de 1'inégalité précédente, le

Corollaire 3.5 : Soit f une application polynomiale de C" dans P telle que

flo)l =0 et soit V un germe de variété algébrique & l'origine de c”. Alore

codim (£ 1(V)) < codim (V).
o - (o}

Preuve : Posons f = m ° 1o i : € 3 x}—> (x,f(x) € €" x €F et
m: g x aP 3 (x,y) F——> y € cP. on a

codimO (w-1(V]J = codimO (V) et d'aprés 3.4

p + codim_ (£ (V)] = codim_(1(€") A 7 (V) < p + codin_(V)
d'ol 1'inégalité cherchée.

Le théoreme suivant caractérise les groupes T pour lesqguels la

E}—stabilité dans X est générigue.

Théoréme 3.6 : L'ensemble Y = { $eXx | ¥ n'est pas g;'—stable dans X} est
A A4 4 » .
1'image réciproque par la projection j : X f—> X d'une sous—variété algébrique
A A
Y de X.
. A

En outre, la §f~stabilité dans X est générique (i.e. codim(Y) = =)

81l et seulement 8t l'une des deuxr conditions suivantes (équivalentes) est

satisfaite :
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N
(1) codim () > n, i.e. ht (J) > n.
v
(2) Pour tout i = o0,1,...,p i codim (2,] > inf (i-1,n].

Preuve : Un germe Y € X n'est pas €; -stable dans X si et seulement si 1'idéal
j(( = [14’]* (J) ne contient pas une puissance de m. D'apres (3.3), il suffit

de montrer 1'égquivalence des conditions (1) et (2).

Fixons i et soit n = (n ...,np] appartenant a Zi\ Zi . Soient

1° +1

[ VIS
E €P 1(n] ; @, le localisé au point £ de 1'anneau des polyndmes

2
1 n . R
C [ V 3 Y 5eees ¥ ]. Par hypothése, le rang de la matrice (Aq.n,...,Aq.n]

gst égal a p-i. Supposons, par exemple, que le mineur § de cette matrice
formé par 1'intersection des p-i premigres lignes avec les p-i premieres

colonnes, est # O.
Soit mjk le mineur d'ordre p-it+1 de M obtenu en prenant 1'intersection

des p-i premiéres lignes et de la (j+p-i]eme avec les p-i premiéres colonnes et

la (K+p-i]eme. Soit M' la matrice des m,, et soit I la matrice unité (p-i) x(p-i).

Jk

On vérifie facilement (cf. [6]; chap. IL, lemme 4) l'existence de matrices inver-

sibles P et § & coefficients dans @‘E , telles que : P MQ = [g ?4']

Ecrivons M' sous la forme [N" M™od M" est une matrice 1 x n. Faisons

les remarques suivantes

gP*nP

v
(i) £ est 1l'ensemble des points de en lesguels le rang de M est < p ;

n
donc I, est le germe en £ de l'ensemble des points de mp+np en lesquels le rang

g
de M' = [["I" IVI"'_ est < 1.

(ii) La suite obtenue en prenant (dans un certain ordre) les éléments de la

matrice M"™ et Y4~ n1,...,yp - np peut €tre complétée de maniére & obtenir un

systéme de coordonnées locales en £ de 1'espace gP P (remarguer que le jacobien

en £ de cette suite par rapport aux y? (1 <k<njp-it1 < J <p)et y1,...,yp

~

. i . N
est égal a §" , au signe prés).
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v
(iii) Soit Q@ la variété algébrique des points de eP*P en lesguels le rang

Y
de M™ (matrice ixn) est < i. On a : codimg (2) > sup (o,n-i+1) ; en outre, la

ny
matrice M" s'annule au point g° (n ;5 o,...,0) et donc : codim o Q) =

£
sup (o,n=1+1) (on a les inégalités précédentes d'aprés (ii) et le fait que
1'ensemble des points de c" en lesquels le rang de la matrice générique ixn

est < 1 est une variété algébrigue irréductible de codimension égale &

sup {o, n-i+1) ; cf. EEJ, chap. II, lemme 3). En outre, d'apres (ii), les

~N_q v n
germes de variétés algébriques P 1(Zi]E et QE se coupent transversalement
{cf. 3.4) ; donc
Vg N Vg QY
(3.6.3) codimg (P [Zj} nae) = codimE (P (Ei]] + Codimg (2)

Y
> codimn (Z;) + sup (o,n=i+1).

%_1 N v "
(3.6.4) codim (P "(E.)N Q) = codim_ (Z.) + sup (o,n-i+1).
£© i n i

Par construction, M" s’annule sur le germe de variété algébrigue

Toc

y
(Zi]g. D'aprés (i) et la définition de QE , an a les inclusions :
n 5 v -~ ’\:_,] ¥ ")
.B. ) I, Q .
{3.6.5) Qg £ (P ( 1] N0 )E

L'équivalence des conditions (1) et (2) résulte facilement de (3.8.3),
(3.6.4) et (3.6.5)
On a (1) => (2). En effet, d'apreés (3.6.4), (3.6.5) et 1'hypotheése

n V]
codim_ (Ei] + sup (o,n=i+1) > codim _ (Z) > n

") E :\/_ N
d'ol codim, (Zi) > inf (i-1,n), pour tout n ez, \ Lioq
Y] V)
i.e. codim (Zi\~21+1] > inf (i-1,n) pour tout i=o,1,...,p. Visiblement, ces

inégalités entrainent (2).

On a (2) = (1). Démontrons par récurrence sur 1 gue pour tout
N_1 N v v
£ €p (Zi \ Zi+1J' on a codimE (£} > n. Pour i=0, le résultat est trivial
0 Vogn N ~ N
(car T NP (ZO‘\21] = g). Supposons donc i > o et soit n = P(E), D'aprés (3.8.3)

et 1'hypothése Vg N
codimg (P E)NAa)>n.
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) p+Np Vg n
I1 suffit donc de montrer que pour tout §' € C \ (P (Zi](\ Q)

assez voisin de & "
codim,, (2} > n.

g

"\t_/] 4V ’\4_1 N
Or, ou &' £P (Zi], i.e. £' e P [Zj], j < 1, et dans ce cas, an

v
applique 1l'hypothése de récurrence ; ou £' # @, et dans ce cas, d'aprés (3.6.5),

")
£' € L. Ceci acheve la preuve de 3.6.

3.7, La condition (3.6.2) s'interpréte aisément. Elle signifie en effet
que l'on a des inégalités

v
codim (2,) > i-1, 0 < 1 < inf (p,n+1].

N v N
Chaque Zi N Zi+1 étant la réunion des orbites I'.y de codimension i,

les inégalités précédentes signifient donc gue les grosses orbites, i.e. celles

de codimension < inf (p,n+1), forment une famille & 1 paramétre au plus.

Supposons désormais gue la condition (3.6.2) est satisfaite. On peut

P ,\J r\J [ 0] P . . . . r\J r\l
décomposer DA N (o <1 < inf (p,n+1)) en une réunion disjointe : Zi,ou Zi,1’
v

od Zi o est une variété algébrique réguliére de codimensicn i-1 (éventuellement

n
vide] et Zi 1 est une variété algébrique réguliére de codimension 1 (éventuelle-

N
ment videl), réunion d'un nombre fini d'orbites T.y.

Soit n un point fixé de RP et supposons gue l'on peut choisir la décom-

position précédente de telle sorte que la condition suivante soit satisfaite

~ o
(H) Le point n n'appartient & 1l'adhérence d'aucune des orbites T.y
N
contenues dans les Zi o r 02t < inf (p,n+1).
~N v
(La condition (H) est visiblement satisfaite si les orbites T'.y sont toutes

n
fermées, en particulier si le groupe ' est compact ; ou encore, s'il existe

v}
un nombre fini d’orbites T.y).

On peut alors remplacer la condition (1) du corollaire 2,13 par un

nombre fini de conditions de transversalité, De fagon précise
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Y
Proposition 3.8 : Supposons la condition (H) satisfaite. Si Yf est analytique

telle que Y (o) = n, les conditions sutvantes sont équivalentes :
4"
(1) Il existe W voisinage de 0 dans T tel que P | W\{o} soit transverse

n "]
sur toutes les varidétés Zi o et Zi

g+ 05 i< r=1inf (p,n+1), et tel que

N_1 ny B
W ni{; €_,,) = {o} ou 8.

(2) ¥ est g—stable dans X.

Preuve : Démontrons 1l'équivalence de (2.13.1) et (3.8.1).

"
(2.13.1) == (3.8.1) Les Zi étant des réunions d'orbites, la transversa-

v 3 v
1ité de ¥ | W\{o} sur toutes les orbites, implique la transversalité de Y |w\ {o}
A ~n
N Y
sur chague Zi IR En outre, Zr+1 est soit vide (si r=p}, soit de codimension < n
Y

{si r=n+1) ; donc Zr est une réunion finie de variétés, réguliéres de codimen=-

+1

lad
sions < n et réunions d'orbites. I1 en résulte que ¥ | W \{o} est transverse sur
b S

[AVER a¥]
ces variétés et donc que WN ¢ 1[2 ) = {o} ou g (en diminuant W si nécessairel.
A T+
n
(3.8.1) == (2.13.1) Il suffit de montrer que la transversalité de‘f|W\ {o}
M
"
n

sur Zi o impligue la transversalité de Si | w\{o} (on diminue W si nécessaire)
v
sur toutes les orbites contenues dans Zi o Supposons gue cela doit faux pour

un indice i fixe.
a

Vg
Posons @ = {x ¢ ¥ 1[21 O] nw I‘f n'est pas transverse en x & l'orbite
Ay A~

3

N
r.

362

(x}} : Q est un sous-ensemble analytique de W, contenu dans W\{o}, et par
hypotheése, cet ensemble adhere au point O. Il existe donc une courbe analytigue

[o.e[ >t b—> x(t) telle que x(0) = o et x(]o,e[]c Q -
v

Posons y(t) =:£ o x(t}. Pour t > o, le vecteur %% est tangent & 1l'orbite
T i B i S dy T (N ( i
r.y(t), car sinon Ty[t] (Zi,oJ serait engendré par T et y(t) r.y(t)), ce q,lel
g "N

joint & la transversalité de ¥ sur Zi 0’ entrainerait la transversalité de A‘ﬁ
")
sur T.y(t) au point x{(t), i.e. x(t) € Q. La courbe y [jo.e[] est donc contenue
n
dans une orbite, et ceci contredit 1’'hypothése (H) (car y(oc) = n).
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4, (;h—stabilité dans X (r < «).

Définition 4.1 : Soit ¥ le germe a l'origine d'une application y de(Rn dansiR.

A

Nous dirons gue ¢ est elliptique s'il existe un voisinage W de 1'origine defRn.

et des constantes C > o et a > 0 telles que, ¥ x ¢ W

v (x3] > ¢ |x]|®
VA
k
Un idéal I de ‘% engendré par byaeeea¥y est glliptigue si I ]wil
- i=1
K
(ou I w.zl est elliptique.
i=1 1
. o N i, . 5 -
Soit m = 0 m~ 1l'idéal de %forme des germes plats a l'origine.
o jem =
Enfin, soit y une fonction c” sur!Rn, comprise entre O et 1, égale & 1 si
Ix| < Y4 etaosi|x > 2.
Lemme 4.2 : Soit I wn Zdéal de f,engendré par Y, ...y, . Les eonditions sutvantes

sont équivalentes :

(1) I est elliptique.

(2) EF c I, t.e. l'application canonique 2/@] > F/T est un tsomorphisme.

(3) Pour tout r € N, I.fr‘contient une puissance de m_

K
Preuve : (1) == (2] et (3). Posons ¢ = £ wiz et démontrons par exemple gue
i=1

(1) entraine (3). Par hypothése, il existe C > o, a > o et un voisinage W de o

dans R tels que, ¥ x € W : lw(x)] > C|x|a. Si fe mrLl , on a (d'aprés la
B z m

formule de Leibniz), pour tout w, |w| <r, et tout x € W\{o}

o [ n-lol
lDw [i/ll)) [X)| < _———b—(lTT’I_
-~ SR
M-
(C' est une constante indépendante de x et w). Donc, si pw > r + a(r+1), 1lim
X > 0
xe W ~N{o}

Dw(i;/ ylix) = o et £ / ¢ se prolonge en une fonction r fois continument déri-
vable sur W, r-plate a 1l'origine. Donc f € I.‘%r . La preuve de (1) == (2]

est analogue.
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(2) ou (3) ==> (1). Supposons que 1'idéal I n'est pas elliptique. Il existe
K . .
une suite xJ de points de R" \ {o} telle que lim «J =6 et ) Iwi(x3)| < ]xJ[JM
Joe j i=1"™ -
S

On peut supposer gue les boules esuclidiennes B(x-, 5 J sont disjointes deux

J

a8 deux. La séris I lxj|J. y (XX converge uniformément vers une fonction

3=0 B

f, de classe C” sur fRn, plate & 1'origine et telle que pour tout j
MA

£ ody = A3 s )T v, (x|
~m - a1

T
i=1

Ainsi, le germe f induit per ia l'origine appartient a moo, mais

n'appartient pas a 7. <Eo , ce qui contredit (2) et (3).

Lemme 4.3 : Sotent y eC: o( R, R®) Fun idéal de polyndmes sur R® engendré

2

par P, ,....P, ; VIF) la variété des zéros de F. Alors, les conditions sui-

1 Kk

vantes sont équivalentes :
(1) $™(F) n'est pas elliptique.
(2) I1 existe une suite x5 ¢ R\ {o}, xJ —> 0, telle que pour tout j :
aty ), v < 33
4 =
En conséquence, si gﬁest wn second idéal de polyndmes tel que V(P = VI(F),

1'idéal v (P est elliptique si et seulement si PF) est elliptique.

Preuve : Visiblement, (2) entraine (1). Réciproquement, si (2) n'est pas satis-
faite, i1 existe o > o et W voisinage compact de O dans fRn tels gue
dlylx), V(F)) > |x|a pour tout x € W. En outre, il existe C > o et g > o
WAL - —
kK

tels que I |P, o p(x)| > C.d (p(x), VIF)N® pour tout xe W (cf. [2]. chap. vI).
i=1 . - - -

Ainsi, ¢ (F) est elliptique.

Lemme 4.4 : Soit Y € X tel que J? soit elliptique. Alors, pour tout re W ,

P est %,  ~stable dans X.

Preuve : Supposons d"f #‘% (si 'j(_r= %. on sait que ¥ est ?,-stable dans X) etr>1.


file:///tfun

_20_

Par hypothése, il existe une application WN 3r]———> s(r) €N telle que

m.. 3’?2 395[1"]”. Soit Y ' & X tel que jS[r](({’] = jS(r][({"). Le germe

2 N
- ' a ses composantes dans m +1C m.. J ; d'apres 2.4, o appar-
Le ('P £ d ~S(r] m. (P

tient & 1'orbite %r. @ . Ainsi, le jet jS(r](q’] est g,r-suffisant dans X.

Lemme 4.5 : Le sous—ensemble Z = { Y & X | 7#’ n'est pas elliptique} est 1'image
E A
réeiproque par la projection j : X b—> X d'un sous-ensemble semi~algébrique 7

~

de X.

o)
En outre, la codimension de 7 est infinie 81l la condition suivante
est satisfaite :

(4.5.1) Pour tout i = o,1,...,p : codim [Zi] > inf (i-1,n)

Preuve : Soient 61 ¢ PR GK  les mineurs d'ordre p de la matrice M“f . Posons
| v

7 = {weX €e>o0,¥YC>0, 3x eR" |x[<etelquek|6 (x) |
h+1 h+1 ’ ’ - 121 Ciw
A
< C|x|h}. Les applications (w,x) | > cSi w[X) étant polynomiales, Zh+’l est

semi-algébrique (d'aprés le théoreme de Seidenberg-Tarski : la projection d'un

ensemble semi-algébrique est semi-algébrique ; cf. [4:[].

Soit ¥ ¢ X tel que jh+1[(P) = w ; pour tout i, &, - (Si est h-plate

i,w ¥
=1

-~
3 1'origine. Il en résulte que pour tout ¥ & (jh”] (zh+’lj’ 1'idéal 7({: est

_’I A ~ ~

elliptique. Ainsi, Z = j (Z), o0 Z = 1lim Z
-

La condition (4.5.1) équivaut a la suivante

h+1

(4.5.2) On a codim (Z) > n (la preuve est analogue & celle de 1'équivalence

de (3.6.1) et (3.6.2) ).

Supposons la condition (4.5.2) satisfaite, et soit F 1'idéal de
(R[y 3 y/l;...; yn] formé de tous les polyndmes nuls sur I {donc V(J) = V(P = 1).
On a ht (4) >n ; d'aprés (3.3), l'ensemble Y = { Yex I (1([]*['}] ne contient
pas une puissance de m} est 1'image réciproque par j d’une sous-variété algébri-
gue de codimension infinie ?de ? D'aprés 4.3, 1'idéal ’:T, = [1‘(’)*(7] est
elliptique si et seulement si [1?]*('}) est elliptique ; ainsi v D f et

AL
codim (Z) = =,
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Le théoréme suivant caractérise les germes g/r-stables dans X (r < =)
lorsque (4.5.1) est satisfaite (je ne sais pas caractériser la gr—stabilité

lorsque cette hypothése n'est pas vérifiée)

Théoréme 4.6 : Supposons que le groupe T vérifie (4.5.1). Pour un Y eX, les
conditions sutvantes sont équivalentes :

(1) L'idéal ’j"P est elliptique.

(2) Pour tout r e N, Pest g)r ~gtable dans X.

(3) ¥ est G -stable dans x.

En outre, l'ensemble 7 des Pe x qui ne vérifient pas ces conditions,

est 1'image réciproque par la projection j : X —> X d'un sous—enéemble semi—
algébrique de codimension infinie 7 de X (done la gr—stabilité dans X, r < =,

est générique).

Preuve : D'aprés 4.4 et 4.5, il suffit de monter 1l'implication : non (1) ==
non (3). Supposons donec j('f non elliptique. D'aprés 4.3, il existe une suite
xJ e R™ \ {o} telle que x3 —> 0 et d (1i[xj), £) < [xJ|J. Soit Eje T tel que
|1f£[x‘]] - €J| = d(’]q’ (x3), I). Soient :;S‘J 1'unigue application affine de R"
dans [Rp telle que 13 J[><J] = ‘c:j 3 :ﬁ“] l'unique application affine de (Rn dans l‘Rp
telle que Tedndy = T d)y.,

o M .
x|
2

On peut visiblement supposer gque les boules B[xJ, )] sont disjointes

=

deux & deux. Alors la série

2 L &N x=x
ARG A G T 2 =)
j:o L AN IxJ'
oo
converge uniformément vers une fonction C ?' telle que Y¥' - Y soit plate &
»mAa

1'origine ; en outre, pour tout j : 1‘-{" (x3) = EJEZ ., 1.e. tﬁ' n'est pas
A

transverse en xJ & 1l'orbite T. ‘f’(xJ] = C9j

Posaons KJ. ="'codim (CQj]. D’'aprés 4.7, il existe pour tout j tel gue

Kj < n, une fonction C wJ, aussi petite que 1'on veut, telle que (Y¥'+ lp“]] (x3)
- an A Aan

= Prixd) et telle que ¥°' + lP‘] soit semi=-transverse sur Oj en x3 ; si kj > n,
A A

A
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posons wj = 0, Les q;J étant choisies assez petites, la série
AAA - ' i ;
D v g ogdl oy (22
j=o x|
converge vers une fonction c "f‘" telle que ¥ - @ 5oit plate & 1l'origine ;
en autre, Y " est semi-transverse sur (9j en x‘], si kj < n.
- =

Supposons que Y" soit g«o—stable dans X. Il existe alors g € Go et

T € [Ji1°CJ tels que Y- (g. 9") o T-1 soit algébrique et 'jﬂf m 501t elliptique.

En particulier, pour tout j assez grand, Y ™ est transverse en T(x7) a (Qj H
ANA A
en outre, 1T induit un homéomorphisme du germe de (i‘:"]_’I ((9J.J en xJ sur le

1

germe de variété, de codimension Kj , de (@™ [(9j) en t(x). D'aprés 4.7,
WA AAA

cecl est absurde si Kj < n ; absurde aussi lorsque Kj > n, car alors le germe
-1
(Q?plv)

[Oj] = {0} ou g. Ainsi, en supposant qu'il existe une infinité d’'indices

J tels que Kj £n, " n'est pas @O—stable ; 11 en sera de méme de ¢.

I1 reste & examiner le cas ol kj = n pour tout j assez grand, i.e.

wieod ; . . . . . _ - .
:\: (x-) e Zn\ Zn+’|' Soit Zn,o la partie régulieére de codimension n-1 de Zn\ L e
son complémentaire Zn 1 est une réunion finie d'orbites de codimension n. On
peut donc supposer gue 1esx'(le appartiennent & I (car le germe (pm T, 4"

{0} ou ¢@). Procédant comme plus haut, on démontre que :'L" est transverse en tout

J sur Zhg ¢ de méme, 9" est transverse en t(x") & Zn 0 Soit Cj le germe

LYy »
de courbe réguliére en x9 induit par (i"]_1

point x

(zn,o) 3 .\L(Cj) est donc le germe
de courbe réguliere induit en t(x7) par [‘4’"']"1 (z J. On vérifie que
AAA Arn n,o

Ef_'” (L(Cj]] (resp. ‘-P"(Cj] ) traverse (resp. ne traverse pas) au point
tf"” [L(XJ]] (resp. Ef‘" (x2)) 1'hypersurface Gj de DI Ceci est absurde et

donc ¥" et Y ne sont pas ?O-stables.

Nous avons utilisé précédemment les remarques gui suivent

4.7. Soit ¥ une application Cw de {Rn dans [Rp telle gque Y(o) = o et soit Q

la sous-variété de {Rp définie par les équations Yqp=see=y =0 (1 < k< nl.
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Si)& n'est pas transverse sur ©Q en o, on peut trouver'ﬁ: aussi voisin que 1'on
veut de:ﬁ (pour la topologie de la convergence uniforme des fonctions et de

leurs dérivées sur tout compact de R™) et un systéme de coordonnées locales &
1'origine de R” ¢ x = [x1....,xn] tel gue w% =x1""'¢Q_1= Ximq d wk est une forme
quadratique non dégénérée en Xpovees Xy (ceci est une conséquence facile du

lemme de Morse). En outre, on vérifie gue le germe [w'J_1 () a 1'origine de

mn n'est jamais homéomorphe & un germe de variété topologique de codimension K,

si 1 < k <n. (cf. par exemple Eﬂ]. Nous dirons gu'un tel ¢' est semi~transverse

sur § & l'origine.

On déduit de 4.6. la conséguence suivante (comparer a 2.13).

Corollaire 4.8 : Supposons que le groupe T vérifie (4.5.1). S% § est analytique,

les conditions sutvantes sont équivalentes :
(1) Il existe W voisinage owvert de O dans R tel que ¥ | W\{o} soit
transverse sur les orbites de tous les points de RP sous 1'action du groupe T.

(2) P est gr-stable dans X (r < =),

Preuve : La condition (1) signifie que le germe des zéros de 1'idéal TIQ est {o}
ou g ; l'idéal‘jq étant engendré par des fonctions analytiques, cela signifie

que :Lf est elliptique, i.e. qgue ¥ est ?:r-stable dans X (r < «J,

4.9. Soit n un point fixé delRp. Sous l'hypothése (4.5.1), on peut décom-

poser Zi \ Zi+1

(o <1< inf [p,n+1)] en une réunion disjointe I, ~UZ,6 , ol

Zi o est une variété algébrigue réguliere de codimension i-1 {éventuellement

»

vide) et Zi est une variété algébrique réguliére de codimension i (&ventuelle-

21
ment vide), réunion d'un nombre fini d'orbites T.y.

Soit n un point fixé de Rp et supposons que 1’on peut choisir la décom-
position précédente de telle sorte que la condition suivante soit satisfaite

AV
(comparer & (H))
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(H) Le point n n’appartient & 1l’adhérence d'aucune des orbites T.y conte-

nues dans les Zi 5 O < i < inf (p,n+1].

s

On peut alors remplacer la condition (4.8.1) par un nombre fini de

conditions de transversalité. De fagon précise

Proposition 4.10 : Supposons la condition (H) satisfaite. 5i Y est analytique

telle que € (o) = n, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Il existe W voisinage de 0 dans R" tel que il W \ {0} so0it transverse

sur toutes les variétés Zi o et Zi g2 0% i<r=inf (p,n+t1) et tel que

wm‘ﬁ'q(z ) = {0} ou #.

r+1

(2) A4 est ?r—stable dans X (r < =),

Preuve : Elle est analogue a celle de 3.8.

5. Exemples.

Par la suite, W désigne un voisinage convenable de l'origine dans "
n v Y
. 0
ou R n rappelle que Zi \ Zi+
Y
de codimension i du groupe T (resp. TJ).

’ (resp. Zi \ Zi+1] est la réunion des orbites

"

{e} 5 1 = {e}

Mg = (X LA SN

¢ 9, ox

Exemple 5.1 : T

Le germe Y est Eg-stable dans X si et seulement si 1'idéal engendré
D(¥qs e s §))

DUX,, 5 enesX, )
i1 ip

Les orbites sont les points. La g?-stabilité sera donc générique si

dans(& par tous les jacobiens contient une puissance de m.

et seulement si p=1.

Y N
Supposons p=1, Un a ZO

1]
™
1]
(=]

..
™
I
™M
H

i
-
(@]
—
-
™~

H

n
Posons & = C\{o} ; =

10 O‘fR\{O};E

1,1 = {o}.
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v
Les conditions (H) et (H) sont alors satisfaites (on prend n = o). Ainsi
Un germe analytique ¢ tel que ¢ (o) = o est g-stable dans X [r95p.§r—stable

dans X, r < =) si et seulement si WIW\{O} (resp. P 1 W\ {0}) est transverse
Y LYY

sur {o}.

sV
Exemple 5.2 : T = GR(p,R) ; T = Ge(p, €)
Le germe Y€ est 9,—stable dans X (resp. ?r—etable dans X, T < =)

si et seulement si 1'idéal engendré dans % par (f),],..., \Pp et tous les jacobiens

D[‘{’,],....“f’ )
O(x, )
1

” contient une puissance de m (resp. est elliptigue]).
AEREREE S
v v

n
Ohnaz =¢€6° ;2 =...=2 ={o};z =wmRP ;1 =...=1_ ={o}.
o] 1 p s] 1 P

La g—stabilité dans X est donc toujours générigue.
Un germe analytique P tel que Po) = o est g—stable dans X (resp.
~
gr—stable dans X) si et seulement si P | w\ {o} (resp. ¥ | w\{o}) est transverse
AL A

sur {o}.

Y]
Exemple 5.3 : ' est le groupe des homothéties y }———> A.y, A # 0; T est aussi
le groupe des homothéties
] 3¢
M, = (9,28 20
¥ 9%, ax
" '\’ p P
On a : D zp_1 = L7 zp = {0} ; Ty = wer = zp_1 =R" ; zp = {0}.
La ?—stabilité dans X est donc générique si et seulement si p < 2.

ny v
Supposons p=2. Toutes les aorbites de Z,I\ 22 (resp. 21\22J adhérent a {o}.

v v
Il est donc impossible de trouver une décomposition de I, \ Z, (resp. DPIAN 22]

1
vérifiant (ﬁ) {resp. (H)).

Le germe ‘f est ?—stable dans X (resp. gr-stable dans X, r < o) si

s oy s a2 . at'f2 (P 3‘?1 . .
et seulement si 1'idéal engendré dans (8 par les (P’I -g;-(- T et les jacabiens
i i

D[‘P,I,‘{’ZJ

D[xi1’xi2]

contient une puissance de m (resp. est elliptique).
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v

Exemple 5.4 : T (resp.T ) est le sous-groupe de G2(p, R) (resp. G&(p,C)) formé
des matrices diagonales.
~
Les orbites sont en nombre fini : ce sont les T'.y (resp. T'.y}, y

ayant ses composantes égales a O ou 1. On a donc

D {y € cP | au moins i coordonnées de y sont nulles}.
v
£, =1, 0RP
i i
", Y]
.\ Z, et Z.NVZ, sont des variétés réguliéres de codimension i, réunions
1 i+1 i i+1
d'un nombre fini d’orbites. La g;—stabilité dans X est donc générique.
v " Y v
Posons Zi,o =g 21,1 = Zi \ Zi+1 H Zi,o = g ; 21,1 = Zi\ Zi+1

Les conditions (H) et (H) sont vérifiées, pour tout n.
Un germe analytique P est g:—stable dans X (resp. gr—stable dans X,
~
r < ») si et seulement si ¥ | W\{o} (resp. ¥ | W\{o}) est transverse sur les
A A

n, v
variétés Zi‘\ Zi+1 [;esp. Ei\ Zi+1)’ 0 <ic<p.

v
Exemple 5.5 : T (resp. I') est le sous-groupe de G&(p,{R) (resp. GL(p.C ) formé

des matrices diagonales, de déterminant égal & 1.

n n, :
ohaczt =13,=¢6P;z =5, =¢".
a] 1 a) 1
A"}

v
Pour 1 > 2, Zi (resp. Zi) est le méme gue le Zi (resp. ZiJ de 1l'exemple

5.4. La g-stabilité dans X est donc générique.

v
Posons £, = {y e P | toutes les coordonnées de y sont # O}

I3

Y

241

{y € c” I il existe une coordonnée de y et une seule

égale a 0}. " " " "
I, =g ; L, = I, \ Zi+

si i > 2.
i,o i,1 i -

/l

N
Enfin, définissons de maniére analogue les I, ie. I = Zi

. . N irR°,
1,] 1,7 J

»

N
On vérifie alors facilement les conditions (H) et (H) lorsque nelRp‘\Z1 0
4"

Les variétés I e

1.0 t 21 0 sont ouvertes dans CP et RP respectivement. Ainsi

Pour un germe analytigue ¥ tel que ¥ (o) GIRD \ 21 0

, la g -stabilité

dans X (resp. la gir—stabilité dans X,r < «) gguivaut a celle de 1'exemple 5.4.
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N
Exemple 5.6 : I' et ' sont les groupes de transformations gui laissent invariante
. 2 2 2 2
la forme quadratique : Vg 7 e Yo FVyaq toeee t yD = Qly).

~
Les orbites r.y sont les hypersurfaces

Y

s, ={lyet’ [0y =2, 240

v

s, = {y e\ {0} ] Q(y) = o} et {o}

. .
De méme, les orbites I'.y sont les S, ARP = 5. ; Soﬁer =S, et {o}.

A A

On a

u Y P ny V]

R zp = {o}

= = pP . = = =

L=, =R I, = ... L, {o}

La (;-stabilité dans X est donc générigue. Posons

> p

Z1D={ye[E|Q[y)7-‘D}

N ’ D v

= \ = =
I, 4 = {yet’N{a} | Qly) = o} 5,
v

et définissons I et I de maniére analogue. Les conditions (H) et (H]) sont

1,0 1,1
alors satisfaites pour n = o. Ainsi
Un germe analytique tel que (o)= o est:?‘Stable dans X [PBSD.gr—stable dans X,
V)
r < ») si et seulement si P | W\ {o} (resp. t‘f‘[ W\ {ol}) est transverse sur les
~n ArA
variétés S_ et {o} (resp. S, et {al).
En particulier, si I' est le groupe orthogonal (v = o), SO = g. Compa-

rant avec 5.2, on voit que les gr—stabilités {r < @) pour le groupe orthogonal

ou le graoupe linéaire sont les mémes.

Exemple 5.7 : Soient a,B deux entiers tels que p=a*8 et 8 > a. Identifionser
(resp. tP) a 1'espace des matrices o x B & coefficients réels (resp. complexes]).

Par composition & droite et & gauche, on définit un homomorphisme

GL(a, R) x GL(B, R) 3 (A,B)]

>

. p -
a5 €06 (p, R} (si M eR", on pose gA,B[M)

n
AM B 1J. Soit T' 1'image de cet homomorphisme (I' se définit de maniére analogue].



v
Soit 9y (resp. QiJ (0 <1 < o) le sous-ensemble de @ (resp. R”) formeé

N
des matrices M telles que le rang de M soit égal & o-i : Qi (resp. Qi] est une

variéte algébrigue régulieére de codimension 1 (B-o+i) (cf. [8"], chap. II) ;
N v
en outre, les Qi (resp. Qi) sont les orbites de TI' (resp. I'). Ainsi

Un germe analytique "f‘ est g-stable dans X (resp. ?r-stable dans X,
AV}
r < «) si et seulement si& | WN{o} (resp. (P[ Wy {o}) est transverse sur les
AM
A"}
variétés Qi (resp. Qi), 0<ic<oao.

5.8. Pour terminer, nous ferons deux remargues

1) Soit Difw le groupe des difféomorphismes de classe c¥ a 1’origine de "

Y

I' un sous-groupe de Lie de Gi(p,C) ; Xw = C‘g[&n, cP) l'espace des germes & 1l'ori-
v

gine d’'applications holomorphes. Le groupe @w = C(: o [[L‘n. r) x Difw opére de

maniére évidente sur Xw ; on peut donc étudier la %m -stabilité dans Xw. Tous

les résultats des paragraphes 2 et 3 se transposent alors de maniére évidente.

2) Les propesitions 3.8 et 4.10 fournissent des critéres de stabilité pour
des germes analytiques. S1 ¢ n'est pas analytique, on peut donner des criteres

analogues (leur formulation nécessite la notion de quasi-transversalité, cf. [8]].
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