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AGREABLE 

D'UN SPECTRE DV^NEAUX 

M. GOBLOT 

On utilise librement le langage de [ 2~] . 

^ ~" Les données : On donne 

- un anneau A commutatif unitaire, 

- un ouvert U = D(%) de Spec A, ensemble des idéaux premiers de A 

ne contenant pas un certain idéal ¿6 de A, 

- C la sous-catégorie localisante de mod A des A-nodules M tels que 

MVU = 0, donc on a 

c = {M| v p e u M = 0} = {M I v f e M f = o} , 

- mod A/C la catégorie quotient de mod A par C, j : mod A — > mod A/C 

et j : mod A/C — • mod A les foncteurs canoniques, 

-mod A /U la catégorie des A /U-rnodules quasi-cohérents et k le 

foncteur 

: M dans mod A — • MVU dans mod Â /U. 

Dans ces conditions, on voit que 

ker k* = {M | k*M = MVU = o} = C 

donc il existe un foncteur fidèle unique 

i : mod A/C • mod AVU 

tel que k' = i j . 

Définition : On dira, que U est un ouvert agréable (resp. très agréable), 

si i est pleinement fidèle (resp. est une équivalence) (I). 

En vertu d'un théorème de A. Grothendieck ((5) Théorème I.4.I) 

tout ouvert quasi-compact de Spec A est très agréable. 
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Le foncteur j j : mod A — • mod A est îdempotent et, pour tout 

module M, ] ] M est le C-fermé de M. 

On note F le foncteur 

dans mod A'VU — • r(U,3M dans mod A. 

Alors r est adjoint a droite de k et prend ses valeurs dans la 

catégorie des A-modules C-fermes. De même, i a pour adjoint a droite le fonc-

teur j r. 

Pour que U soit agréable, i.e pour que i soit pleinement fidèle, 

il faut et il suffit que j r i soit 1*identité de mod A/C, i.e pour tout A-

module M, j j M = r(U,M ). 

Pour que U soit très agréable, il faut et il suffit que ij r 

<\» t r\j ^ 

soit 1Tidentité de mod A /U, i.e. que pour tout A /U-module J' quasi-cohérent 

on ait r(U530
%/U = . 

2 - Autres exemples dTouverts très, agréables. 

Catégories modulaires. Soient A un anneau ( commutât if ) et un idéal idem-

potent. Alors (6) lfensemble des idéaux de A contenante est topologisant 

idempotent, la sous-catégorie localisante associée C1 étant 

CT = mod A/5ê = {M |<5ÊM = o}. 

La catégorie quotient mod(A,sé) - mod A/C! a des propriétés très 

proches des catégories de modules. On caractérise les catégories de cette 

forme par les axiomes AB 4 et AB 6 (Roos (6)). 

Problème : Soient A un anneau commutatif, «ië un idéal idempotent, 

CT = mod A/% , U = D(c^). 

On introduit alors pour U les notations et notions données dans le n° I. 
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Alors CT c C et on a un foncteur canonique mod(A,<Sê) — • modA'Vu. 

Pour exprimer que ce foncteur est fidèle, on exprime que C = C ! 

et on obtient pour ï£> la propriété caractéristique suivante : 

Il existe un système générateur te^)^ ̂  p de tel que, pour toute 

application h : H —•IN, ^e^^^Q Pl s°i"t encore un système générateur de % t 

On prouve aussi que tout système générateur de possède cette 

propriété. 

Cela étant, peut-on caractériser les idéaux idempotents tel que 

la foncteur ^ 
mod(A,«^ ) • mod A /U 

soit pleinement fidèle (ou soit une équivalence) ? 

Théorème. _Si vérifie la condition (S) suivante : 

^S) pour tout idéal de type fini lc*é, il existe J de type fini Jc*é 

tel que I C O J n

5 alors le foncteur 
i _ • n _ . 

mod(A,*£) > mod A'Vu 

est une équivalence. 

Comme tout idéal «i£> vérifiant (S) est union filtrante dTidéaux 

de type dénombrable vérifiant (S), on montre que l'on peut se ramener au 

cas où è£> est de type dénombrable, engendré par (e^,. . . ,e ,. . . ). 

Alors (S) signifie qu'il existe une suite croissante d'entiers 

(p ) telle que, pour tout n, l'idéal I engendré par (eT,.a.,e ) soit con-
n n

 1
 , , 

tenu dans 1Tintersection des idéaux f n +j ̂  engendrés par (e.p...,e^ j, ou 

h décrit /N. 

On pose - D(I^) et on adopte pour tî  les mêmes notations que 

celles du n° I pour U C Spec A, mais affectées de l'indice n. 

C = {M ! M7U = o} 
n J n 

C = {M I V x g M 3 h I , ex = o} 
n 1 n 5n 



5-4 

Soit 0* dans mod ÂVu. DT après le théorème de Grothendieck (U 

très agréable) 

37U = (r(U $ ))%/U 
n n n 

i.e., pour tout m x n, r (U $ ) est le C -ferme de r(U /y). 5 ^ ' 5 n* n m 5 

On doit montrer que r (U est aussi le C -ferme de H n 5 n 

r(U,3M = lim r(U ¿4). 
m 

Soit 1Tapplication canonique 

^ : r ( U 5 ^ ) y r(U n,^) 

On doit donc prouver que Ker g^ et Coker g^ sont dans C^. 

1) Noyau de g^. Soit y •= (y m) m £
 K e r y n = o. On peut de proche 

en proche trouver une suite dTentiers h. telle que 

h. h 
] o e. ....e . y . -r-, • = o 
i. î ^n+I+n 
D o J 

pour tout i compris entre I et P R + a (a > o). 
a h. hj 

Par (S), e. sTexprime en combinaison linéaire des e.-' .e. , donc en en 

déduit h , _ 
o+I 

e. y = o 
o 

et ker g^ est dans C . 

2) Irrage de g^ ou conoyau de g^ 

Soit z £ r(U n ,3^). On note f 1Tapplication canonique 

f : r(U . T,Cv ) • r(U 

m m+I m' 
Il existe une suite d'entiers h. et. i. étant compris entre I et p ,., des 

z i € r ( u

n + ^ + I ^ > " ) tels que 
o J 

h. 
fn+j ( z i = ei. z i ••'•1j-I 

J J o J 1 o J 

h 
( fn(z. ) = e i ° z 

o o 
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Par (S), on a des scalaires a. • tels que 

h. , T +1 
e. = ) a. e. 

On pose alors 
h. . T +1 

y. ,.,T = ) a a. . e.J z. 
,n+i+I L i .i T i. ,i., T i.,T i . . . . . 1 . 

o , J o 5 I j +I o 5 j 

On voit alors que 

y. = (y. ) €. lim r(U = r(U 5^) 
o o m 

et que l'on a h +1 

gn(yi ) = e.° z 
o o 

donc Coker g = r(U & )/I g est dans C . 

Exemples : 

1) Tout idéal puro# de A (i.e. h/JÊ est plat) vérifie la condition 

(S). On a dans ce cas une situation encore plus agréable, car le prolonge

ment par zéro en dehors de U à Spec A tout entier a une interprétation 

simiple (3), (I), (4). 

2) Si A est un anneau dont l'ensemble des idéaux est totalement or

donné par inclusion (par exemple un anneau de valuation), alors tout ouvert 

de Spec A est soit affine, soit associé à un idéal idempotent de A vérifiant 

(S). 

3) Soient X un espace topologique compact et A = C(X,iR) 1 T anneau des 

fonctions numériques continues. LTidéal des fonctions nulles en x £ X est 

maximal idempotent vérifiant (S). 
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3 - Exemple dTouvert non agréable - Réciproque au théorème précédent 

On considère un idéal (non nécessairement idempotent) J# de type 

aénombrable, engendré par 

e.r5...,e ,... et U = D(oéi). I ? 5 n' 

On note I l'idéal engendré par eT,.,,,e et I , l'idéal engen-
n to ^ I n n,h to 

dré par e^,...,e^ et U = D(I ). On emploie pour U (resp. U ) les mêmes no-
^ I 5 5 n n n f f * n 

tations quTau n° I (resp. affectées de 1Tindice n). 

On suppose que U est agréable, i.e. que pour tout A-nodule M, 

j # M = r(U,MiX) 

On note le morphisme 

U : M • r(U ,M^) = j * j* M 

n n Jn* Jn 
et N = ker U . 

n n 
Fixons n. Pour tout p* on choisit x , e N , . 

y n+p n+p 
Alors U x (x +...+x x ) g: r(U ̂  ,M^) et 

n+p n n+p n+p 
(U , (x +. . .+X , )) € lim r(U , ,M^) = r(U 5M

%). 
n+p n n+p p <r^-~ n+p ' 3 

Cet élément est même dans le noyau de 1 T application canonique 

r(U ?M
%) > r(U ,M %). 

5 n 5 

Comme U est agréable, r(U ,M ) est le C^-ferme de r(U,M ) et ce noyau est 

dans C . Donc, il existe un entier h tel que, pour tout i entre I et n, 

pour tout p 
h 
e. U . (x +...+x , ) = o 
i n+p n n+p 
h 
e.n(x +. . .+x ) € N , 
i n n+p n+p 

Comme N , est dans C , , on a le résultat : pour tout n, il existe h tel 
n+p n+p5 ^ 5 n 

que pour tout p, il existe tel que pour tout i entre I et n, tout j 

entre I et n+p, on ait 

h k 
n n,p f \ 

e. e. î ^ ( x + . . . + x , ) = o . 
i j n n+p 
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On choisit alors une suite d'entiers g . L'idéal I est en-

gendre par ,... ,e^ . 

On pose M = IL A/I . On sait alors que A/I est dans C . Pour tout m, 

on note x l'image de I par l'application : 

A » A/I c »• M = -ii- A/I _ 

Si on applique le résultat précédent, on obtient ce qui suit : 

Pour toute suite d'entiers (g^K il existe une suite d'entiers (h ) et une 

double suite (k^ ) telles que, pour tout i entre I et n et tout i entre I 

et n+p, on ait : 

k h _ 
e.n'P e. n € D I + 

3 1 o<q^p n ^ ^ q 

Exemple : On prend A - K[X^,... ,X^,..et £ l'idéal engendré par 

X p .. . ,X ,.... Alors U = D(̂ 6 ) n'est pas agréable (K anneau quelconque). 

Soit (g^) une suite d'entiers, si U était agréable, on aurait des 

suites et k^ telles que, n étant fixé, pour tout p et tout q ̂  p, on 

ait des relations de la forme 

x

kn,p x

h n = A xSn+q 
n+p n n,q n 

une telle relation implique .< h^. Si on choisit la suite (g.) de limite 

infinie, on arrive à une impossibilité. 

On suppose maintenant (cf. n° 2) que à& est ideinpotent et que le 

foncteur 
mod(A,£> ) • mod A'VU 

est pleinement fidèle. Pour cela, il faut que, pour toute suite d'entiers 
u 

U , les e n engendrent l'idéal . 
n 5 n & 

D'après ce qui précède, il faut aussi que : pour toute suite 

d'entiers (g), il existe des suite (h ) et (k ) telles que, pour ::out d ? n n,p ^ 
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et tout j entre I et n+p 
k 

I , e. n' p
 ^ O I + n,n n c_ c i n+q,g. 

5 n J °<q^p ^n+q 

k 

On fixe n et q. Alors pour p > q5 les
 e j n 5 ^ forment un système générateur 

de o£ 5 donc 

n > h n + I n' hn n + q ^ + q 

Si on change h+^~ en h , on obtient le résultat suivant : 
& n n 5 

pour toute suite dfentiers (g^î il existe une suite d!entiers 

h^ telle que 

I h C I 
n ' h q > o n ^'^n+q 

Si la condition (S) n'est pas satisfaite, on peut trouver f ^ d£? 

et une suite (g^) telle que, pour tout m, f ̂  1^ 
1 5 ̂ m 

h 
Mais les e engendrent £ . On a donc 

n to 

r h 
f = I a e n 

| n n 

On aurait alors f € I pour m > r, ce qui donne une contradiction. 

DToù une réciproque à la condition (S) quand est de type ciënombrable. 
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