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LA THEORIE DES ANNEAUX JAPONAIS

Hamet SEYDI

Dans cet article, on essaie de classifier les divers concepts
qui découlent du concept d'amneau japonais. Comme il est 4 peine moins facile
dans ce domaine de démontrer de théorémes que de trouver une terminologie qui
convienne a tous, il y a de fortes chances que celle que nous utiliserons dans
la suite de cet article ne soit admise par tout le nonde, et nous nous en ex-

cusons par dvance.

Nous appelons anneaux de Mori, les anneaux intégres A tels que la
cldture intégrale de A (i.e sa fermeture intégrale dans son corps des frac-
tions), est un A-module de type fini en hommage aux travaux de Y. Mori sur la
finitude de la fermeture intégrale. Nos anneaux japonais distingués sont les
anneaux de la classe (K) de [iZ](du moins s'ils sont noethériens). Nos anneaux
pseudo-géométriques sont les anneaux pseudo-géométriques A de [I0] qui véri-
fient en outre la condition supplémentaire suivante : pour toute A-algébre de
type fini B, l'ensemble des points s de S = Spec(B) ou l'amneau local 98,8
est régulier et ouvert dans S.

Nous appelons anneau de Nagata, les anneaux pseudo-géométriques
universellement catenaires, c'est-d-dire les anneaux qui poss@dent toutes les
propriétés géométriques étudiées par Nagata dans ses divers articles d'algeé-
bre commutative.

Nous appelons anneau géométrique, tout anneau pseudo-géométrique A
tel que pour tout idéal maximal M de A, 1'anneau local AW@ soit a fibres

formelles géométriquement régulieres, donc les anneaux excellents de

Grothendieck sont nos anneaux géométriques qui sont universellement catenaires.
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I - ANNEAU DE MORI

(I.0) Définition : On dit qu'un anneau A est un amneau de Mori, si A est

intégre et si sa cldture intégrale A est un A-module de type fini

(I.0.I) Donc tout anneau intégre et intégralement clos est un anneau de Mori,

et tout anneau de fractions d'un anneau de Mori, est un anneau de Mori.

(I.I) Théoréme : Soit A un anneau de Mori. Alors tout anneau de polyndmes

B = A['T ] pour tout ensemble A est un anneau de Mori.
- arae

Preuve : Soient A la clBture intégrale de A et B' = A[T ] .

—_— o‘a € A

Alors B' = B[/::] , donc B' est entier sur B et a méme corps des fractions que
B. En outre, B' est intégralement clos, donc B' est la clSture intégrale de
B. Donc B est un anneau de Mori puisque B' = B[}_\] est un B-moaule de type

fini, parce que A est un A-module de type fini.

(I.2) Théoreme : Soit A un anneau de Mori noethérien. Alors tout anneau de

séries formelles B = A[LTa]]ae , bour tout ensemble A (B désignant la réunion

des BE = A[[Ta]]a e ou E est une partie finie de A) est un anneau de Mori.

Preuve : Soient A la cldture intégrale de A et B' = B[T\j . Alors B' est wn
B-module de type fini ayant méme corps des fractions que B. Pour prouver que
B' est la cl8ture intégrale de B, il suffit de prouver gue Bé = BEE/K est in-
tégraiement clos pour toute partie finie E de A. Or BE' = KU_TOL]]OL € E° donec

Bﬁ est intégralement clos (cf [I0] 47.6, p.200), d'ol la conclusion.

(I.3.I) Proposition : Soit A un anneau semi-local intégre. Alors A est un

anneau de Mori, si et seulement si pour tout idéal maximal 7> de A, 1'anneau

local A% est un anneau de Mori.
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Preuve : La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est suf-
fisante. Puisque A est semi-local et A,m est un anneau de Mori, il existe
une sous-A-algébre finie A' de la cl8ture intégrale A de A tel que A'"Z,: K"’”’Z

pour tout idéal maximal 44, de A. Donc A = A, d'ol la conclusion.

(I.3.2) Remargue : La proposition précédente n'est pas vraie si A n'est pas
semi-local, méme si A est noethérien (cf [IO] Ex.8, p.2ID).

En revanche, on a le

(I.3.3) Théoréme (Nagata) : Soient A un anneau intégre noethérien, K son corps

des fractions, K' une extension finie de K, A' la fermeture intégrale de A

dang K'. Pour que A' soit une A-algeébre finie, il faut et il suffit que les

deux conditions suivantes soient satisfaites :

1) I1 existe f # o dans A tel que A% soit une Af—algébre finie.

ii) Pour tout idéal maximal M de A, la fermeture intégrale A';’L de A, 3

dans K' est une A-algebre finie (donc aussi pour tout idéal premier p €

(Spec (A), la fermeture intégrale Al'D de Ap dans K' est une Ap—algébre finie).
Nous aurons besoin du lemme suivant :

(I.3.3.I) lemme : Soient A un anneau noethérien integre et X = Spec(A).

Supposons qu'il existe f (£0) A tel que Ag soit normal. Alors Nor(X) (no-

tation de [4] (6.I3.I)) est ouvert dans X.

Preuve : Alors D(f) ¢ Nor(X). D'autre part, soit E = {p eAS%(A/fA) | ou bien
ht(p) = I et AD n'est pas régulier, ou bien ht(p) > I} ; E est un ensemble
fini, et a'apres le critére de normalité de Serre ([‘{[ 5.8.6),

Nor(X) = X - {_i V(p), donc Nor(X) est ouvert dans X.
pekE
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(I.3.3.2) Démonstration de (I.3.3) : Les conditions sont évidemment néces-

saires, car pour toute partie multiplicative S de A, S_I A' est la fermeture
intégrale de s7IA dans K, et est par hypothése un s{A-module de type fini ;
et pour la condition (i), i1 suffit de prendre f = I. Pour voir qu'elles sont
suffisantes, soit (B,) la famille filtrante croissante des sous-A-algebres
finies de K', ayant K' pour corps des fractions et contenant un systéme gé-
nérateur du Ag-module A%. Posons Y = Spec(A), X, = Spec(B, ), désignons par

u, le morphisme X, — Y et solent

Sy T Xy

- Nor(X,) T, = uA(SA)'

D'apres le choix des B, on a (Bx)f = A%, donc 8, est fermé d'aprés le lemme

(I.3.3.I). Puisque u, est un morphisme fermé, T, est fermé dans Y.

Soit p & Spec(A), il existe alors d'aprés (ii) un 2 tel que (BX)p = Aﬁ, et

par suite tous les points de X, au-dessus de p appartiennent a Nor(XA) ; en

d'autres termes CD’TA = ¢; comme Y est noethérien et les Tklfermés dans Y,

il existe un Ao tel que T, = ¢, donc B, est intégralement clos et comme son
o

corps des fractions est K', on a B, = A'. c.g.f.d.
o}

(I.3.3.3) Corcllaire : Soit A un anneau noethérien intégre. Alors les deux

conditions suivantes sont éguivalentes :

(1) A est un anneau de Mori

(1i1) Il existe un élément f # o dans A tel que A soit un anneau de Mori

et pour tout idéal maximal ?b de A, 1'anneau local Aﬂn’est un anneau de Mori.

'
(I.4) Théoréme : Soient A un anneau intégre et intégralement clos, A =1\Eﬂ

une A-algebre finie monogéne et sans torsion, et d le discriminant d'un poly-

ndme unitaire de degré minimum de t sur A et A' la cl8ture intégrale de A.

Alors on a 1'inclusion dA' € A.

En particulier, si A est noethérien et d # o, A' est un A-module de type fini.
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I.4.I. Lemme : Soient A un anneau intégre et intégralement clos, A' = A[T]

une A-algebre finie monogéne et sans torsion, et f(T) un polyndme unitaire

de degré minimum de t sur A. Alors 1'homomorphisme Y : A[T] —> A' de A-

algdbres défini par ¥(T) = t a pour novau £(T) A[T], en d'autres termes

At = AT /f(T)A[T] et £(T) est unique.

Preuve : L'homomorphisme canonique A' —— A’ @, K (ot K désigne le corps
des fractions de A) est injectif. Soit g(t) e K[T] le polyndme minimal de
ta, I sur K, alors A' EAK = K[T] /g(T)K[T] .
Puisque A' — A 2,K est injectif, g(T) a ses coefficients dans A d'apres
le lemme de Kronecker. Donc g(T) = f(T) & cause de la minimalité du degré
de £(T). Alors A' —> A' @,K se factorise en

ar —fs AlT]7£(mA[T] — A @,K.

I1 est clair que ¥ est surjectif, il est aussi injectif puisque

Al — A'xAK est injectif, d'ou la conclusion.

(I.4.2) Démonstration de (I.4) : On a donc A' = A]:T] /f(T)A[’I’] ou f(T) est

1'unique polyndme unitaire de degré minimum de t sur A. Si d = o, l'asser-
tion est triviale, nous pouvons donc supposer d # o. Soient K le corps des
fractions de A, L une extension finie de K dans laquelle F(T) se décompose
en polynéme du premier degré et Q l'anneau total des fractions de A'.
Alors Q = K[t] = K[T]/£(TK[T].

Soient Arsesssd, (n = deg f) les racines de f(T) dans L ; alors il existe

un K-homomorphisme ¢; ¢ Q — L tel que ¢i(t) = a; quel que soit i = I,...,n.
Soit be A', alors b = ) u. t (uie K, x = deg ).
I<jzn-1
Alors ¢. () = . at.
¢l Z J ]

I<j<n-I
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Si nous regardons ces égalités comme des équations linéaires en les inconnues
Uy s le déterminant D du systéme est égal a iI<I° (ai—aj) (cf. Van der Monde),
donc D2 = d. ’
Puisque les ¢i(b) et les a, sont entiers sur A, les dui sont aussi entiers
sur A. Mais du; & K quel que soit i et A est intégralement clos, donc db e A',
donc dA' ¢ A'. On voit donc que si d # o, A' est contenu dans le sous A'-

module de Ac'i engendré par -I-, donc A' est un A-module de type fini si A est

noethérien et d # o. c.q.f.d.

(I.4.3) Corollaire : Soit A un anneau de Mori noethérien. Alors toute A-al-

gébre intégre finie contenant A, et dont le corps des fractions est une ex-

tension séparable de celui de A, est un anneau de Mori.

Preuve : Soit A' une telle A-algébre. D'aprés le théoréme de 1'élément pri-
mitif, il existe t € A' tel que A' et A[t] alent méme corps des fractions.
Soit A la cl8ture intégrale de A. Alors le polyndme minimal de t sur A est
séparable, donc la cldture intégrale de Al:tI, qui est aussi celle de A', est
un A-module de type fini, donc un A-module de type fini puisque A est un A-

module de type fini. c.q.f.d.

(I.5) Théoreéme : Soient A un anneau de Mori et X = Spec(A). Alors 1'ensemble

Nor(X) des points de X, ou 1l'anneau local _QX . &st intégralement clos, est
b

ouvert dans X.

Preuve : Soient A la cl&ture intégrale de A et X' = Spec(d).
Soit £ : X' — X le morphisme canonique. Alors f,(gx.) est un Oy -module
quasi-cohérent de type fini ([2] 6.7 p.3I3) et Nor(X) est 1l'ensemble des

points x de X ou O — (f_(0,,))  est surjective, i.e l'ensemble des
—X,X » X 'x
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points x de X, ou le O ,-module de type fini Coker*(_(_)_X —_— f*(OX' )) est nul,

qui est ouvert. c.q.f.d.

(I.5.I) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Tout anneau quotient intégre de A est un anneau de Mori

(ii) Pour tout anneau quotient intégre B de A, le complété B de B est

réduit.

Preuve : Montrons d'abord que (i) implique (ii).

C'est clair, si dim(A) = o. Supposons que n = dim(A) » I. I1 suffit tout
simplement de prouver que si A est in‘;égre, son complété A est réduit.

Sin = I, la fermeture intégrale de A est un anneau régulier, donc

A c (A Y\ est réduit. On peut donc supposer n 3. 2.

Soient X = Spec(A), X' = Spec(A) (ou A désigne la clSture intégrale de A)
et : X' — X 1'homomorphisme canonique.

Soient S = X - Nor(X) et S' = “f’_I(S). Puisque Nor(X) # @ et P est surjectif.
U' = X' - S' £¢ , et S' est fermé dans X' puisque S est fermé dans X.

I1 existe donc un élément f € A' tel que f(s) # o pour tout point maximal s
de S'. Donc si p' est un idéal premier minimal de fA', p = p'N A e Nor(X),
donc ht(p) = ht(p') = I (cf [I0] I0.I4, p.32) ; donc Ap est un anneau valua-
tion discréte ([I0] I2.4, p.40) ; donc Ap = A'p, ; d'ol 1l'on conclut que
A'/p' et A/p ont méme corps des fractions, donc le complété de A'/p' est ré-
duit puisqu'il en est ainsi de celui de A/p.

En appliquant donc le lemme de Zariski ([I0] 36.3, p.I32) & A' et f, on en
conclut que le complété At de A' est réduit, donc A (‘Cj\\‘) est aussi réduit.

On a donc prouvé que (i) implique (ii).
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L'implication (ii) => (i) découle du théoréme suivant di a Mori, que nous

démontrerons plus loin (II 4.7).

(I.5.2) Théoréme : Soit A un anneau semi-local noethérien intégre. Si le

complété A de A est réduit, alors A est un anneau de Mori

Nous avons le corollaire suivant dl 4 Nagata.

(I.5.3) Corollaire : Solent A un anneau semi-local noethérien vérifiant les

conditions équivalentes de (I.5.I) et X = Spec(A). Alors 1l'ensemble Reg(X)

des points x de X, ou l'anneau local QX L &st répgulier, est ouvert dans X.
b

(I.5.4) Remarque : Si A est un anneau de Mori semi-local noethérien, le com-
plété A de A n'est pas nécessairement réduit (cf [I0] Ex. 6, p.208).

(ependant, on a le résultat suivant :

(I.5.5) Théoréme : Soit A un anneau de Mori semi-local noethérien. On suppose

que pour tout idéal premier p de A tel que Ap soit un anneau de valuation

discrete, l'anneau guotient A/p est "formellement réduit" (i.e son complété

est réduit). Alors le complété A de A est réduit.

Preuve : Soit A la cl&ture intégrale de A. D'aprés le raisomnement de (I.5.1),
il existe un élément f € A tel que quel que soit 1'idéal premier minimal p'

Ge fA, p = p'N A e Nor(Spec(A)), donc ht(p) = ht(p') = I (cf [10] 10.Iu,
p.32), donc Ap est un anneau de valuation discrete ([IQ} I2.1, p.40), donc
A/p est "formellement réduit" par hypothése.

D'autre part, on a en particulierlzp| = Ap, doncA/p' a méme corps des frac-
tions que A/p, d'ol 1'on conclut que A/p' est "formellement réduit" puisque
(A/p)A et (K/pYA ont méme anneau total des fractions (Y : A/p —s A/p étant

injectif et fini).
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Fn appliquant maintenant le lemme de ZARISKL [I0] 3b.3, p.I32) a A el f,
on an conclul que A est "formellement réduit", donc 2 est réduil puisque

A - - . L
A _C_(Z\)'A (A > A élLanl injectifl el [ini). c.ag.l.d.

(1.5.6) Corollaire : Toult anneau seml—local noethérien intégre de

dimension < [ gul est un anneau de Mori est "formellement réduit™.

(1.6) Théoréme (Zariski) : Sedlent A un anncau  semi-local noelhérien

N
intégre donlt le complété A est normal et B une A-algébre finie intégre

contenant. A, et dont le corps des fractions est une extension séparable

de celui de A. On suppose gque pour tout idéal premier p de hauteur I de

A
B, le complété de l'anncau semi-local B/p est rédult et que B esl

normal. Alors le compldété B de B est normal.

Preuve : D'aprés le critére de Serre ([4] 5.8.6), il nous suffit de
prouver que B' = g vérifie (S;) et (R:). Montrons d'abord que B' vériflie
(Ry). Soil p' un idéal premier de hauteur < I. Si p = p nB=0, alors
hi(p)= 1T, et puisque B'/pB' est rédullt par hypothése, on en conclul qgue
p'H'P”:v pH‘p' , donc R'p! est un anneau de valuation discréte puisque Bp
est un anneau valualilon discrete (B est normal par hypothése). Si p = o, et

~ ~
si K désigne le corps des fractions de A ®,1. qui est normal puisque A ®nK

~ N VA
esl normal en tant qgu'anneau de fractions de A el A &L = (A @, K)®,L.

On en conclut donc que B' vérifie (R,). Pour voir mainlLenant que B'
vériflie (S,), on remarque d'abord cque si p' € Spec(B') et p'n B = o,
alors B'p. est normal en tanl qu'anneau de fractions de A ®,L. Mais si
p'n B = o, alors si a (+ o} ¢ p' n B, 1'anneau quotient B'/aB'
complété de B/aB vérifie (S1), puisque B/aB vérifie (8)) (B étant

normal) el pour Lout idéal premier mini-
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mal p de aB, B'/pB' est réduil par hypolhése. Donc B’ est de

p J
profondeur > 2, d'olu la conclusion.

Nous allons appliguer le raisonnement précédent pour prouver la

(L.6.7) Théoreme de "Puretdé" (Nagata-Zariski) : Soilent $ un schéma

p o X -~ 5 un morphisme fini el x un point de S.

On_suppose vérifides les conditions sulvanles

(i) x est un point unibranche de X ou X

(Li) dim(Q0x,x) = dLm(QS (condition qui est satlsfaite si X

,m(x)) ...........

el 5 sont intéeqgres et w dominant) .

(1.6.3) Théoréme de normalité analytique {(Zariski-Nagata-Grothendieck)

Soient A un anneau semi--local noethérien et A sa cldture intégrale. On

suppose vérifides les conditions suilvanles

(i) Les fibres formelles de A aux points génériques des

composantes irréductibles de Spec(A) sont normales {(ce gul lmpligue gue

le complélbé A de A est rédulb, donc A est un A-module de type [Fini (of

IT 4.7, el & Fortiori un anneau semi-local noethérien) .

(i1 Pour tout idéal premicr p' de A de hauteur [, le complélé

[ 'anncau quotient A/p est réduit.

Alors le complété B de lL'anneau A est normal et B est la cldéture

intégrale de A,

-
Pulsqgque A esl un A-module de type fini, on voit facilemenl quo

13

et A ont méne anncau total des fractions ; ot puisque B est un A-module de
Lype fini (puisque A eslt un A-module de type [ini), pour prouver que B est
la cléture intégrale de A, il suffit donc de prouver que B est normal.

- g i . ’ . -
Pour cela, on remarque que si p' est un idéal premler de B tel que p'n A


http://ia.nl
http://nl.il
http://eompo_sa_n_l._e.s_
http://JjL.5iPmp.l_ei

I2-II

soit minimal comme idéal premier de A, posant p = p' N 2 R

alors p A A est un 1déal premier minimal de A, done¢ ﬁb est normal d'apres
1'hypothése (i), donc Bp, qui est un anneau de fractions d'une ﬁp—algébre
finie contenu dans le corps des fractions de ﬁp est aussi normal.

On vient donc de prouver que pour tout idéal premier p' de B tel que A N p'
soit un idéal premier minimal de A, 1'anneau local Bp' est normal.

Donc 1'hypothése (ii) permet par le méme raisonnement fait dans (I.6) pour
prouver que B verifie (82) et (RI)’ de prouver que B vérifie (82) et (RI),

donc que B est normal (cf [4] 5.8.5). c.q.f.d.

(I.6.4) Remarque :

(i) Le théoréme (I.6.3) a été d'abord prouvé par Zariski ([I3]), en
supposant que A est un localisé d'une algeébre de type fini sur un corps,
Nagata 1'a étendu aux localisés des algebres de type fini sur un anneau de
Dedekind qui est un anneau japonais (cf (II.0)), et finalement Grothendieck
([4] 1.6.I) a montré que le théoréme reste vrai en supposant seulement que
les fibres formelles de A sont géométriquement normales, hypothése qui est

plus forte que la conjonction de nos hypotheses (i) et (ii).

(ii) Dans 1l'énoncé de (I.6), on remarque que le fait que A est normal
implique A est normal, donc le fait que B est une A-algebre intégre finie
contenant A et dont le corps des fractions est une extension séparable de
celui de A, est équivalent au fait que B est une A-algébre entiére intégre
contenant A, et dont le corps des fractions est une extension séparable de

celui de A (cf. I.4.3).

(I.7) Théoreme (lemme de Hironaka) : Soient A un anneau noethérien et x un

élément appartenant au radical de Jacobson de A. On suppose vérifiée 1'une

des conditions suivantes :
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(i) Pour tout idéal maximal # de A, 1'anneau local B = AQ@,eSt un an-

neau de Mori et pour tout idéal premier minimal P' de xB (ou B désigne la

cl8ture intégrale de B), P'\ B est un idéal premier de hauteur I (cette der-

niére condition est satisfaite si A est universellement catenaire).

(1) Pour tout idéal maximal ‘M, de A, 1l'anneau local B = AWQ;eSt in-

(I)

tégre et 1'anneau B (notation de [4] 5.I0.17) est une B-algsbre finie.

(iii) A est catenaire et vérifie (SI) et pour tout idéal maximal i

de A, 1l'anneau local B = Aﬁﬂ,eSt équidimensionnel et pour tout idéal premier

minimal g de B = Ay, , posant BO = B/q, l'anneau BéI) (notation de [u]

5.10.17) est une Bo—algébre finie.

On suppose de plus vérifiées les deux conditions suivantes :

a) xA n'a gu'un seul idéal premier minimal p, et

XA = DA et dim(A) = I.
p P p = p

b) A/p est intégralement clos.

Alors A est intégre et intégralement clos et p = xA, et dim(A/xA) = dim(A)-I

(cf [3] 16.3.7).

Nous aurons besoin du lemme suivant mis en évidence par D. Ferrand et 1'auteur.

(I.7.1) Lemme : Soient A un anneau noethérien et x € A tel que p = XA soit

un idéal premier non minimal. Alors les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(1) A est intégre

(ii) A est séparé pour la topologie p-adique.

Preuve : (i) implique (ii) d'apres ([i%} Thécréme I3, Corollaire p.220,

Volume I).
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Montrons maintenant que (ii) implique (i). Soit A' le séparé complété de A
pour la topologie p-adique. Alors A'/xA' = A/xA, donc p' = xA' est un idéal
premier qui n'est pas minimal puisque Ap —_— A'p, est fidelement plat.

En outre A — A' est injectif. Il suffit donc de prouver que A' est intégre.
On est donc ramené au cas ou A est séparé et complet pour la topologie p-
adique. Soit q un idéal premier minimal de A contenu dans p = xA. Puisque

X ¢ g, on vérifie vien que q = xq (en effet si a € q, alors a = xb donc b¢ q
puisque x ¢ qQ), donc q = o d'aprés le lemme de Nakayama, i.e o est un idéal

premier, donc A est intégre.

(I.7.2) Corollaire : Soit A un anneau noethérien. S'il existe un idéal pre-

mier de A non minimal, qui est monogéne et contenu dans le radical de Jacobson

de A, alors A est intégre.

(I.7.3) Démonstration de (I.7) : Supposons le théoréme démontré pour les an-

neaux locaux. Alors pour tout idéal maximal /b , on aura pAm = xByy et App
est normal, donc A est normal et p = xA, donc aussi A est integre d'apreés
(I.7.2). On est donc ramené au cas ou A est local.

(1) Supposons d'abord que A satisfasse a la condition (i).
Donc A est intdgre puisqu'il est local. Soit A la cl8ture intégrale de A et
soit p' un idéal premier minimal de xA. Puisque p' N A est de hauteur I par
hypothése, alors p'n A = p, donc A'p, = ‘AP puisque le second est un anneau
de valuation disaréte d'aprés a). On en conclut donc que p' est unique puis-
que p = A'N pAp. Mais p'A'p, = X A'P,, donc p' = xA' puisque A' est un an-
neau de Krull (II 6) et p' est le seul idéal premier minimal de xA'.
D'autre part, A/p et A'/p' ont méme corps des fractions puisque A'p, = A,

b
donc ¥ : A/p —> A'/p' est un isomorphisme puisque le premier est intégrale-
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ment clos et ¥ est entier. On a donc A' = A + p' = A + xA', donc A = A'
d'aprés le lemme de Nakayama puisque X est contenu dans le radical de Jacobson
de A et A' est un A-module de type fini, donc A est intégralement clos et

p = p' = x%A. Le théoréme est donc établi dans ce cas.

(ii) Supposons maintenant que A satisfasse a la condition (ii).

(I)

Soit p' un idéal premier minimal de xA'~’. Alors p'/N A est de hauteur I.

Donc comme précédemment, on a A(I) p'

A (I

= Ap et p' est unique et égal a

/p' puisque Al erifie (S,) ([k] 5.10.1I7) et p'
(I (I)

est le seul idéal premier minimal et p' Ap' = x Ap'
(D

N pAp et A/p — A
d'aprés le théoréme de

décomposition primaire. Donc A = A d'apreés le raisonnement fait pour A'

(I)

dans ( ) puisque par hypothése A est un A-module de type fini. Donc

p = xA, et A est intégralement clos d'apreés (I.7.4).

(iii) Supposons maintenant que A satisfasse a4 la condition (iii).
Soit X = Spec(A), alors V(xA) = Z n'est contenu que dans une seule compo-
sante irréductible X, de X puisque Ap est intégre. Soient Xpse+e,X  les autres
composantes irréductibles de X. Puisque Z n'est contenu dans aucun des X
(Ici<n), alors dim(Z) > dim(X; N Z) quel que soit 1 = I,...,2.
Ormﬁm&ﬂZJﬂ=Iqml@emﬁi=Iv“ﬂ,
donc dim(X,) = dim(Xit\ Z) + codim(X; N Z,X,) (puisque X est catenaire (cf
[4] I4.3.3 ©))) < dim(Z) + codim(X | N Z,X ) = dim(X), donc X est la seule
composante irréductible de X puisque X est équidimensionnel. Donc puisque A
vérifie (SI) et X est irréductible, alors A — Ap est injectif parce que
S = A - p ne contient aucun diviseur de zéro de A, donc A est intégre puisque
AP est intégre. On voit donc qu'on est ramené au cas (ii).

Il nous reste donc & prouver :
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(I.7.4) Proposition : Soient A un anneau noethérien et x &€ A tel que p = xA

soilt un idéal premier non minimal de A contenu dans le radical de Jacobson

de A. Alors A est intégre et intégralenent clos.

Preuve : Soit A' le séparé complété de A pour la topologie p-adique.
L'homomorphisme canonique A —> A' étant fidélement plat, pour prouver que A
est integre et intégralement clos, i1l suffit de prouver que A' est integre et
intégralement clos. On peut donc supposer que A est séparé et complet pour la
topclogie p-adique puisque p' = xA' est un idéal premier (A'/p' = A/p) non
minimal (ht(p') = ht(p) = I of [I0] I0.I4 p.32). D'aprés (I.7.I), A est in-
tégre. Soit A sa cléture intégrale. Soit p' un idéal premier minimal de xA.
D'aprés (II 6.3) p'N A& Ag%(A/xA) = {p} , donc p'" A = p, ce qui prouve
que p' est unique et égal a A N pAp et Eé, = Ap' Donc p' = %A puisque & est
un anneau de Krull (II 6) et p' est le seul idéal premier minimal ce A et
pA,
En outre, A/p et A/p' ont méme corps des fractions puisque Ap = Eﬁ,, donc

= xﬁp(cf (I0] 33.3 p.II5).

. A/p — A/p' est un isomorphisme puisque ¥ est entier et A/p est inté-
p p D 9 q P

gralement clos. D'autre part, d'apres (II 4.1) la topologie p'-adique de A

est induite par celle de Zﬁ, donc est séparé puisque Eb, est noethérien.

En appliquant donc le lermme de Chevalley ([IQ] 30.6 p.I05) a 1l'anneau A, on
7

voit que A est engendré en tant que A-module par 1'élément I, donc 4 = A.

c.qg.f.d.

(I.7.5) Corollaire : Soient A un anneau noethérien catenaire et XpaeeerX, des

€léments appartenant au radical de Jacobson de A. On suppose que

ht( Z x. A) = r et que z x. A
: i —— : i
I<i<n I<i<n
n'a qu'un seul idéal premier minimal p et que pA_ = ) x. A
P 1ddep t P
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On suppose de plus satisfaites les conditions suivantes :

(i) A satisfait d 1l'une des conditions (i), (ii) et (iii) du lemme de

Hironaka (I.7) et tout anneau quotient integre B = A/q avec g ¢ p satisfait

a 1'une des conditions (i), (ii) et (iii) du lemme de Hironaka.

(ii) A/p est intégralement clos.

Alors A est intégre et intégralement clos et p = Z X; A.
I<i«n
En outre, pour tout entier i (I<i<n), l'anneau quotient Ai = A/ Z Xj A
I<J<a

est intégre et intégralement clos et dim(Ai) = dim(A) - 1.

Preuve : Nous allons raisonner par récurrence sur n.

Sin =1, on applique le lemme de Hironaka. Supposons donc n > I.

Soit q un idéal premier minimal de XA, Si p' est un idéal premier minimal

de q + -Z XA, alors ht(p'/q) < n-I, d'aprés le Primidealsatz de Krull

([id] 9?5%5? 26), donc ht(p') < n puisque Ap' est catenaire et équidimen-

sionnel et ht(q) < I d'aprés le Hauptidealsatz de Krull ([lQ]Q.Z p. 26),

donc p' = p, et par conséquent q ¢ p. Mais les X1 forment un systéme ré-

gulier de paramétres de Ap’ donc q est unique et qu = X Aq. Soit A' = A/q.

En appliquant 1'hypothése d'induction & A' et au x. mod g (2<i<n), on voit

que p/q = (q + Z XiA)‘/ q et que AJ/ (g + Z xjA) est intégre et in-
i<i<n i<i<n

tégralenent clos, de dimension égale a dim(A/q) - (i-I) = dim(A) - i pour

I<i<n.

En appliquant maintenant le lemme de Hironaka a A et x. compte tenu du fait

I
que XIA n'a qu'un seul idéal premier minimal q et qu = Xg Aq et A/q est
intégre et intégralement clos, on en conclut que A est intégre et intégrale-

ment clos et q = x/A. Ceci termine la démonstration.

(I.7.6) Corollaire : Soient A un anneau noethérien tel que pour tout point

fermé x de X = Spec(A), 1'anneau local QX . soit équidimensionnel et
b
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XpsesssX, des éléments appartenant au radical de Jacobson de A. On suppose :

(i) ) xA=n, ) x.An'aqu'un seul idéal premier minimal p,
I<i<n T I<i<n 1

PA_ = z x. A_ et A/p est intégre et intégralement clos, et A vérifie (S.).
p I<i<n 1P I

(ii) On suppose que 1'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

a) A est quotient d'un anneau de Cohen-Macaulay.

b) A est universellement catenaire et pour tout anneau quotient

intégre B = A/q avec q € p et tout idéal maximal ¥, de B, 1'anneau local B,,

M

est un anneau de Mori.

Alors A est intdpre et intégralement clos et p = )  x.A.
I<i<n

En outre, pour tout entier i (I<i<n), l'anneau quotient A. = A/ ) xjA

Preuve : En effet dans le cas a), A et tous ses quotients intégres vérifient
la condition (iii) du lemme de Hironaka (cf I 7), et dans le cas b), A et
tous ses quotients integres B = A/q avec q ¢ p vérifient la condition (iii)

du lemme de Hironaka. D'ou la conclusion compte tenu de (I.7.5).

(I.7.7) Théoreéme (Nagata-Samuel) : Soit A un anneau local noethérien.

Alors A est un anneau régulier, si et seulement si A est de multiplicite I,

. A P . s e
et si son complété A est équidimensionnel et vérifie (SI).

Preuve : Quitte & remplacer A par A(X) (cf [10] 6.I4 p. I8), on peut supposer
que le corps résiduel de A est infini. D'autre part, A &tant de multiplicté I,
on est ramené 4 prouver le théoréme quand A est complet puisque pour prouver

que A est régulier, il suffit de prouver que A est régulier. On supposera donc
que A est complet et d corps résiduel infini. Nous raisonnerons par récurrence

sur n = dim(A). Sin< I, A est un anneau de Cohen-Macaulay puisqu'il vérifie
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(SI) par hypothése, donc A est régulier d'apres (I:IO] § 25, p. 82).
Supposons maintenant n > 2. En appliquant la formule de transitivité ([IO]
23.5, p. 76), on obtient I = m(A) = ) m(A/p) long(Ap), ou p parcourt l'en-
semble des idéagx premiers minimaux de A, donc A n'a qu'un seul idéal pre-
mier minimal p et Ap est un corps, par conséquent A est intégre puisqu'il
vérifie (SI)' Soit x un €lément superficiel de A, alors m(A/xA) = I et A/xXA
est équidimensionnel puisque A est catenaire (cf [IO] 3u4.4, p. I24), en ap-
pliquant alors la formule de transitivité 4 A/xA, on voit comme précédemment
que %A n'a qu'un seul idéal premier minimal p et que m(A/p) = I et pAp = xAp.
D'aprés 1'hypothése de récurrence A/p est un anneau régulier. Or la fermeture
intégrale A de A est un A-module de type fini et pour tout idéal premier mini-
mal p' de %A, p'N A est de hauteur I (puisque A est wniversellement catenaire
et (cf [II] I.2)), donc p'N A = p puisque xe p'N A.

On en conclut donc d'apres le lemme de Hironaka (I.7) que p = xA, donc A est

régulier ([3] I7.I.8) puisque A/xA est régulier.

(I.8) Théoréme : Soient A un anneau noethérien intégre et x un élément de A.

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(1) A est séparé et complet pour la topologie xA-adique.

(ii) %A n'a qu'un seul idéal premier minimal p, et si A désigne la cld-

ture intégrale de A, pour tout idéal premier minimal p' de xA, on a p'f)A = p.

(iii) A/p est un anneau de Mori et pAP = XAP.

Alors A est un anneau de Mori.

Preuve : En effet, en raisonnant comme dans (I.7), on prouve que A = p' est
un idéal premier et p'N A = p, donc Ap = Kp' et & fortiori A/p' est contenu

dans la cléture intégrale de A/p, donc A/p' est un A/p module de type fini.
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D'autre part, A est séparé pour la topologie xA-adique d'apres (II 4.I),
donc A est un A-module de type fini d'apres le lemme de Chevalley ([id]30.6
p. I05) puisque A/xA est un A/xA-module de type fini et A est séparé et com-

plet pour la topologie xA-adique. c.q.f.d.

(I.8.1) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intégre et x un élément

de A. On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(1) A est séparé et camplet pour la topologie xA-adique.

(i1) xA n'a qu'un seul idéal premier minimal p.

(1i1) A/p est intégralement clos et pour tout idéal premier p' de

hauteur I dans la cldture intégrale de A contenant x, on a p' M A = p.

Alors A est intégralement clos et p = xA.

Preuve : Elle découle du lemme de Hironaka (I.7) et de (I.8).

(I.8.2) Remargue : Soient A un anneau noethérien inteégre et A sa cléture in-
tégrale. Soit p' un idéal premier de hauteur I de A. Alors P=p'MNAestun
idéal premier de hauteur I de A, si A est universellement catenaire (cf [II]

I.2) ou bien si A vérifie (82).

(I.9) Théoreme : Soient A un amneau local et A' son henselise (resp. son hen-

selisé strict). Alors pour que A' soit un anneau de Mori, il faut et il suf-

fit que A soit un anneau de Mori unibranche (resp. un anneau de Mori géome-

triguement unibranche).

Preuve : En effet, pouwr que A' soit intégre, il faut et il suffit que A(C A')
soit intégre et unibranche (resp. géométriquement unibranche). Et s'il en est

ainsi si A désigne la cl8ture intégrale de A, alors A xAA' est la clbture in-
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tégrale de A' ( ), et puisque A' est un A-module fidélement plat
( ), pour que A soit un A-module de type fini, il faut et il suf-

fit que A uAA' soit un A'-module de type fini.
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IT - ANNEAUX JAPONAIS

(II.0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau japonais si A es
integre et si la fermeture intégrale de A dans toute extension finie de son
corps des fractions est un A-module de type fini.

I1 revient au néme de dire que toute A-algébre finie contenant A, qui est

integre, est un anneau de Mori.

(II.0.I) Tout anneau japonais est donc un anneau de Mori, mais la réciprogue

n'est pas vraie, méme si 1l'anneau est régulier.

(II1.0.2) (i) Si A est un anneau japonais, tout anneau de fractions de A est
un anneau japonais. En outre, toute A-algebre finie contenant A qui est in-
tégre, est un anneau japonais.

(ii) D'autre part, pour tout homomorphisme injectif et fini ¥ : A —s B
d'anneaux noethériens integres, pour que B soit un anneau japonais, il faut

et 11 suffit que A le soit.

(I1.0.3) Un corps est un anneau japonais.

(IT1.I) Théoreme : Soit A un anneau noethérien intégre.

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est un anneau japonais.

(11) Il existe un €lément f (#0) de A tel que A soit un anneau japonais,

et pour tout idéal maximal N0 de A, 1'amneau local A est un anneau japonais.

Mo

Preuve : Elle découle de (I1.3.3) et de la définition (II.0).
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(IT.I.0) Remarque : Un anneau semi local intégre A est un anneau japonais,
si et seulement si pour tout idéal maximal'M@ , 1'anneau local Av"test un
anneau japonais. Pour le voir, il suffit d'appliquer le raisornement de

(I.3.1).

(II.2) Proposition : Soit A un anneau noethérien intégre. Alors A est un an-

neau japonais, si et seulement si la fermeture intégrale de A dans toute ex-

tension radicielle finie de son corps des fractions, est un A-module de type

fini.

Preuve : Soit K' une extension galoisienne finie du corps des fractions K de
A. Soit K" la plus grande extension radicielle de K contenue dans K'.

Alors K' est une extension séparable de K". Soit A" la fermeture intégrale

de A dans K".

Supposons que A" soit un A-module de type fini, alors A" est un anneau noethé-
rien normal, donc la fermeture intégrale de A" dans K', qui est un A"-module
de type fini, donc un A-module de type fini. Or, toute extension finie de K
est contenue dans wne extension galoisienne finie de K. Donc si la fermeture
intégrale de A dans toute extension radicielle finie de K est un A-module de
type fini, il en est de méme de sa fermeture intégrale dans toute extension

finie de K puilsque A est noethérien, d'ou la conclusion.
b

(IT.2.1I) Corollaire : Soit A un anneau noethérien inteégre dont le corps des

fractions est de caractéristique 0. Alors A est un anneau japonais, si et

seulement si A est un anneau de Mori.
En particulier, tout anneau noethérien inteégre et intégralement clos, dont

le corps des fractions est de caractéristique O est un anneau japonais.
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(II.2) Théoreme (Nagata) : Soit A un anneau japonais noethérien.

Alors tout anneau de polyndmes 4 un nombre fini de variables B = A[TI,...,T}]

est un anneau japonaic.

Preuve : Soit L' une extension radicielle finie du corps des fractions L de B.
I1 existe alors une puissance q de l'exposant caractéristique de L et des

€léments a sa € A tels que

I
L'c L(a%/q,...,ai/q,T:][:/q,...,Ti/q) = L,

Soit A' la clSture intégrale de A[é%/q,...,ai/qﬂ qui est un A-module de type
fini puisque A est un anneau japonais, alors B' = A'[Tﬁ/q,...,Tg/qJ est we
B-algeébre finie et un anneau intégralement clos ; donc B" est la fermeture

intégrale de B dans L". On en conclut donc que la fermeture intégrale de B

dans L' est un B-module de type fini. c.q.f.d.

(IT.3) Théoreme : Soient A un anneau noethérien et B une A-algébre intdgre

contenant A qui est un anneau de fractions d'une A-algébre de type fini.

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(1) A est un anneau japonais.

(ii) Le morphisme canonique f: Spec(B) — Spec(A) est universellement

générisant ([2] 3.9.2, p. 253) en tout point fermé de Spec(B).

Alors B est un anneau japonais.

On aura besoin des théorémessulvants :

(II.3.I) Théoréme : Soient f : X —> S et h : Y — S des morphisme de sché-

mas localement de présentation finie et g : X — Y un S-morphisme.

Soient s un point de S, 7 une composante irréductible de X, de point géné-

rigue z, x un point de 7Z et v = g(x).
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On_suppose

(1) f est universellement ouvert au point z.

(i1) dimx(XS) = dim(Z).

(1i1) YS est géométriquement normal en y sur k(s).

. . . . ~I
(iv) dlmx(Xs) - dlmy(Ys) > dlm.x(gS (y)).

Alors g est universellement ouvert en tous les points d'un voisinage de x

dans 7.

La démonstration de ce théoréme sera donnée dans [5].

(I1.3.2) Théoréme (Nagata) : Soient A un anneau japonais noethérien et B une

A-algebre affine (i.e B est un anneau de fractions d'une A-algebre de type

fini et intégre B' contenant A).

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) B est un anneau de Mori (resp. un anneau japonais)

(i1) Pour tout idéal maximal M de B, 1l'anneau local A, est un anneau

Mo

de Mori (resp. un anneau japonais).

Preuve : D'aprés le théoréme de normalisation ([IO] I4.L4, p. 45), il existe

un élément f (# o) de A, des indéterminées T +o>T et un homomorpnisme in-

I
jectif et fini ¥ : Af[TI,...,T£] - B!. donc Bf est un anneau japonais
d'aprés (II.2) et (II.2 (i) et (ii)), d'ol la conclusion d'aprés (I ) et

(II.1).

(I1.3.3) Démonstration de (II1.3) : Soit C (S€B) une A-algébre de type fini

telle que B soit un anneau de fractions de C. Soit x un point fermé de Spec(B).
Désignons également par x son image dans Spec(C). Alors d'aprés ([4] I3.3.I.I)
le morphisme ¥ : Spec(C) —> Spec(A) se factorise en

Spec(C) —&— Spec(A[T;,...,T ]) — Spec(A)
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avec g quasi fini en x et tel que si s désigne 1'image de x dans Spec(A),

X S0lt un point maximal de X ou X = Spec(S) dimX(XS) = r, donc g est uni-
versellement ouvert en x d'aprés (II.3.I) puisque ¢ est universellenment ou-
vert en x (cf II.3.I) ; donc g est un morphisme dominant,

i.e R = A[il,...,Iél —> C est injectif. Or QX,X (ot X = Spec(C)) est un
anneau de fractions d'une R-algébre finie contenue dans C d'apreés le Main
Theorem de Zariski ([FI 18.I12.1I3), donc QX,X est un anneau japonais d'aprés

(I1.2), (II.0.2 (i) et (i1)), d'ou la conclusion d'apres (II.3.2).

(I1.3.4) Corollaire : Soient A un anneau japonais noethérien et B une A-al-

gebre essentiellement affine qui est un A-module plat. Alors B est un anneau

japonais.

(IT.4) Théoréme : Soient A un anneau noethérien intégre et x un élément de A.

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(1) p = xA est un idéal premier et A est séparé et complet pour la to-

pologie p-adigue

(ii) A/p est un anneau japonais.

Alors A est un anneau japonais.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

(II.4.7) Lemme : Soient A un anneau et x un élément de A non diviseur de zé&ro

dans A tel que p = %A soit un idéal premier. Alors XA est 1'image réciprogue

dans A de X Ap quel que soit n » I.

Preuve : Sin = I, l'assertion est évidente. Supposons qu'elle soit établie

pour n = m> I. Soit b un élément appartenant & 1'image réciproque dans A de
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xm+I AP. Donc b/I e Xm+I

. . +
A, donc 11 existe s € A-p tel que sb e X IAQ D,
donc b€ p = xA, i.e b = xb' avec b'e A, donc sb'e XA puisque x n'est pas
diviseur de zéro dans A, donc b'/I ¢ ¥ Ap, donc b' e x'A d'apreés 1'hypothese

- .. + -
de récurrence,yfortiori b e X IA. c.qg.f.d.

(II.4.2) Démonstration de (II.4) : Nous allons d'abord démontrer le théoréme

dans le cas ou A est intégralement clos. Si x = o, l'assertion est triviale.
Nous pouvons donc supposer x # o. Nous devons prouver que la fermeture in-
tégrale A' de A dans toute extension radicielle finie L du corps des fractions
K de A est un A-module de type fini. Soit g une puissance de 1l'exposant ca-
ractéristique de K telle que L9 ¢ K. Quitte 3 agrandir L, on peut supposer
qu'il existe un élément y appartenant a L tel que vd = x.

Posons V = Ap ; alors V est un anneau de valuation discréte, donc sa fermeture
intégrale V' = S\ (avec S = A-p) dans L est un anneau de valuation discrete,
dont 1'idéal maximal M,' est l'ensemble des x' e L tels que x'%e M = xv,

et dont le corps résiduel V'/M,' est une extension finie du corps résiduel

v/m, de V (Bourbaki, Al. Comm., Chapitre IV, § 8, n° I Lemme 2).

Montrons maintenant que pour tout entiern I, on a

r

(ITI.4.2.0) TN A = yRA

Puisque yq =xe€ M,, alors ye MW, donc ynA' o wunn A.
Inversement, soit x'eg /m,'nﬂ A' ; posons x' = z'yn avec z' € L ;
xTexna =4 (puisque A est intégralement clos). D'autre part, x' est

somme de produits t-. ..tn avec tie My, donc x'qe lm,n puisque tcile m o,

I
donc x'Te M3 Na-=x"a d'aprés (II.4.I) ; or x'% = 219™MT = 2'%) done

z'% e A, donc z' g A', i.e x'e ynA'.

On a donc fini de prouver la relation (II.4.2.0).
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On déduit en particulier de la relation (II 4.2.0) et du fait que x = y9,

que la topologie x A'-adique de A est induite par la topologie 4M;'-adique
de V' qui est séparée puisque V' est noethérien, donc la topologie xA'-
adique de A' est séparée.

D'autre part, en appliquant (II 4.2.0) pour n = I, on voit que p' = yA' est
un idéal premier, et V' = A' ,. Donc V'/BWl' est le corps des fractions de
A'/yA', Mais puisque A'/yA' est entier sur A/xA (yA'N A = xA et A' est en-
tier sur A), on en conclut que A'/yA' est un A/xA-module de type fini puis-
que A/xA est noethérien et V'/MM! est une extension finie du corps des frac-
tions V/M, de A/%A. Or pour tout entier k, ykA'/yk+IA' = A'/yA', donc
A'/qu' = A'/xA' est un A/xA-module de type fini. Donc A' est un A-module
de type fini d'aprés le lemme de Chevalley ([i@] 30.6, p. I05), ce qui ter-
mine la démonstration du théoréme dans le cas ol A est intégralement clos.

Nous donnerons la démonstration du cas général plus loin.

(IT 4.3) Corollaire : Soit A un anneau noethérien japonais. Alors tout anneau

de séries formelles d un nombre fini de variable B = A[ETI,...,I}]] est un

anneau japonais.

Preuve : Soit A' la cl8ture intégrale de A. Alors A' est un A-module de type
fini, donc B' = A'[[TI,...,I}]] est un B-module de type fini. On est donc
ramené d prouver que B' est un anneau japonais d'aprés (II 0.2 (ii)).

En raisonnant par récurrence sur r, on est ramené au cas r = L.

Mais B' = A[[TIT] est un anneau intégralement clos noethérien ([10] 47.5,

p. 200), B est séparé et complet pour la topologie TI—adique. D'autre part,

B’/TIB = A est un anneau japonais (donc p = T;B est un idéal premier), donc

B' est un anneau japonais d'apres le cas déjad établi de (ITI 4).
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(IT 4.4) Corollaire : Soit A un anneau local noethérien intégre et complet.

Alors tout anneau de séries restreintes 4 un nombre fini de variables

B = A{TI""’TP} est un anneau japonais.

Nous donnerons la démonstration de (II 4.4) plus loin (II 6.8).

(IT 4.5) Corollaire (Mori-Nagata) : Tout anneau local noethérien intégre et

complet est un anneau japonais.

Preuve : Soit A un anneau local noethérien intégre et complet.

D'aprés le théoréme de structure de Cohen et (II 0.2 (ii)), pour prouver que
A est un anneau japonais, on peut supposer que A est régulier. Nous raison-
nerons par récurrence sur n = dim(A). Sin = o, A est un corps donc un anneau
japonais.

Supposons n > I et l'assertion établie pour les anneaux locaux réguliers com-
plets de dimension < n. Soit x un élément de A n'appartenant pas au carré de
1'idéal maximal de A. Alors A est sépafé et complet pour la topologie xA-
adique, p = %A est un idéal premier et A/xA est un anneau local régulier et
complet de dimension n-I, donc un anneau japonails d'aprés 1'hypothése de
récurrence, donc A est un anneau japonais d'aprés le cas déja établi de (II 4)

puisque A est un anneau intégralement clos d'apres ([10] 25,14 p. 87) c.q.f.d.

(IT 4.6) Corollaire (Mori) : Soit A un anneau semi local noethérien dont le

conplété A est réduit. Alors la clture intégrale A de A est un A-module de

type fini.

Preuve : Puisque A, A est réduit. Soient A, (IZi<n) les quotients de A par
ses idéaux premiers minimaux. Alors A est composé direct des clétures inté-

graies<Ki des A, (I<i<n), donc A est un A-module de type fini puisque chaque
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Zi est un A;-module de type fini, donc un A-module de type fini. c.q.f.d.

(IT 4.7) Corollaire (Mori) : Tout anneau semi-local noethérien intégre dont

le complété est réduit est un anneau de Mori.

(IT 4.8) Corollaire : Soit A un anneau local noethérien intégre et complet.

Alors la fermeture intégrale de A dans toute extension finie de son corps

des fractions est un anneau local noethérien complet.

Preuve : Soit A la fermeture intégrale de A dans une extension finie de son
corps des fractions. D'aprés (II 4.5), A' est un A-module de type fini, donc
un anneau semi-local noethérien et complet. Donc A' est un produit d'anneaux

locaux ([id] I7.7 p. 56), et puisque A' est intégre, c'est un anneau local.

(IT 5) Proposition : Soient A un anneau noethérien intégre, K son corps des

fractions, K' une extension finie de K, et A' la fermeture intégrale de A

dans K'.

(i) On suppose qu'il existe un anneau noethérien B d'anneau total des

fractions R qui vérifie les trois conditions suivantes :

a) B est une A-algébre fidélement plate

b) R EAK' est un anneau réduit

c) Pour tout idéal premier minimal p de B, 1l'anneau quotient B/p

est un anneau japonais

Alors A' est un A-module de type fini.

(ii) Fn particulier, s'il existe un anneau noethérien qui vérifie les

conditions a) et c) de (i), et dont l'anneau total des fraction est une K-

algébre séparable, alors A est un anneau japonais.
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. t o= Al ' - XK',
Preuve : Posons = A xAB et KI K gAB
Comme B est un A-module plat, Ay s'identifie & un sous anneau de KI et est
entier sur B. D'autre part, si 1l'on pose KI = K &AB, on peut écrire

Kp = K&y K, comme est intégre et que B est un A-module plat, tout élément

(# 0) de A est non diviseur de O dans B, comme K = sTAous=A- {0}, on a

_ oI
K = S

anneau de R.

B, et la remarque précédente prouve que K; s'identifie & un sous-

Puisque K est un corps, Ki = X! =y KI s'identifie alors 4 un sous-anneau de

K'&KR qui est par hypothése réduit et est une R-algebre finie. Désignons par
p; (IZi<n), les idéaux premiers minimaux de B, et par B, 1'anneau quotient
B/pi, par Li le corps des fractions de B;. Alors K'EKR est composé direct des

K'ay L., ces dernieres étant réduites sont composées directes de corps ex-

tensions finies des L; . Comme B; est un anneau japonais par hypotheése, la

fermeture intégrale de B, dans K! L, est un B.-module de type fini, comme

By

tout élément de K'm L; qui est entier sur B est entier sur B, (étant annulé

K
par pi). On en conclut finalement que la fermeture intégrale de B dans K'xKR
est un B-module de type fini. Mais comme A' est contenu dans cette fermeture
intégrale et que B est noethérien par hypothese, Ai est aussi un B-module de
type fini. Enfin comme A — B est fidélement plat, on en conclut que A' est
un A-module de type fini.

L'hypothése (ii) implique que b) est vral pour toute extension K', d'ou la

conclusion.

(IT 5.I) Corollaire (Grothendieck-Mori) : Solent A un anneau semi-local

P . A ~ P .
noethérien, A son complété, K le corps des fractions de A et T 1'anneau

. " . . .
total des fractions de A. Soient K' une extension finie de K et A' la fer-

meture intégrale de A dans K'. On suppose que 1l'anneau R ®, K' est réduit.
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Alors A' est un A-module de type fini.

En particulier si R est une K-algébre séparable, A est un anneau japonais.

(IT 5.2) Corollaire : Soient A un anneau local intégre et A' son henselisé

(resp. son henselisé strict). Si A est un anneau japonais unibranche (resp.

un anneau japonais géométriquement unibranche), il en est de méme de A'.

Réciproguement, si A est noethérien et si A' est un anneau japonais, alors

A est un anneau japonais unibranche (resp. géométriquement unibranche).

Preuve : Si A' est un anneau japonais et A est noethérien, alors A est un
anneau japonais d'aprés (II 5) appliqué avec B = A' puisque A(C A') est in-
tégre. Donc A est également unibranche (resp. géométrigquement unibranche).
Maintenant si A est un anneau japonais unibranche (resp. un anneau japonais
géométriquement unibranche), alors A' est intégre. Soient L le corps des
fractions de A', L' = L(aI,...,at) une extension finie de L et B' 1la fer-
meture intégrale de A' dans L'. Alors si K' est le corps engendré par les
a; (I<i<t) sur le corps des fractions K de A, alors K' est une extension
finie de K. Donc la fermeture intégrale B de A dans K' est un A-module de
type fini. Soit Wb 1'image réciproque de 1'idéal maximal de B' dans B.

I1 est clair que A' domine le henselisé (resp. le henselisé strict) R de Bﬂb'
Mais R est un A'-module de type fini ([IO] 43.I8, p. I86), ol l'on peut

remplacer henselisé par henselisé strict) et R a méme corps des fracticns que

B', donc R = B', d'ou la conclusion.

(IT 6) Théoréme (Mori-Nagata) : Soient A un anneau noethérien integre et A'

sa fermeture intégrale dans une extension finie K' de son corps des fractions

K. Alors :

(1) A' est un anneau de Krull




I2-32

(ii1) Pour tout idéal premier p de A, il n'existe qu'un nombre fini

d'idéaux premier p' de A' au-dessus de p, et pour un tel idéal premier p',

le corps des fractions de A'/p' est une extension finie de celui de A/p.

Pour prouver (II 6), il suffit, quitte & remplacer A par une sous-A-algebre
finie de K' ayant K' pour corps des fractions, de supposer que K' = K.

Ce que nous supposerons désormais. Nous prouverons d'abor de lemme suivant :

(ITI 6.I) Lemme : Soient A un anneau intégre et B une A-algébre fidélement

plate, donc 1'homomorphisme A — C = Bréd est injectif et se prolonge en

un homomorphisme (injectif) du corps des fractions K de A dans 1'anneau to-

tal des fractions R de C. Soit C la cléture intégrale de A, alors A = KO C

est la clbture intégrale.

Preuve : Il est clair que A contient la cl8ture intégrale de A.

Réciproquement, soit a/b € A. Il existe donc des éléments'EI € C I<i<n-2

tels que :

(a/b)" + EI(a/b)“‘I 4.+ S _(a/b) = 0.
n-1

Soit pour tout entier i (Izixn-I) c. e B tel que c; = c; mod ol  d&é-
signe le nilradical de B. Alors on a :
n n-I n-i i

n
= + +....F . +...+ .
X = a c; a b c; a b %43 c M

Donc x est nilpotent, donc il existe un entier m > I et des éléments di
(I<i<m) € B tels que

a4 ar ST 4 At = 0,
1 1 m

ie e ] &tviyna= 7 &ota
I<i<n I<i<n

(puisque B est un A-module fidélement plat), donc il existe des éléments

d, (Izi<n) € A tels que
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A"+ a &b+ v d A bt 4t d BP0
i m
donc
(a/b)™ + dI(a/b)m—I +otd. @bt eed =0
i m
i.e a/b est entier sur A. c.q.f.d.

(IT 6.2) Démonstration de (IT 6) : Supposons d'abord que A est local d'idéal

A —~—
maximal p. Soient B = (A)ré et B la cldture intégrale de B.

d
Puisque A est une A-algebre fidélement plate, on a A' = K 1 B. Si Dysee+sP
désignent les idéaux premiers de A et B, = ﬁ/pi, alors B est composé direct
des cldtures intégrales §i des B qui sont des anneaux noethériens locaux et
complets. D'autre part, l'anneau total des fractions R de B est composé direct

des corps des fractions L, des B; et 1'homomorphisme K —> R est composé di-

rect des K — Li’ donc

A'=KAB= N KNBEB.).
I<i<m 1

Or chacun des anneaux K f{ﬁi est un anneau de Krull (cf [id] 33.5, p. 1I6),
donc A est aussi un anneau de Krull (cf loc. eit). Soit (A)) la famille fil-
trante croissante des sous-A-algebres finies de A, alors (A\A)r’é 4 B, et
puisque B est un module de type fini sur 1'anneau noethérien B, et les (Kk)péd
des sous-B-modules de B, il existe un o tel que (ﬁa)réd — (ﬁa)réd solt un
isomorphisme quel que soit A > o, donc quels que soient A'>A>a, tout idéal
maximal de A, est image réciproque d'un seul idéal maximal de A, , donc A’
est semi-local puisque chacun des A, est semi-local.
Uamkpaw,mmmm(@Qéd"ﬂ(gvﬁdeﬁtmiamwﬂﬁweqmlqmsdx
A>a, les extensions résiduelles de Spec(A,) — Spec(A)) aux points fermés de
Spec(4,) sont triviales quel que soit A>a, donc les extensions résiduelles de

Spec(A') — Spec(4,) aux points fermés de Spec(A') sont triviales, donc pour

tout idéal maximal p' de A', le corps A'/p' est une extension finie du corps
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A/p puisque A est une A-algébre finie. Nous avons donc prouvé 1l'assertion
(i1) dans le cas ou A est un anneau local d'idéal maximal.

Considérons maintenant le cas général. Si p est un idéal premier de A, alors
Aﬁ est la cl8ture intégrale de AP’ donc d'aprés ce quie nous venons de prou-
ver, Aﬁ est semi-local et les extensions résiduelles de Spec(Aé)-—~+ Spec(Ap)
aux points fermés de Spec(Al'D) sont finies, i.e il n'existe qu'un nombre fini
d'idéaux premiers p' de A' au-dessus de p, et pour un tel idéal premier, le
corps des fractions de A'/p' est une extension finie de celui de A/p.

D'autre part, puisque pour tout idéal maximal W de A, Aj”b est un anneau de
Krull, on en conclut que pour tout idéal premier p' de hauteur I de A', Aé,
est un anneau de valuation, et puisque A' est intersection des Ahn’ ou
parcourt 1l'ensemble des idéaux maximaux de A, on en conclut que A' = ) Aﬁ,,
ou p' parcourt l'ensemble des idéaux premiers de hauteur I de A'. Donc d'a-
prés ([i@] 33.3, p. IIS), il suffit de prouver que tout principal aA' de A',
avec a # 0, a un nombre fini d'idéaux premiers minimaux qui sont nécessaire-
ment de hauteur I puisque les A}ﬂp sont des anneaux de Krull. Et quitte &
remplacer A par A[é], on peut supposer que ag A.

Et puisqu'il n'existe qu'un nombre fini d'idéaux premiers de A' au-dessus d'un
idéal premier donné de A, et que pour tout anneau noethérien R, AnR(M) est
fini pour tout A-module de type fini M (cf i1 suffit donc de prouver le lemme

suivant).

(IT 6.3) Lemme (Nagata) : Avec les notations et les hypothéses de (II 6) soit

a (# o) € A. Alors pour tout idéal premier minimal p' de aA',

' -
PPNA aAs%(A/aA)

Preuve (d'aprés H. Matsumura) : Soit A la cl8ture intégrale de A.

Alors ht(p' A) = ht(p') = I (cf ), done p'/) A est un idéal
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premier minimal de aA. On est donc ramené au cas ol A = A'.

D'autre part, quitte d& remplacer A par Ap (oup=p'N A) et A' par AI'D, on
peut supposer (d'aprés ) que A est un anneau local d'idéal
maximal p = p' /) A. Dans ce cas, p' est un idéal maximal de A', et puisque
A' est semi-local, il existe un élément x € p', qui n'appartient 4 aucun des
autres idéaux maximaux de A'.

Soit A" = A]:x] , donc p" = p' A" est tel que p' est le seul idéal maximal
de A' au-dessus de p", donc ht(p") = ht(p') = I et p" est maximal.

Soit A" 1le complété de A", A" est composé direct d'anneaux locaux complets
As (I<i<n) ou AI est le complété de A;,,.

Soit e 1'élément unité de Ar- Soit A le complété de A. Alors Ar = ?\[x:[ .
D'autre part, puisque A" est un A-module de type fini contenu dans le corps
des fractions de A, il existe b (# o) € A tel que bA" ¢ A, donc bﬁgg.

En outre, puisque ht(p") = I, il existe un entier n tel que pnAI c bAI'

Donc p'e ¢ bA; € A, et par conséquent pnte c btAI < pt1a,

Supposons pour le moment que p 4 AnA(A/bA). Donc p ? AnA(A/btA) quel que soit
1l'entier t (cf donc p contient un élément p qui n'est pas diviseur de O
modulo b'A (dans A), donc aussi modulo b' A dans A. Donc le fait que

(+I)ne Sbt A implique que pne < bt A quel que soit l'entier t,

pT %) = p
ce qui est impossible puisque ﬂt b* A = 0 3 moins que b soit inversible dans
A, auquel cas A = A", donc p = p" et par conséquent ht(p) = I, donc

pe€ AnA(A/aA). Donc p € AnA(A/bA), donc aussi p € AnA(A/aA) d'apres (IT 6.3).

Donc le lemme est complétement démontré, et par conséquent, le théoréme (II

6) est complétement établi ainsi que (I 7).

(II 6.4) Fin de la démonstration de (II 4) : Soit A la cl&ture intégrale de A.

Alors pour tout idéal premier minimal p' de aA, p'N A€ AnA(A/aA) d'apres le
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lemme (II 6.3), donc p'M A = p puisque p = aA est premier.

Puisque Ap est un anneau de valuation discréte (u moins dans le cas ou a # ©
puisque le cas a = o est trivial), on en conclut que Ap = Aﬁ,, donc

p' = pAp(\ A', d'ol 1'on conclut que aA n'a qu'un seul idéal premier minimal
p' et aﬁb, = p'Kb,, donc p' = aA puisque A est séparé pour la topologie p'-
adique d'aprés (II 4.I) puisque Zé, est un anneau de valuation discréte, donc
un anneau noethérien. Mais 1'égalité Ap = Zﬁ, implique que A/aA qui est en-
tier sur A/aA, donc est un anneau japonais et un A/aA-module de type fini.
Puisque A/aA est un anneau japonais par hypothése. Donc A est un A-module de
type fini d'aprés le lemme de Chevalley ([iQJ 30.6, p. 105), donc A est sé-
paré et complet pour la topologie p'-adique, donc A est un anneau japonais
d'aprés la premidre partie de la démonstration puisque A est noethérien in-
tégre et intégralement clos. Donc A est aussi un amneau japonais (cf IT 0.2

(ii)) puisque A — A est fini. c.qg.f.d.

(IT 6.5) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intégre et x un élément

de A appartenant au radical de Jacobson de A.

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(1) p = xA est un idéal premier et le corps des fractions du complété

de A pour la topologie p-adique (qui est un anneau intégre cf (II 4.I)), est

une extension séparable de celui de A (cette derniére condition est satis-

faite si AP est un anneau japonais, puisque le corps des fractions du complété

de A pour la topologie p-adigue est un sous-corps des fractions du complété

de A.p gqui est une extension séparable de celui de A cf( ))

(ii) A/p est un anneau japonais.

Alors A est un anneau japonais.
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Preuve : Il suffit d'appliquer (II 5) en prenant pour B le complété de A

pour la topologie p-adique, compte tenu de (III 2).

(IT 6.6) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intégre et x un élément

de A. On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(i) %A n'a qu'un seul idéal premier minimal p, pAp = xAp, et pour tout

idéal premier minimal p' de xA (ou A désigne la cldture intégrale de A)

p'N A = p (cette derniére condition est satisfaite si A est universellement

catenaire ou vérifie (82)).

(ii) A est séparé et complet pour la topologie xA-adique et A/p est

un anneau japonais.

Alors A est un anneau japonais.

Preuve : On voit donc que aA n'a qu'un seul idéal premier minimal
"= pA A, donc A
P P p(W s D

p'Zﬁ, = aﬁﬁ, et A est un anneau de Krull (IT 6) ; on en conlut d'autre part

A/p qui est entier sur A/p et contenu dans le corps des fractions de A/p,

y 7 Ap’ d'ol 1'on conclut que p' = aA puisque

est un A/aA-module de type fini et un anneau japonais.

Donc A est un A-module de type fini d'aprés le lemme de Chevalley ({0} 2n.6
p. I05) puisque A est séparé pour la topologie aA-adique d'aprés (II 4.1),
donc A est un anneau japonais d'aprés (II 4), donc A est un anmneau japonais

d'aprés (II 0.2(ii)).

(II 6.7) Remarque : Le théoréme (II 4) a été prouvé par Tate dans le cas ou

A est intégralement clos et par l'auteur dans le cas général.

(IT 6.8) Démonstration de (II 4.4) : Soit W}, 1' déal maximal de A ; alors B

est séparé et complet pour la topologie M,B-adique, et B/MB est isomorphe
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d 1'anneau des polyndmes k[T .,T}] (avec k = A/Wv), donc B est noethérien

I
(cf [:]chapitre 2, prop. 6, cor. 3). D'autre part, il existe un sous-anneau
local régulier complet A' de A tel que A est un A'-module de type fini d'a-
prés le théoréme de structure de Cohen ([ 73I.6, p. I09) ; donc

B' = A'{TI""’TP} est un sous-anneau de B et B est un B' module de type fi-
ni. Il suffit donc d'apreés (II 0.2 (ii)) de prouver que B' est un anneau
japonais. On est donc ramené au cas ol A est un anneau local régulier com-
plet. Soit x € ﬂﬂ)—fML?, alors A; = A/xA est un anneau local régulier com-
plet et dim(AI) = dim(A) - I ; d'autre part, B/xB = A

{T "’Tr}’ donc

71
p = xB est un idéal premier ; et B est séparé et complet pour la topologie
p-adique.

En raisonnant donc par récurrence sur n = dim(A), compte tenu de (II 4), on
est donc ramené au cas ou A est un corps. Dans ce cas, B = k[TI,...,T;],

anneau des polyndmes d r variables sur A qui est un anneau Jjaponais d'apres

(IT 2) et (II 0.3).

(II 7) Théoréme (W. Heinzer) : Soit A un anneau noethérien de dimension < 2.

Alors tout anneau de Krull contenant A, et dont le corps des fractions est

une extension finie de celuil de A est un anneau noethérien de dimension < 2.

Preuve : Soit A" wn tel anneau. D'aprés le théoréme de Cohen ([I0] 3I.6,

p. 109), i1 suffit de prouver que tout idéal premier de A' est de type fini.
Soit B une sous-A-algebre de type fini de A.

Posons X = Spec(B) , S = Spec(A) et ¥ : X—> S le morphisme canonique.
Soit x € X et soit s = ¥(x).

En appliquant la formule des dimensions ([4] 5.58) 3 QS,S et QX,X’ on voit

que c‘lim(gX x) € 2, donc dim(B) £ 2. D'autre part, soit p un idéal premier de
b
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A. Si p = o0, p' = 0 est le seul idéal premier de A' au-dessus de p.

Sip# o, soit a (# o) & p, alors tout idéal premier p' de A' de hauteur I
au-dessus de p est un idéal premier minimal de aA', donc 1l'ensemble des
idéaux premiers de hauteur I de A' au-dessus de p' est fini.

Soit donc p' un idéal premier de hauteur I de A'.

Supposons que nous ayons démontré que tout idéal maximal de A' est de type
fini. Quitte & remplacer A par une sous-A-algébre de type fini de A'.

On peut supposer que p' est le seul idéal premier de hauter I de A' au-dessus

'

de p=p A, et qu'il existe un élément b de A tel que p‘Ap, z bAé,, donc

p'Ap, = pAé,. Posons q' = pA' : p', alors q' contient bA' : p'.
Si bA' était primaire pour p', on aurait p' = DbA' puisque A' est un anneau

de Krull par hypothsse ([IO] 33.3, p. IIS).

Sinon bA' = p'n qi Neoe N q% avec r » I ou les q; sont des idéaux primaires
(gép') de hauteur I. Quitte & remplacer A par une sous-A-algeébre de type fini
de A', on peut supposer qu'aucun des qi¢W A n'est contenu dans p.

Donc q' 0\ A qui contient (qi(\ A)....(é% N A) n'est pas contenu dans p.

Mais p€q' N A ; donc si p était maximal, on aurait q' N A = A, donc q' = A',
i.e p' = pA, donc p' est de type fini.

On a donc prouvé que tout idéal premier de hauteur I de A' au-dessus d'un
idéal maximal de A est de type fini, et cela indépendamment de 1'hypothése
que tout idéal maximal de A' est de type fini.

Supposons maintenant que p ne soit pas maximal. Si '\ A = A, on aurait comme

précédemment p' = pA', donc p' serait de type fini.
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Supposons donc de plus que gq'N A # A, Puisque q'\ A contient p, mais n'est
pas contenu dans p, on a dim(A/q' N A) = 0. Soit pé la racine de qi pour
(I<i¢r). Supposons pi maximal pour 1 > t. Soit p" un idéal premier minimal
de q'. Si p";z pi pour un i> t, alors p" = pi, donc p" est de type fini
d'aprés ce qu'on vient de prouver puisque p"() A est maximal. Sinon,

Fﬂ';ZF%' pour un io < t puisque b € p". Si p" = pi , on en conclurait que

p" est ge type fini comme ci-dessus. ;

Supposons p'" # pi , donc p" est maximal de hauteur 2, donc de type fini d'a-
prés l'hypothése ?aite. Quitte & remplacer A par une sous-A-algébre de type
fini de A', on peut supposer que p'"'Nn A # pi N Al

Soit A la fermeture intégrale de A dans le cgrps des fractions de A', alors
A C A'. Posons P, = piorj A, alors Zﬁo est un anneau de valuation discréte,

donc Kﬁ = A',

) 1
@)

On en conclut que K/po et A'/pi ont méme corps des fractions, donc d'apres
le théoréme de Krull-Akizuki, ii n'existe qu'un nombre fini d'idéaux maximaux
de A'/pO ayant méme image réciproque p"/pO dans K/po. Or A/q'N A est arti-
nien, donc semi-local, donc l'ensemble des idéaux premiers minimaux de q'
distincts de P; quel que soit i est fini et ces idéaux sont maximaux de haut-
eur 2. Donc la racine q' de q' est intersection d'un nombre fini d'idéaux
premierslﬁi (I<i<u) qui sont tous de type fini. Soit q, le produit des'Ei,
alors qg est de type fini quel que soit n et A'/qg est noethérien d'aprés le
théoréme de Cohen ([IQ] 3I.6, p. I09) puisque par hypothése tout idéal maxi-
mal de hauteur 2 contenant q_ est de type fini, et les Ei sont aussi de type
fini. Donc un des qg est contenu dans gq' puisque q, est contenu dans la
racine de q' et est de type fini, donc q' est de type fini puisque A'/qg est

noethérien. Donc q'/q'p' est un A'/p'-module noethérien puisque A'/p' est
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noethérien (En effet, on peut voir que A'/p' est noethérien comme suit :

si p' est maximal, c'est clair. Sinon, en raisonnant comme pour qi plus
haut, on voit que A'/p' est un anneau noethérien de dimension < I,Oce qui
prouve en méme temps que dim(A') § 2 puisque A'/p' est de dimension ¢ I pour
tout idéal premier de hauteur I). Donc p'() q'/p'q'<¢ q'/p'q' est un A'p'-
module de type fini, et puisque p'q'< PA'<¢ p'{) q, on en conclut que

P' N q'/pA' est un A-module de type fini, donc p'"N q' est un A-module de
type fini puisque pA' est de type fini. Mais puisque A'/p' et A'/q' sont
noethériens, A'/p' N q' est noethérien( ), donc p'/p'N q'
est un i1déal de type fini de A'/p' q', donc p' est un idéal de type fini
de A'. Donc tout idéal premier de hauteur I de A' est de type fini, si tout
idéal maximal de hauteur 2 de A' est de type fini ; et puisque dim(A') < 2,
il nous reste donc a prouver que M,' est de type fini si MU' est un idéal
maximal de hauteur 2 de A'. Soit p' (C /M) un idéal premier de hauteur I.
Quitte d remplacer A par une sous-A-algebre de type fini de A', on peut sup-
poser que M, N A# p'N A, donc ./m,"ﬂ A est un idéal maximal de A de
hauteur 2. Soient a et b& MU ) A tels que ht(aA'+bA) = 2. Soit T une in-
déterminée, on voit que aT-b engendre un idéal premier de A'[T] (cf ),
donc (aT-b)A'(T) est un idéal premier de A'(T).

Soient R = A(T)/(aT-b)A'(T) 7y A(T) et R' = A'(T)/(aT-b)A'(T).

Alors R est un anneau noethérien de dimension < I ayant méme corps des frac-
tions que A. Donc puisque R' a méme corps des fractions que A', donc R' est
noethérien d'aprés le théoréme de Krull-Akizuki ( ), donc
M,'A(T) est un idéal de type fini de A'(T) donc AN.' est un idéal de type

fini de A' (En effet, si f.,... o€ Al ]:ﬂ engendrent AMA'(T), leurs coef-

I

ficients engendrent M.'), ce qui termine la démonstration du théoréme,
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(IT 7.I) Corollaire (Mori-Nagata) : Soient A un anneau noethérien de dimen-

sion 2, K son corps des fractions et K, (I<i¢n) un nombre fini d'extensions

finies de K. Alors la fermeture intégrale de A dans R = ® K. est un an-
I<i<n

neau noethérien.

(II 7.2) Remargue : Il existe des anneaux locaux noethériens henséliens in-
tégres qui sont méme des intersections complétes, dont la clSture intégrale
n'est pas un anneau noethérien (cf [ ] ).

On a cependant le résultat suivant :

(IT 7.3) Théoreéme : Soient A un anneau semi-local noethérien réduit et A sa

cléture intégrale. Alors Spec(A) est un espace noethérien.

Ce théoréme découle de 1l'assertion suivante :

(IT 7.3.1I) Proposition (Grothendieck) : Soient A un anneau intégre, K son

corps_des fractions, B un anneau noethérien, q; (I<i<n) ses idéaux premiers

minimaux, Y: A — B un homomorphisme d'anneaux. On suppose que leg B/qi

sont des anneaux japonais, et que B est un A-module plat. Soit K' une exten-—

sion finie de K, et soit (CA) la famille filtrante croissante des sous an-

neaux de K' qui sont des A-algebres finies et admettant K' pour corps des

fractions 3 la réunion A' des CA est donc la fermeture intégrale de A dans
K'. Alors :

(1) Il existe un indice g tel gue pour X > a, 1'homomorphisme

(Cu EAB)réd —— (CA &AB)réd

soit bijectif.

(ii) Si_en outre B est un A-module fidélement plat, le morphisme

Spec(A') = Sp=a(C ) est radiciel ; donc dans ce cas Spec(A') est un es-
A

pace noethériern.
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Preuve :

(1) Soit B, = Bréd’ et soit R 1l'anneau total des fractions de B

I T

comme A est intégre et B un A-module plat, tout élément # o de A est B-ré-

gulier ([i@] I18.I, p. 58), donc 1'homomorphisme compose
A-LB———*B

I

se prolonge en un homomorphisme K —> R ; on peut alors écrire

K'®% R = (K'g,K) & R,

A A K
et comme K'EAK s'identifie 3 K', on a K’&AR = K'EKR'.
Comme R est composé direct des corps des fractions L; des B/qi, K'xAR est

composé direct des K'xKLi et par suite (K'm R) &q 5t composé direct d'un
nombre fini d'extensions finies des Li' En vertu de 1'hypotheése, la ferme-
ture intégrale de B/qi dans une extension finie de L, est un B/qi-module de
type fini, donc un B-module de type fini ; on en conclut que la fermeture
intégrale B' de B dans (K'xAR)Péd est un B-module de type fini. Mais les
(c, EAB)réd s'identifient canoniquement a des sous-anneaux de (K'xAR)réd
qui sont des B-algébres finies, donc contenues dans B'. Comme B est noe-
thérien et B' est un B-module de type fini, la famille filtrante des

(Cy EAB)réd admet un plus grand élément (C, EAB)réd’ ce qui prouve (i).

(ii) Comme B est un A-module fidélement plat, Spec(B) ——> Spec(A) est
surjectif, il suffit donc ([Z] 3.7.6, p. 249) de prouver que le morphisme
1 I8
Spec(A &AB) — Spec(C, @AB)
est radiciel, ou, ce qui revient au méme ([Zl 3.7.6, p. 249) que le morphisme
1 C
Spec(A'm B) ad pec(C, EAB)réd
est radiciel ; mais on a
1 ~ (A -1 B
A'w B = 1£}l (CK AB), donc VA @AB)réd 1)]_;11. (C)\ &AB)I’ed,
donc (A'wm B) e " lim (CA.EAB) 51 et la conclusion résulte de (i), et du fait
X
que puisque Spec(A') — Spec(a) =&t surjectif, c'est un homfomorphisme.
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(IT 7.3.2) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien, K son corps

des fractions, K' une extension finie de K. Soit (CA) la famille filtrante

croissante des sous-anneaux de K' qui sont des A-algébres finies (donc des

anneaux semi-locaux noethériens), et admettant K' pour corps des fractions.

A A
. . . . .
Alors il existe un a tel gue 1'homomorphisme (Ca)réd —_— (Cx)réd soit un

isomorphisme pour) > a, et si A' est la fermeture intégrale de A dans K',

le morphisme Spec(A') — Spec(Ca) est radiciel, donc Spec(A') est un es-

pace noethérien.

Preuve : Soit B = A ; alors pour tout idéal premier p de B, B/p est un an-
neau semi-local noethérien intégre et complet, donc un anneau local, donc
un anneau Jjaponais (cf ). D'autre part, B est un A-module

fidélement plat, donc l'assertion découle de (II 7.3.I) puisque 6& = C, ®,B.

(IT 7.3.3) Remarque : Si dans (II 7.3.I) K' = K, il suffit de supposer que

les B/qi sont des anneaux de Mori puisque K'EAR = R.

(II.8) Soient A un anneau intégre et M un A-module. On dira que M est un A-
module linéairement séparé si pour tout m (# o) € M, il existe
Y e M* = Hom, (M,A) tel que Y (m) # o, donc tout sous A-module de M est aussi

un A-module linéairement séparé.

(II.8.I) Soit A un anneau intégre. Alors tout A-module linéairement séparé
M est un A-module sans torsion.

En effet, soit m (# o) € M. Supposons qu'il existe a (# o) € A tel que

am = o, Soit Y e M tel que ®(m) # o, alors P(am) = a P(m) = o, ce qui

est contradictoire puisque ¥ (m) # o et A est intégre.
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(IT 8.2) Proposition : Soient A un anneau noethérien intégre, K son corps

des fractions et M un A-module tel gue rangK(MxAK) soit fini,

Les conditions suivantes sont &guivalentes :

(i) M est un A-module de type fini sans torsion

(ii) M est un A-module linéairement sépar€,

Preuve : Montrons d'abord que (i) implique (ii). Soit m (# o) € M.
Puisque M est un A-module sans torsion m.xAI # o dans M EAK. Donc puisque
M &,K est un espace vectoriel sur K, il existe ¥Y' ¢ Honk(M EAK,K) tel que

¥'(m &AI) # o. Soient Mpy...,m des éléments en nombre fini de M qui en-
gendrent M en tant que A-module. Il existe alors d € A tel que
d*f"'(mi @,I) € A quel que soit 1 = I,...,t. Alors la restriction ¥ de d{'
aMacM ®,K est un é1ément de M* tel que ¥ (m) # o. Montrons maintenant que
(11) implique (i). Nous allons raisonner par récurrence sur r = rgK(M &AK).
Sir = o0, alors M = o puisque M est un A-module sans torsion.
Supposons donc r # 0, alors M # 0. Soit m (# 0) € M, et soit f & M* tel que
Y(m) # o. Alors P = 4(M) est un idéal non nul de A, donc un A-module de
type fini (puisque A est noethérien) tel que P @, K # o puisque A est intégre.
Soit N = Ker(Y). On a alors une suite

0 — N&AK —_— MEAK-——+ P@AK-——+ 0,
donc rg(NmAK) < v puisque

rg(PEAK) = rgK(MxAK) - rg(PmAK) % o.
Or N est un A-module linéairement séparé, donc d'aprés 1l'hypothése de ré-

currence N est un A-module de type fini ; et puisque P = M/N est un A-module

de type fini, on en conclut que M est un A-module de type fini. c.q.f.d.
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(IT 8.2.I) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intégre, K son corps

des fractions, K' une extension finie de K et A' la fermeture intégrale de

A dans K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A' est un A-module de type fini

(ii) A' est un A-module linéairement séparé.

En particulier, pour que A soit un anneau de Mori, il faut et il suffit que

sa cléture intégrale A soit un A-module linéairement séparé.

(IT 8.2.2) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intégre et K son corps

des fractions. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est un anneau japonais

(ii) Pour toute extension finie K' de K, la fermeture intégrale A' de

A dans K' est un A-module linéairement séparé.

(IT 8.2.3) Corollaire (L. Gerritzen) : Soient A un anneau noethérien, K
-I

son corps des fractions, p 1'exposant caractéristique de K et KI = kP

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est un anneau japonais

(ii) Pour toute extension finie K' de K contenue dans K;, la fermeture

intégrale A' de A dans K' est un A-module de type fini.

Preuve : (1) implique (ii) trivialement. Montrons que (i) implique (i).

Soit A la cl&ture intégrale de A. Alors A est un A-module de type fini,

donc un anneau hoethérien normal. En outre, A' est un A-module sans torsion
de type fini, donc A' est un A-module linéairement séparé d'aprés (II 8.2).
Donc 1'implication découle de ([ ] 8 2, Satz 2 p. 183, Satz I p. I8I et

§ I Satz I p. I80 appliqué en prenant pour M la fermeture intégrale de A
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dans Ki> pour M, les fermetures intégrales de A dans extensions finies K,

de K contenue dans KI)‘

(IT.9) Exemple d'un anneau de Gorenstein local normal japonais Ao de dimen-

sion 3, dont le complété n'est pas réduit.

Soit T 1l'anneau local de (fid] Exemple 6, p. 208). Avec les notations de
([ Jiocc. cit) T = R[X]/(Xz—dz), donc T est une intersection compléte puis-
que R est un anneau local régulier. Soit V un 2% anneau de Cohen dont le
corps résiduel egt KZ. Alors il existe une injection ¥ : V— V' ou V!
est un 2% anneau de Cohen et un homomorphisme surjectif I' : V' — K qui
prolonge I : V — K.
Soit B = V[[x,y]] V' et soit C = B[X]/(X2+26X+52) oll § est un élément de
B dont 1'image dans

[ x50 o K = K[[x,5]] [Kl= B/2B est d.

Puisque K est de caractéristique 2, alors -I = I dans K,

2 _ &%, done C/2C = T.

donc (X°+26x+8%) mod(2B[X]) = ¥° + d° = X
D'autre part, C étant un V'-module fidélement plat, 2 n'est pas diviseur de

zéro dans C. Donc le séparé complété de C pour la topologie 2C-adique est un
sous-anneau du séparé complété de S = Cp ou p = 2C (qui est un idéal premier

puisque C/2C = T est intégre) (cf ).

Soit @ = [} 2"S. Soit ce a A V', par fidéle platitude c & f\ M = (o),
n=1 n=1

donc S/ contient V' et domine V', donc le séparé complété S de s pour la
topologie 2S-adique contient V' (cf [if] ), donc 2 n'est pas nil-
potent dans S. Mais S est un anneau noethérien dont 1'idéal maximal est en-
gendré par 2 (cf [ 1] ), donc S est un anneau de valuation discréte.
On en conclut donc que le séparé complété A de C pour la topologie 2C-adique

est un anneau intégre. En outre A est noethérien (cf L t] loc. cit) puisque
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A/2A = T est noethérien. Puisque T est local, il en est de méme de A puisque
2 appartient au radical de Tacobson, donc A est normal d'aprés (I 7.4) puis-
que T est normal. Donc A est un anneau japonais (cf II )
puisque son corps des fractions est de caractéristique O. De plus dim(A) = 3
puisque dim(A/2A) = dim(A) - I = dim(T) = 2 ; et A est un anneau de Gorentein
puisque T = A/2A est une intersection compléte.

Enfin 1'homomorphisme local canonique B —— B' = V'[I:x,y]] se prolonge en
un homomorphisme local C —> C' = B]:X]/(X2+26X+<S2), donc aussi en un homo-
morphisme local ¥ : A —— C' puisque C' est séparé et complet.

On a donc un homomorphisme local(f; du complété A de A dans C' qui prolonge
¢, et qui est surjectif d'aprés ([I0] 30.6, p. I05) puisque 1l'image de 1'i-
déal maximal de A par'(l; engendre 1'idéal maximal de C' et ‘? induit un iso-
morphisme du corps résiduel de IA sur celui de C'. Puisque C'/2C' est le com-
plété de T = A/2A, on en conlut que P : A/2A —r C'/2C' induit par (é est
un isomorphisme. Or, c'est un V'-module plat donc Tor\I/'(C',V'/ZV') = o,

N
on en conclut donc que si a = Ker(¥ ), on a une suite exacte
0 — a/2a — A/28 —L cr/20t — 0
en appliquant la suite exacte des Tor a la suite exacte

s

0 > a - A b C! -+ 0,

donc a = 2a pu_isque"_(’ est un isomorphisme, donc a = o d'aprés le lemme de

~
Nakayama puisque 2 appartient au radical de Jaccbson de A, i.e Q’ est un iso-
morphisme. Or C' = B'[X]/((X+6)2) n'est pas réduit, donc A n'est pas réduit,

donc AO = A vérifie les conditions de (II, 9).
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ITT - ANNEAUX UNIVERSELLEMENT JAPONAIS

(III O0) Définition : On dit qu'un anneau A est universellement japonais si
toute A-algébre intégre de type fini est un anneau japonais, ou ce qui re-
vient au méme si toute A-algébre intégre de type fini est un anneau de Mori,

donc toute A-algébre de type fini est aussi universellement japonais.

(III I) Théoréme (Nagata) : Soit A un anneau noethérien. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) A est un anneau universellement japonais

(ii) Tout anneau quotient intégre de A est un anneau japonais

(1ii) Pour tout idéal maximal My de A, tout anneau quotient intégre de

Aﬂ%test un anneau japonais, et pour tout anneau quotient intégre B de A, de

corps des fractions K, toute extension radicielle finie K' de K, il existe

une sous-A-algeébre finie B' de K' ayant K' pour corps des fractions et un

Elément f' # o dans B tel que B%, soit intégralement clos.

De plus, si A vérifie ces conditions, il en est de méme de toute A-algébre

de type fini et de tout anneau de fractions S_IA de A,

Nous allons d'abord prouver le théoréme suivant

(III I.I) Théoreéme (Rees) : Soient A un anneau semi-local noethérien intégre

et B une A-algébre semi-locale essentiellement affine (donc B est noethérien).

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(1) Le complété A de A est réduit

(i1) Le corps des fractions de B est une extension séparable de celui

de A.

N P
Alors le complété B de B est réduit.
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Preuve : Supposons d'abord que B soit un amneau de fractions de A.

Puisque B est composé direct des complétés des anneaux locaux de Spec(B)

en ses points fermés ([id] 17.7, p. 56), on peut supposer que B est local,
donc B = Ap avec p € Spec(A). Soit p'e Spec(//i) tel que p' N A = p, alors
par fidéle platitude le complété BdeB: Ap est un sous-anneau du complété
de C = Kp" Mais tout anneau quotient intégre de C est un anneau de frac-
tions d'un énneau quotient intégre de ﬁ, c'est-d-dire d'un anneau local
noethérien complet, donc d'un anneau japonais d'apres (II 4.5), donc tout
anneau quotient intégre de C est un anneau japonais.

On en conclut d'aprés (I 5.I) que le complété de tout anneau quotient intégre
de C est réduit, donc le complété de C est réduit (puisque C est réduit),
donc aussi celui de B.

Revenons maintenant au cas général. Comme précédemment, on peut supposer que
B est local d'idéal maximal M. Il existe d'apres ([IO] 39.II, p. I52) des

éléments x F 2% de B algébriquement indépendants sur A tels que le corps

7o

des fractions de B soit une extension séparable de celui de A[xI,. .. ,xn].

AL-XI,...,XI;' NM et p=ANM.

Soient p'
Posons R = Ap et S = A[XI""’Xn]p"

Montrons que 1'on peut choisir les x; de fagon que le complété § de S soit

réduit. Si R est un anneau régulier, il en est de méme de X (cf [I0] Iu.8,

p. 46), donc g est réduit. Si R n'est pas régulier, alors p # o.

Soit a (# o) € p, alors les y; = ax; sont algébriquement indépendants sur A
et A[yI, cee ,yn] et A[xI,. .. ,xr;[ ont méme corps des fractions. Quitte donc a
remplacer les xJ’-_ par les yis On peut supposer que X; € p'.

Alors il existe un idéal premier p" de 1l'anneau des séries formelles

A[[x gone ,xr;]] au-dessus de p'.

Pour prouver que § est réduit, il suffit de prouver que le complété de
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A[[xI,...,xn]]p" est réduit puisqu'il contient S par fidéle platitude.

I1 suffit donc d'aprés ce que nous avons vu au début de prouver que le com-
P I z 3 . Iy T

plété D de D = A[[XI""’XAII est réduit. Mais D = A[[XI”"’XEJ]’ donc D

Fal

est réduit puisque A est réduit. On peut donc remplacer A par S.

Soit c € B entier sur S tel que B et S[ﬁ] aient méme corps des fractions

(cf le théoréme de 1'élément primitif). Soient K le corps des fractions de

S et K' celui de B et soit S' = S[c].

~
Alors g'tg Srg K' = (SxSK) & K' puisqu'aucun élément non nul de S' n'est

S! K

diviseur de zéro dans §' (cf [10] 18.I, p. 58). Or g&SK est un anneau de
fractions de S donc est réduit, donc (ngK) EKK' est réduit puisque K' est
une extension séparable de K.

On en conclut donc que S est réduit, donc la cléture intégrale S' de S' est
un S'-module de type fini (donc un anneau noethérien semi-local), et son
complété est aussi réduit puisqu'il est contenu dans 1'anneau total des
fractions de g'. Quitte donc d remplacer A par S', on peut supposer que A
et B ont méme corps des fractions. On peut méme supposer que B est un anneau
de fractions d'une A-algébre affine monogéne A[g]. Soit g un idéal premier
de A[ﬁ] tel que B = A[é]q. Si Mbest un idéal maximal de A[x] contenant q,
pour prouver que le complété de B, il suffit de prouver que celuil de A[élnb.
est réduit. On peut donc supposer que q est maximal. D'autre part, quitte a
remplacer A par A ou q, = a A, on peut supposer que A est local et 1'homo-

O ~
morphisme A —> B local. Soit p' le seul idéal premier de B' = AxAB au-dessus

A

A
de p. Alors B = (Bﬁ,) (cf [4] 7.9.3.I). Or B' € Am,K qui est réduit, donc

A

B!, est réduit. Pour prouver que (B',Y« est réduit, il suffit de prouver qu'il
p p

en est ainsi de ses quotients par ses idéaux premiers maximaux. On est donc

ramené au cas ol A est un anneau local noethérien intégre et complet.

Soit x 1'image de x dans le corps résiduel k' de B. Alors k' = k[Z] ou k
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désigne le corps résiduel de A. Donc il existe un polyndme unitaire f(T) &
coefficients dans A tel que f(x)e/b = idéal maximal de B. Soit L une ex-
tension finie de K tel que

f(T) = 1 (T-a.) avec a. € L.
. 1 i
Ii;ip

Les a; sont donc entiers sur A. Soit A la fermeture intégrale de A dans L
qui est un anneau noethérien local intégre et complet (cf II 4.8) et un A-
module de type fini (cf IT 4.5). Pour prouver que gest réduit, il suffit
de prouver que le complété de B[A'] est réduit, donc que les complétés des
anneaux locaux de Spec(B[A'_]) en ses points fermés sont réduits.

On est donc ramené au cas ou A est normal et

f(T) = 1 (T-a.) avec a. € A.
. i 1
I<i<n

I1 existe donc un entier iO tel que 1l'image de X-a. dans k' est égal a O.
o]
Quitte donc d remplacer x par X - a; , on peut supposer que x appartient a

o
1'idéal maximal de B. Soit ¥: A[T[ —— A[X] le A-homomorphisme défini par
Y(T) = x. Alors le noyau de ¥ est engendré par les polyndmes aT-b avec

x = a/b (En effet, si g(T) = aOT=+....+a

+
_rTta_ € Ker(®), alors a_x est

entier sur A, donc b = ax €A puisque A est normal.

Donc g(T) - (aT—b)Tm-Ie Ker(® ) et l'assertion x prouve par induction sur
m = deg(g(T))).

Soit a 1'idéal de A engendré par de tels éléments b, alors

a=x[x]NA MaisA= () A ,
ht(q)=I ¢

donec si Qpse ey sont les idéaux premiers de hauteur I de A tels que

X € ;A ,alors a = xA[X]N A= M (A (A,
43 I<i<n 1

donc A/a = A[x]/(x) n'a pas d'idéaux premiers associés immergés et tout idéal
premier minimal de a est de hauteur I. Puisque A/a = A[x]/(x),tout idéal pre-

mier minimal de xA x est au-dessus d'un idéal premier minimal de a , donc
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pour tout idéal premier minimal p de xA[x], A[ﬁ]p est un anneau de valuation

discrete pulsque AP(\A

isomorphe & un quotient de A/a est un anneau local noethérien complet.

est un anneau valuation, et en outre A[ﬁ]/p qui est

En outre A[x]|/(x) = A/a vérifie (SI). Donc B/xB vérifie (SI)’ pour tout
idéal premier minimal p' de xB, Bp est un anneau de valuation, et B/p' est
un anneau de fractions d'un anneau local noethérien complet, donc son com-
plété est réduit d'aprés ce qu'on a démontré au début. Donc B est réduit

d'aprés le lemme de Zariski ([IQ] 36.3, p. 132).

(IIT I.2) Démonstration du théoréme (III I) : Il est clair que (i) implique

(ii1). Montrons maintenant que (ii) implique (i). Soit B = AE?I,...Q%J.

Nous devons prouver que B vérifie la condition (ii) de (IIT I).

En raisonnant par récurrence sur n, nous prouvons que B = A[x|, et méme que

B est intégre. I1 suffit de montrer que B est un anneau japonais.

Quitte & remplacer A par son image dans B, on peut supposer que A C B.

Si % est transcendant sur A, B est un anneau japonais d'aprés (IT 2).

Si x est algébrique sur A, soit K' une extension finie du corps des fractions
de B. Quitte a remplacer A par une sous-A-algeébre finie de K' ayant K' pour
corps des fractions, on peut supposer que K' est le corps des fractions de A
et B, Soit p un idéal premier de p, alors tout anneau quotient intégre de

C = A.p est un anneau japonais d'aprés (IT 0.2(i)) puisque c'est un anneau

de fractions d'un quotient intégre de A qui est par hypothése un anneau
japonais. Donc le complété f?Cb C est réduit, donc aussi pour tout idéal pre-
mier p' de B, le complété de Bp' est réduit d'aprés le théoréme de Rees

(ITT I.1), donc Bp est un anneau de Mori (I 5.2), donc B est un anneau de Mori.
On a donc prouvé que la fermeture intégrale de B dans K' est un B-module de

type fini, donc B est un anneau japonais. Donc (ii) implique (1i).
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D'autre part, (ii) implique (iii) d'apreés (II 0.2 (1)) et (II I).

Montrons maintenant que (iii) impliqueﬂaSoit B un anneau quotient intégre de
B. Soit K' une extension radicielle finie de son corps des fractions.

Par hypothése, il existe une sous-A-algébre finie B' de K' ayant K' pour
corps des fractions et un élément f' € B', f' # o, tel que B%, soit normal.
Soit M' un idéal maximal de B', alors B&m, est un anneau japonais puisque
B4ﬂ) N B est un anneau japonais. Donc B' est un anneau de Mori d'apreés

(I 3.3), donc la fermeture intégrale de B 'dans K' est un B-module de type
fini, donc B est un anneau japonais d'apres (II 0).

Le reste de la démonstration découle du fait que tout anneau de fractions

d'un anneau universellement japonais est un anneau universellement Jjaponais.

(IIT 2) Corollaire (Nagata-Zariski) : Soit A un anneau semi-local noethérien.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est universellement japonais

(ii) Les fibres formelles de A sont géométriquement réduites

(4 7.3.13)

(iii) Pour toute A-algébre finie réduite B, le complété de de B est

réduit

(iv) Pour toute A-algébre finie intégre B, le complété de de B est

réduit.

(III 2.0) Corollaire (Nagata) : Tout anneau semi-local noethérien complet

est un anneau universellement japonais.

(IIT 2.I) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien réduit et A

son _complété. On suppose vérifiées les conditions suivantes :
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(i) A est universellement japonais (donc la fermeture intégrale A de A

est un A-module de type fini (cf (III 2) et (II 4.6)).

(ii) Les fibres du morphisme Spec(g)-~——> Spec(A) aux points géné-

rigues de Spec(A) sont normales.

Alors le complété @& de & est la clture intégrale de A.

Preuve : Découle de (II 2) et de (I 6.3).

(III 2.2) Corollaire : Soit A un anneau local noethérien intégre vérifiant

les conditions (i) et (ii) de (III 2.I).

Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) A est universellement catenaire

(ii) Pour toute A-algébre finie monogene et intégre, B contenue dans le

corps des fractions de A, et tout idéal maximal ¥, de B, dim(qu) = dim(A).

Preuve : Découle de (II 2.I) et de ([x1] 1.11).

(IIT 2.3) Corollaire : Tout anneau semi-local noethérien hensélien qui vé-

rifie les conditions (i) et (ii) de (III 2.I) est universellement catenaire.

(ITI 2.4) Corollaire : Tout anneau local noethérien unibranche qui vérifie

les conditions (1) et (i1) de (III 2.I) est universellement catenalire et

son complété est unibranche qui est intégre si A est intégre.

Preuve : Soit A un anneau local noethérien unibranche qui vérifie les con-
ditions (i) et (ii) de (III 2.I). On peut supposer que A est intégre.
Alors A est universellement catenaire d'aprés (III 2.2) et le complété de
la cl8ture intégrale de A est un anneau noethérien local normal, donc un
anneau intégre, donc le complété de A est intégre, donc A est unibranche

(cf [2] 6.5.14, p. ISI).
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(IIT 2.5) Corollaire : Soit A un anneau semi-local noethérien normal qui

vérifie les conditions (i) et (ii) de (III 2,I). Alors A est universellement

catenaire et son complété est normal.

Preuve : Découle de (III 2.I) et de (III 2.4),

(IITI 2.6) Corollaire (Nagata) : Soit A un anneau local noethérien intégre,

unibranche et universellement japonais. On suppose qu'il existe un sous-

~ A
anneau local noethérien B de A, dont le complété B est normal tel que A soit

un A-module de type fini.

Alors le complété ﬁ_de A est intégre. En outre, si A est normal et si le

corps des fractions de A est une extension séparable de celul de B, le com-

plété A de A est normal.

Preuve : Quitte a remplacer A par sa clSture intégrale, on peut supposer que
A est normal. Soit C la fermeture intégrale de B dans la plus grande exten-
sion séparable du corps des fractions de B contenue dans le corps des frac-
tions de A. Alors le complété € de C est normal d'apres ( )
appliqué avec A = B et B = C. Ce qui établit la deuxiéme partie de la propo-
sition puisque dans ce cas C = A.

D'autre part, le corps des fractions de A est une extension radicielle de
celui de C, donc pour tout élément a de 2, il exdiste une puissance q de l'ex-
posant caractéristique du corps des fractions de A indépendant de a, tel que
at e ¢, donc 295; 6, done A9 est intégre. Mais puisque A est réduit d'apres

(IT 2), 1'homomorphisme A — A4 est bijectif, donc A est aussi integre.

(III 2.7) Corollaire (Nagata) : Soient A un anneau local noethérien hensélien

universellement japonais dont le complété A est normal. Alors pour toute A-
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~ - 3 . ~ - ~ A . ~
algebre finle inteégre contenant A, le complété B de B est intégre et B est

algébriquement fermé dans B.

Preuve : En effet, B étant un anneau local noethérien intégre et unibranche,

B est intégre d'apres (III 2.6) et (II 2.7).

D'autre part, soient a un élément de B qui est algébrique sur B et b (£ o)
un élément de B tel que c = ab soit entier sur B. Si B' désigne la cléture
intégrale de B, B' est intégre d'aprés la premiére partie de la démonstra-
tion et %;;_g', Donc puisque B'[c| € g', B'|c] est intégre, donc aussi son
complété (B'[é]fﬂ d'aprés la premidre partie de la démonstration. Soit f£(T)
un polyndme unitaire sur B' de degré minimal annulé par c,

alors B'[c] = B'[T]/(£(T)) (cf I ) puisque B' est normal.

Donc (B'[é]{\ =~ B'[] &B,’%' = g'[ﬁ]/(f(T)), ce qui implique que f(T) est
irréductible dans g'[f]. Finalement, puisque c € B' est zéro de £(T), on en
conclut que f(T) = T-c, donc c & B' puisque f(T) e B'[T]. Si K désigne le
corps des fractions de B, on a alors ae KN B =B (cf [IQJ I8.4, p. 59).

c.q.f.d.

(ITI 2.8) Corollaire : Soient A un anneau local noethérien hensélien japonais

. . A -~ - A . ~ -~ .
de dimension I, et A son complété, alors A est integre et A est algébrique-

A
ment fermé dans A.

Preuve : Soit A la cléture intégrale de A, alors A est un anneau de valuation
discréte, donc A (g;(EDA) est intégre. En outre, A est un anneau universelle-
ment japonais d'aprés (III I (ii)) puisque tout anneau quotient intdgre de A
est un anneau japonais, donc A est algébriquement fermé dans (EYA (cf III 2.7)
puisque (Z)A est normal. Soit ¢ un élément de ﬁ(g;(K)A) algébrique sur A et
soit K le corps des fractions de A,

alors ce ANE cBAnk=4a (f [ ] 18.4, p. 59 c.q.f.d.
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(ITI 3) Théoreéme (Nagata) : Soient A un anneau semi-local noethérien uni-

versellement japonais et X = Spec(A). Alors 1'ensemble Reg(X) des points x

de X, ou l'anneau local Oy, est régulier est ouvert dans X (donc 1l'ensemble
b

UR (X) des points x de X ou 1'anneau local QX
n
X (cf Grothendieck ([u] 6.12.9)).

< vérifie (Rn) est ouvert dans

b

En outre :

(1) Si pour tout point x de X, l'anneau local QX L &st catenaire et
b

équidimensionnel, 1l'ensemble Mh(X) des points x de X ou 1'anneau local QX .
bl

est de multiplicité < n est ouvert dans X.

(i1) Pour tout morphisme localement de type fini S —> X, 1'ensemble

Reg(S) est ouvert dans S (donc 1'ensemble Ur (8) des points s S ou 1l'an-
n

neau.QS s vérifie (Rn) est ouvert dans X (cf Grothendieck (loc. cit)), et
b

si pour tout point s de S, 1'anneau local O, est catenaire et égquidimen-

S.s

sionnel, 1'ensemble M (S) des points de S ou_1'anneau local Og  est de mul-
b

tiplicité < n est ouvert dans S.

Preuve : Découle des deux théoréme suivants

(III 3.I) Théoréme (Nagata) : Soient A un anneau noethérien et X = Spec(A).

On suppose que pour tout anneau quotient intégre B de A, il existe f (# o)e B

tel gue Bf soit un anneau régulier. Alors :

(1) L'ensenble Reg(X) des points x de X ou 1l'anneau local Oy est ré-
— cnsembe X e S
gulier est ouvert dans X( donc 1'ensemble Ug (X) des points x de X ou l'an-

n

neau local QX < vérifie (Rn) est ouvert dans X (cf Grothendieck Dﬂ 6.12.9)).

9

De plus, si pour tout point x de X. l'anneau local Oy , st catenaire et
b

équidimensionnel et tout anneau quotient intégre de Oy , est un anneau de Mori
>

(cf ), alors l'ensenble Mn(X) des points x de X ou 1'an-

neau local QX . st de multiplicité & n est ouvert dans X.
3
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(i1) Si pour tout anneau quotient intégre B de A et toute extension

radicielle finie K' du corps des fractions de B, il existe une sous-B-al-

gébre finie B' ayant K' pour corps des fractions, il existe un élément

f'(# o) de B tel que B%, soit régulier, alors pour tout morphisme locale-

ment de type fini S — X, 1l'ensenble Reg(S) des points s de S ou 1'anneau

local O

g.g &st régulier est ouvert dans S (donc 1l'ensemnble Ur (S) des points
b
n

s de S ol 1l'anmneau local 98 < vérifie (Rn) est ouvert dans S (cf Grothendieck
?

(loc. cit)). De plus, si pour tout point s de S, 1l'anneau local 98 o st ca-
b

tenaire et équidimensionnel et tout anneau quotient intégre de 98 <
>

anneau de Mori, alors 1l'ensemble Mh(S) des points s de S ou 1'anneau local

est un

Og  est de multiplicité ¢ n est ouvert dans S.
b

Preuve : Découle de ([4] 6.I2.4) et de ([I0] 0.3, p. I55) ol pour prouver
que Mn(X) est ouvert on doit supposer que les anneaux locaux QX,X sont ca-
tenaires et équidimensionnels et les quotients integres des QX,X sont
"formellement réduits", i.e leurs complétés sont réduits (cette derniére
condition étant équivalente au fait que tout anneau quotient intégre de tout
QX,X est un anneau de Mori (cf I 5.I)) puisque la démonstration de ce fait
s'appuie sur (|I0] LO.I, p. I53)).

(IITI 3.2) Théoréme (Nagata ([i])) : Soit A'un anneau semi-local noethérien

tel que tout anneau quotient intégre de A soit un anneau de Mori (ou ce gui

revient au méme, le complété de tout anneau quotient intégre de A est réduit

(cf I 5.1)). Alors 1'ensemble Reg(Spec(A)) des points x de X = Spec(A), ou

1'anneau local O

w5 &St régulier est ouvert dans Spec(A).
?

(IIT 3.3) Nagata prouve méme dans [i] que si A est un anneau semi-local noe-
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thérien tel que Reg(Spec(g)) soit un ouvert non vide (ou ce qui revient au
méme d'aprés (III 3) et (III 2.0), Reg(Spec(A)) contient un ouvert non vide),
alors il existe un élément f € A non nilpotent tel que Af soit un anneau ré-
gulier, donc si le complété de A est réduit, il existe un élément f € A non

nilpotent tel que Ag soit un anneau régulier.

(III 4) Théoréme : Soit A un anneau de Mori noethérien.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout idéal maximal M de A, 1'anneau local A est "formelle-

Mo

ment réduit", i.e son complété est réduit.

(ii) Toute A-algebre affine dont le corps des fractions est une exten-

sion séparable de celui de A est un anneau de Mori.

(iii) Toute A-algébre affine contenue dans le corps des fractions de A

est un anneau de Mori.

(iv) Toute A-algébre locale essentiellement affine dont le corps des

fractions est une extension séparable de celui de A est un anneau de Mori.

(v) Toute A-algébre locale essentiellement affine contenue dans le corps

des fractions de A est un anneau de Mori.

De plus, si A vérifie ces conditions, il en est de méme de toute A-algeébre

essentiellement affine, dont le corps des fractions est une extension sé-

parable de celui de A.

Preuve : Montrons que (i) implique (ii).

Soit B une A-algebre affine dont le corps des fractions est une extension

séparable de celui de A. Alors pour tout idéal premier p' de B, le complété

de 1'anneau local Bp' est réduit d'aprés (III I.I) puisque celui de Ap‘(\ A
A

l'est (En effet, si My est un idéal maximal contenant p = p' /) A, (Aﬁn3
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est réduit, donc (AP)A est aussi réduit d'aprés (III I.I)). Donc Bp est un
anneau de Mori. D'autre part, d'apres (LI@] 39.II, p. I52), il existe des

éléments x .»x de B algébriquement indépendants sur A tels que le corps

100
des fractions de B soit une extension finie séparable de celui de A[XI,..Q%J
et qu'il existe un élément f (# o) de A tel que Af[?l""’xa] — B; soit
fini. Donc Bp est un anneau de Mori d'apres (I 4.3) puisque Af[xI,...p%J

est un anneau de Mori d'apres (I 0.I) et (I I). Donc B est un anneau de Mori.
Maintenant prouvons que (v) implique (i). On peut supposer que A est local.
Soit A la cléture intégrale de A qui est une A-algébre finie. Pour prouver
que A est réduit, il suffit de prouver que (K)A est réduit. Nous allons rai-
sonner par récurrence sur n = dim(A). Si n & I, A est un anneau régulier,
donc son complété qui est également régulier est réduit.

Supposons dim(A) > 2. Soient a et b & A tels que ht(aA+bA) = 2. Alors aT-b
engendre un idéal premier dans 1l'anneau des polyndmes K[f], donc aussi dans
A(T). Soit C = A(T)/(aT-b), alors C est contenu dans le corps des fractions
de A et dim(C) = n-I, donc pour tout péint fermé x de X = Spec(C), le com-

X, X

rifie aussi 1'hypothése (v), et c'est un anneau de Mori a cause de 1'hypo-

plété de 0. est réduit d'aprés 1'hypothése de récurrence puisque Oy & Ve~
3 2

thése (v). Donc puisque C est semi-local, son complété C est réduit, donc le
complété de A(T) est réduit d'aprés le lemme de Zariski ([IO] 36.3, p. I32),
donc (KY« est réduit par fidéle platitude. On a donc prouvé que (v) implique
(1). Mais (ii) implique (ii) et (iv) qui impliquent tous les deux (v), et

puisque (i) et (v) sont équivalentes et que (i) implique (ii), on en conclut

que toutes les cing conditions sont équivalentes. c.q.f.d.

(III 4.I) Remarque : L'implication (i) = (ii) de (II 4) est due a Kikuchi,

1'équivalence des cing conditions précédentes est due a 1'auteur.
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(TIT 4.2) Corollaire : Soit A un anneau régulier intégre.

Alors toute A-algébre essentiellement affine, dont le corps des fractions

est une extension séparable de celuil de A est un anneau de Mori.

En particulier, toute algébre essentiellement affine sur un anneau régulier

intégre, dont le corps des fractions est de caractéristique O est un anneau

japonais.
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IV ~ ANNEAUX JAPONAIS DISTINGUES

(IV 0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau japonais distingué,
si A est intégre et si toute A-algebre affine est un anneau japonais, ou ce

qui revient au méme si toute A-algdbre affine est un anneau de Mori.

(IV 0.I) (i) Tout anneau japonails distingué est un anneau japonais.

(i1) Tout anneau de fractions d'un anneau japonais distingué est un
anneau japonais distingué.

(1iii) Tout algebre affine sur un anneau japonais distingué est un an-
neau japonais distingué.

(iv) Tout anneau universellement japonais intégre est un anneau japonais

distingué.

(IV I) Théoréme : Soit A un anneau noethérien intégre.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est un anneau japonais distingué.

(ii) A est un anneau japonais et toute A-algébre locale essentiellement

affine est un anneau de Mori.

(iii) A est un anneau japonais et pour tout idéal maximal W, de A, si

R désigne 1'anneau total des fractions du complété de <1'anneau local A4ﬂj’

et K le corps des fractions de A, R est une K-algébre séparable.

Preuve : Il est clair, d'apreés la définition (iv o) que (i) implique (ii).
D'autre part, (ii) implique (i) d'aprés (II 3.2). Montrons maintenant que
(1) implique (iii). On peut supposer que A est local puisque la condition
A est un anneau japonais est impliquée par (i). Dans ce cas, toute A-algébre

finie intdgre B contenant A est un anneau japonais distingué.
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Donc pour tout point fermé x de X = Spec(B), le complété ﬁx,x de QX,X est
réduit d'aprés (III 4), et puisque B est semi-local, son complété B est donc
réduit. Soit alors K' une extension finie de K et soit B une A-algébre finie
admettant K' pour corps des fractions, alors RxKK' & R&AK‘ est un anneau de
fractions de %, donc REKK' est réduit puisque B est réduit d'apreés ce qu'on
vient de voir, et puisque K' est arbitraire, on en conclut que R est une K-
algébre séparable, donc (i) implique (iii).

Montrons maintenant que (iii) implique (ii). On peut supposer que A est local.
Soit C une A-algébre locale essentiellement affine. Pour prouver que C est un
anneau de Mori, on peut supposer que C est localisé de AI = A[?I,...,x&]és C
en un idéal maximal M de Ar. Soit p = Mb N A et soit p' un idéal premier
de A au-dessus de p. Alors l'anneau total des fractions R du complété de Ap
est un sous anneau de 1l'anneau total des fractions R' du complété de gp"
Puisque 1l'anneau total des fractions de A est par hypothése une K-algebre
séparable, on en conclut que 1'anneau total des fractions de ﬁi, est composé
direct d'un nombre fini de corps Li extensions séparables de K. Mais R est

un anneau universellement japonais, donc ﬁb est aussi un anneau universelle-
ment japonais (cf IIT I), donc les fibres formelles de ﬁf, sont géométrique-
ment réduites (cf III 2), donc 1l'anneau total des fractions R' de (Kp'{\

est composé direct d'un nombre fini de corps qui sont chacun extension sé-
parable d'un des L;, donc R' est une K-algébre séparable et & fortiori

R € R' est une K-algébre séparable. Quitte donc & remplacer A par Ap’ on peut
supposer que p est 1'idéal maximal de A, Donc il n'existe qu'un seul idéal

AT

C= (Allﬂtr' Mais A' est un anneau universellement japonais puisque c'est

premier 0%% de A' = Am, A, au-dessus de M et Apy, @& méme complété que
I

une A-algébre de type fini, et A est universellement japonais (cf III O et

III 2.0), donc Abw est universellement japonais (cf III I),
I



I2-65

Mais si L désigne le corps des fractions de Ar, on voit que A' £ Rz L qui

K

est réduit puisque R est une K-algeébre séparable, donc A:m'{ est un anneau
réduit, donc son complété qui est aussi le complété de C est réduit d'aprés
(III 2) puisque A%&i est un anneau universellement japonais, donc (iii) im-
plique bien (ii). c.q.f.d.

(IV I.I) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien intégre, K

son corps des fractions, A le complété de A et R l'anneau total des frac-

. ~ . . L
tions de ‘A. Les conditions suilvantes sont équivalentes

(i) A est un anneau japonais distingué.

(ii) R est une K-algébre séparable.

Preuve : Montrons d'abord que (i) implique (ii). Soient /%%I,...,/Wbr les
idéaux maximaux de A, pour tout entier i (I<i<r), soit Ri 1'anneau total des
fractions du complété (Aﬂﬂﬁ)A de 1'anneau local Ap . Puisque A est composé
direct des (Ann%)A, R est éomposé direct des R.. Mais d'apres (IV I (iii)),
chaque R. est u;e K-algébre séparable, donc R est une K-algebre séparable.
Prouvons maintenant que (ii) implique (i). Si la condition (ii) est satis-
faite, A est un anneau japonais d'aprés (II 5) et chaque Ri est une K-al-
gébre séparable, i.e A satisfait & la condition (iii) de (IV I), donc A est

un anneau japonais distingué. c.q.f.d.

(IV I.2) Corollaire : L'anneau AO de (II 9) est un anneau japonais qui n'est

pas_un_anneau japonais distingué.

(IV I.3) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intégre et x un élément

de A. On suppose :

(i) p = %A est un idéal premier et A est séparé et complet pour la to-

pologie p-adique.
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(i1) A/p est un anneau japcnais distingué.

Alors A est un anneau japonais distingué.

Preuve : D'aprés (II 4) A est un anneau japonais.
D'autre part, puisque A est séparé et complet pour la topologie p-adique,
x appartient au radical de Jacobson de A. Montrons maintenant que A satisfait
d la condition (iii) de (IV I). On peut pour cela supposer que A est local
parce qu'on ne se servira que du fait que x appartient au radical de Jacobson
de A et p = XA premier. Il nous suffit donc d'aprés le raisonnement de (IV I
(iii)) de prouver que pour tout homomorphisme injectif et fini A —> B avec
B intégre, le complété B de B est réduit. Quitte & remplacer B par sa cl8ture
intégrale (puisque A est un anneau japonais), on peut supposer que B est nor-
mal. Soit p' un idéal premier minimal de xB, alors

p'N A eAsi(A/xA) = {p}
(cf II 6.3), donc p') A = p et puisque A/p est un anneau japonais distingué
par hypothdse, on en conclut que le complété de B/p' est réduit. Donc le
complété B de B est réduit d'aprés le lemme de Zariski ([idl 36.3, p. I32).

c.q.f.d.

Dans la démonstration de (IV I.3), 1l'hypothése (i) n'intervient que pour
prouver que A est un anneau japonais, et que x appartient au radical de

Jacobson. On peut donc prouver de la méme maniére le

(IV I.4) Corollaire : Soient A un anneau noethérien japonais et x un élément

de A appartenant au radical de Jacobson de A. Alors A est un anneau japonais

distingué si A/xA est un anneau japonais distingué.

(IV I.5) Corollaire : Soient A un anneau japonais distingué noethérien.
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Alors tout anneau de séries formelles B = A[[TI,...,Tr]] d un nombre fini de

variables sur A est un anneau japonais distingué.

(IV 2.I) Théoréme : Tout anneau régulier intégre, dont le corps des fractions

est de caractéristique O, est un anneau japonais distingué.

Preuve : C'est une conséquence de (III 4.2).

En fait, on a le résultat plus général suivant

(IV 2.2) Théordme : Soient A un anneau régulier intdgre, K son corps des

fractions et p 1'exposant caractéristique de K. Supposons que [K : K?]< + o,

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est un anneau japonais.

(ii) A est un anneau japonais distingué.

Preuve : Il est clair que (ii) implique (i).

Pour prouver que (i) implique (ii), on peut supposer que A est local.

I1 suffit de prouver que la fibre du morphisme Spec(ﬁ)-———+ Spec(A) au point
générique de Spec(A) est géométrique réduite d'apreés ((III I.I) et sa démons-
tration).

I1 suffit donc de prouver la proposition suivante :

(IV 2.3) Proposition : Soient A un anneau semi-local régulier japonais, K

son corps des fractions et p 1'exposant caractéristique de K. Supposons que

X : KP] < + «», Alors la fibre du morphisme Spec(ﬁ) ~—> Spec(A) au point

générique de Spec(A) est géométriquement réguliére.
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Preuve : Soit K' une extension radicielle finie de K.
I

I1 existe donc une puissance q de p tel que K' & KI =3 .

Puisque EK : Kp] < + »_ glors [KI : K:[ < + «, donc la fermeture intégrale AI

de A dans K, est un A-module de type fini.

I
D'autre part, si /”LI est un idéal maximal de A;, et Mo = /Wl:lﬂ A, si les
=1
X3 (I<i<n) engendrent 1'idéal maximal de A, > Les y; = xi.l (I<i<n) en-

gendrent 1'idéal maximal de AL ; et pulsque dim(Am) = dim(AI/m)I) (cf [IQJ

I0.I4, p. 32), on en conclut que ATqm est un anneau local régulier, donc A
Mol
est un anneau semi-local régulier. Donc AI est un anneau semi-local régulier

et par conséquent

A
Aa, K 2(ﬁﬁzz

A
Ko AAI)&AK—A@! K

I I T AI I

N
qul est un anneau de fractions de AI est un anneau régulier.

1> donc B un A chK'—module fidélement

plat, donc A xAK' est un anneau régulier (cf [3:] 17.3.3), donc la fibre du

morphisme Spec(ﬁ) — Spec(A), au point générique de Spec(A) est bien géo-

" n
o - ~ 1
Mais BI-AzziAKI (AxAK)&K,K

métriquement réguliere.

(IV 2.4) Corollaire : L'amneau R de ([I0Q] Ex 7, p. 209) dans le cas ol K

est un corps de caractéristique O est un anneau local régulier de dimension

2, qui n'est pas un anneau universellement japonais, mais qui est un anneau

japonais distingué.

En effet, puisque R est un local régulier dont le corps des fractions est de
caractéristique O, c'est un anneau japonais distingué (cf III 2,I), et la
fibre du morphisme Spec(‘/‘:) —— Spec(A) au point générique de Spec(A) est
géométriquement réguliére (cf IV 2.3), donc la fibre du morphisme

X' = Spec(R[¥]/ (X’-2)R[X]) — X = Spec(R[X] / (x*-2)R[X])
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au point générique de X. Or A = R[XI/(XQ—Z)R[X] est un anneau local normal,
donc si A était un anneau universellement japonais, son complété A serait
normal d'aprés le théoréme de Zariski (I 6), ce qui n'est pas la cas, donc

R n'est pas non plus universellement japonais.

(IV 3) Proposition : Soit A un anneau noethérien intégre.

On suppose qu'il existe une A-algebre noethérienne réduite B qui est un A-

module fidélement plat, et qui vérifie les conditions suivantes :

(i) L'anneau total des fractions de B est une algébre séparable sur le

corps des fractions de A.

(ii) Pour tout idéal premier minimal p de B, 1'anneau quotient B/p est

un anneau japonais distingué.

Alors A est un anneau japonais distingué.

Preuve : En effet, d'apres (II 5), A est un anneau japonais.
Pour prouver donc que A est un anneau japonais distingué, on peut d'aprés
(IV I (iii)) supposer que A est local, donc aussi que B est local.
Soit A' une A-algébre intégre finie contenant A. Posons B' = BEAA'.
Soient K le corps des fractions de A, K' celui de A' et R l'anneau total
des fractions de B. Par platitude on voit que

B'VgR'szKK'szAK‘,
donc B' est un anneau réduit, puisque R' est réduit parce que R est une K-
algébre séparable par hypothése ; et il est alors clair que R' est l'anneau
total des fractions de B'. Soit p' un idéal premier minimal de B, alors p'R'
est un idéal premier de R', donc p'R' (1 R est un idéal premier de R, donc
P = p'N B est un idéal premier minimal de B puisque B est réduit, donc

(P'/p')A complété de B'/p' est réduit (cf IV I (iii)) puisque B/p est un

anneau japonais distingué par hypothése et B/p —> B'/p' est fini,
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Cela étant vrai pour tout idéal premier minimal p' de B', et B' étant réduit,
on en conclut que le complété B' de B' est réduit. A fortiori, le complété A'
de A' est réduit puisque A' — B' est fidélement plat. Cela étant vrai pour
toute A-algeébre intégre et finie A' contenant A, on en conclut d'apreés

((IV I.2) et sa démonstration que 1l'anneau total des fractions Q du complété
A de A est une K-algébre séparable, donc A est un anneau japonais distingué

d'aprés (IV I1.2) c.q.f.d.

(IV 4) Corollaire : Soient A un anneau local noethérien et A' son henselisé

(resp. son henselisé strict). Alors A' est un anneau japonais distingué, si

et seulement si A japonais distingué unibranche (resp. un anneau japonais

distingué géométriquement unibranche).

Preuve : Si A' est un anneau japonais distingué, alors A (CA') est intégre
et c'est un anneau japonais distingué d'aprés (IV I.I), puisque le corps des
fractions de A' est une extension séparable de celui de A ( cf [4] I8.6.9.

et I8.8.12). Réciproquement, si A est un anneau japonais distingué unibranche
(resp. un anneau japonais distingué géométriquement unibranche) A' est in-
tegre (cf [{] I18.6.I). Soit B une A'-algebre finie intégre contenant A'.

I1 existe alors une A-algeébre essentiellement étale Al (cf [4] 18.6.1) et

une Ao—algébre finie (nécessairement intégre et contenant Ab) BO telle que

B =B, A'. Puisque A est un anneau japonais distingué, le complété de By

“A
o
qui est isomorphe au complété de B est réduit. Donc A' est un anneau japonais

distingué d'apres (IV I.I).
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V - ANNEAUX PSEUDO-GEOMETRIQUES

(V 0) Définition : On dit qu'un anneau A, est un anneau pseudo-géométrique,
si A est noethérien et vérifie les deux conditions suivantes :

(1) A est un anneau universellement japonais (IIT 0)

(ii) Pour tout anneau quotient intégre B, et pour toute extension radi-
cielle finie K' du corps des fractions K de B, il existe une sous-B-algebre
finie B' de K' admettant K' pour corps des fractions, et un élément

f'(# o) € B' tel que B%, soit un anneau régulier.

(V 0.I) En vertu de (III I (iii)), A est un anneau pseudo-géométrique si A
est noethérien et satisfait a la condition (ii) de (V 0) et & la condition
suivante :

(1)' Pour tout idéal maximal M> de A, 1'anneau local Ay, €St un anneau

universellement japonais.

(V 0.2) Théoréme (Nagata) : Soit A un anneau noethérien. Si A est un anneau

pseudo-géométrique, alors toute A-algébre de type fini B est un anneau pseudo-

géométrique.

Preuve : En effet, B est un anneau universellement japonais d'aprés (III 0),
et pour toute B-algébre de type fini B' (donc B' est une A-algébre de type
fini) 1'ensemble Reg(X') des points x' de X' = Spec(B'), ou 1l'anneau local
QX',X' est régulier est ouvert dans X' d'aprés le théoréme de Nagata ([10]
6.12.4), donc si B' est intégre, il existe f'(# o) € B' tel que B%, soit un

anneau régulier, donc B satisfait aux conditions (i) et (ii) de (V 0). c.q.f.d.

On a en méme temps prouvé
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(V 0.3) Théoréme : Soit A un anneau noethérien pseudo-géométrique.

Alors 1'ensemble Reg(X) des points x de X = Spec(A) ou 1l'anneau local Oy o
3

est régulier est ouvert dans X.

En particulier, l'ensemble Ur (X) des points x de X ou l'anneau local O
n 2

vérifie (Rp) est ouvert dans X (cf Grothendieck ( )),
En outre, si pour tout point x de X, l'anneau local QX . ost catenaire et
]

équidimensionnel, l'ensenble Mh(X) des points x de X ou l'anneau local Oy
2

est de multiplicité ¢ n est ouvert dans X quel que soit n 3 I.

(V I) Théoreme (Nagata) : Tout anneau semi-local noethérien universellement

japonais est un anneau pseudo-géométrique.

En particulier, tout anneau semi-local noethérien complet est un anneau pseudo-

géométrique.

Preuve : Découle de (III 3) et (III 2.0).

(V 2) Théoréme : Soient A un anneau noethérien pseudo-géométrique, X = Spec(A)

et F un Qx—module cohérent. Alors les ensembles suivants sont ouverts dans X

(quel que soit l'entier n > o) :

(1) Uo (F) = ensenble des points x de X ol F est un O,  module de
n 2
coprofondeur g n.

(ii) US (F)
. . n
vérifie (Sn)'

ensemble des points x de X ou FX est un QX,X module gui

(i1i) CM(F) = ensemble des x € X ou FX est un QX . module de Cohen
?
Mac ulay.

Preuve : DEcoule de (V 0.3) ([ﬁ] 6.1I1.3).
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(V 2.1) Remarque : Le théoreéme (V ) est vrai lorsque A vérifie seule-

ment la condition (i) de (III 3.1).

(II 2.2) Corollaire : Soient A un anneau noethérien pseudo-géométrique et

X = Spec(A). Les ensembles suivants sont ouverts dans X (quel que soit 1'en-

tier n > o)

(1) U, (X) = ensemble des points x de X ou 1'anneau local O, _ est de

n b
profondeur < n.
(i1) US (X) = ensemble des points x de X ou 1'anneau local QX N vérifie

n ’
(s.).
n

(iii) CM(X) = ensemble des points x de X ou l'anneau local QX L &st un
2

anneau de Cohen-Macaulay.
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VI - ANNEAUX DE NAGATA

(VI 0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau de Nagata, si A est

un anneau pseudo-géométrique (V/O) universellement catenaire.

(VI I) Théoréme : Si A est un anneau de Nagata, alors toute A-algébre de

type fini est un anneau de Nagata.

Preuve : Découle de (V 0.2) et ([TI| I.5).

(VI 2) Théoréme : Tout anneau semi-local noethérien complet est un anneau de

Nagata.

Preuve : Découle de (V I) et ([Ii] I.I1).

(VI 3) Remarque : Les théoreémes (V 2) et (V 2.2) sont en particuliers vrais
si A est un anneau de Nagata.

En outre, comme cas particulier de (V 0.3), on a

(VI 4) Théoréme : Soient A un anneau de Nagata et X = Spec(A).

Les ensembles suivants sont ouverts (quel que soit l'entier n > o)

(1) Reg(X) = ensemble des points x de X ou 1'anneau local O, . est ré-
3

gulier.
(ii) Up (X) = ensemble des points x de X ou 1'anneau local O & vérifie
n 9
(Rn).

En outre, si pour tout point x de X, l'anneau local QX . est équidimensionnel ,
bl

1'ensemble Mh(X) des points x de X ou l'anneau local QX , est de multiplicité
bl

< n est ouvert dans X quel que soit l'entier n > o.
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(VI 5) Théoreme : Soit A un anneau de Nagata. Alors A posséde les propriétés

sulvantes :

(I

(1) Pour tout anneau quotient intégre B de A, 1'anneau B (notation

de [4] 5.I0.I7) est une B-algdbre finie.

(ii) Pour toute partie fermée T de X = Spec(A) et tout O;-module co-

hérent \Qé(gg.U = X - T) tel que pour tout x.s:An(%é), on ait

codim({x} VT, {X}) > 2, i*(gg) (ou i : U — X est 1'injection canonique)

est un OX-module cohérent.

Preuve : Découle de (VI 0) et ([4] 5.II.6).

(VI 6) Théoréme : Soit A un anneau semi-local noethérien pseudo-géométrique

réduit. On suppose que les fibres formelles de A aux points génériques des

composantes irréductibles de X = Spec(A) sont normales.

Alors la cl8ture intégrale A de A est un anneau de Nagata.

Preuve : Elle découle de (I 6.3), ([11]/ I.II) et (VI O).

(VI 7) Remarque : L'anneau R de ([I0] Ex 2, p. 203) dans le cas ol m > o est
un anneau pseudo-géométrique (et méme géométrique (cf VII)) qui n'est pas un
anneau de Nagata, i.e qui n'est pas universellement catenaire, donc un anneau

pseudo-géométrique, n'est pas nécessairement un anneau de Nagata.
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VII - ANNEAUX GEOMETRIQUES

(VITI 0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau géométrique, si A
est noethérien et vérifie les deux conditions suivantes :

(i) Pour tout idéal maximal My de A, 1l'anneau local Aﬂnp est & fibres
formelles géométriquement réguliéres.

(i1) Pour tout anneau quotient intégre B de A, et pour toute extension
radicielle finie K' du corps des fractions K de B, il existe une sous-B-al-

ébre finie B' de K', admettant K' pour corps des fractions, et un &lément
g po %

f'(# o) de B' tel que Bi, soit un anneau régulier.
(VII 0.I) Tout anneau géométrique est un anneau pseudo-géométrique.
(VII 0.2) Tout anneau semi-local noethérien complet est un anneau géométrique.

(VITI I) Théoréme : Si A est un anneau géométrique, alors toute A-algdbre de

type fini est un anneau géométrique.

Preuve : Découle de ([¥] 7.3.I3), (VII 0.I) et (V 0.2).

(VII 2) Théoréme : Soit A un anneau semi-local noethérien. Alors A est un

anneau géométrique, si et seulement si A vérifie la condition (i) de (VII 0).

Preuve : En effet, si A vérifie la condition (i) de (VII 0), A est univer-
sellement japonais, donc A est un anneau pseudo-géométrique (cf V I), donc

A vérifie la condition (ii) de (VII 0) d'apres (V 0).

On a le théoréme suivant que nous énonc¢ons sans démonstration.
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semi-local noethérien contenant un corps de caractéristique p # o, et tel

que A soit un AP-module de type fini. Alors A est un anneau géométrique.

(VIT 3.I) Corollaire : Soit A un anneau semi-local noethérien japonais, dont

le corps des fractions K est de caractéristique p # o, et tel gque

[k : XF] < + =, Alors A est un anneau géométrique.

Preuve : En effet, A contient le corps Fp, donc il suffit dl?prés (VII 3) de
prouver que A est un AP-module de type fini. Soient K' = kP et A' la fer-
meture intégrale de A dans K'. Puisque K : kF] <+ ©, alors [K' : K] < + =,
donc A' est un A-module de type fini, puisque A est un anneau japonais par
hypothdse. Donc A'P est un AP-mpdule de type fini. Or A'P est la cléture in-

tégrale de A, donc A est un AP-module de type fini. c.q.f.d.

(VII 3.2) Remarque : Le corollaire (VIII3.I) est faux en caractéristique O,
en effet on a vu (IV 2.4) que 1l'anneau R de ([id] Ex 7, p. 209) dans le cas
ou K est de caractéristique O, est un anneau japonais distingué qui n'est pas
un anneau universellement japonais, donc R est un contre exemple a (VII 3.I)

en caractéristique O, et R est méme un anneau japonais distingué.

(VII 4) Théoréme : Soient A un anneau local noethérien intégre contenant un

corps de caractéristique p # 0, K son corps des fractions. On suppose que A

est un anneau japonais distingué et son corps résiduel k est tel que

[k : KP] < + =, Alors [K: KP] < + =, donc A est un anneau géométrique (cf

VII 3.I).

Preuve : Nous allons raisonner par récurrence sur n = dim(A).
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Supposons d'abord n » 2. Soit A la cl8ture intégrale. Alors quitte & remplacer

A par un anneau local A ou # est un idéal maximal (ce qui ne détruit pas

"

les hypothéses faites sur A), on peut supposer que A est normal.

Soient a et b é'Aytels que ht(aA+bA) = 24 alors B = A(T)/(aT-b) est un anneau
intégre contenant A, et qui est essentiellement de type fini sur A (cf [?Q])
II.I3, p. 39), donc B est un anneau japonais distingué (cf IV 0). Or le corps
résiduel de B est k' = k(T), donc [k' : k'P] < + », Mais K est le corps des
fractions de B. On est donc ramené d prouver le théoréme pour B.

Mais dim(B) = dim(A) - I, on voit donc qu'on est ramené au cas ou dim(A) g I.
Si dim(A) = o, A est un corps et c'est trivial. Si dim(A) = I, comme précé-

demment, on peut supposer que A est normal, donc un anneau de valuation dis-
-I
créte. Soit A; la fermeture intégrale de A dans K = kP qui est un anneau
-I

de valuation discréte (cf [IQ] I2.5, p. 40). Alors kI = kP est le corps ré-

siduel de AI ; donc [kI : Rﬂ < + ® puisque [k : KP] < + @, Mais puisque A est
un anneau japonais, il existe alors une sous-algebre finie A' de AI dont le

corps résiduel est k., dont 1'idéal maximal engendre celui de AL et qui est

I’

n . . . . 2
normale, donc A — AT est un isomorphisme. Soilt R le henselisé de A'.
A N
Alors R est algébriquement fermé dans R = A' = Ag (cf ).

Or AI‘;;gi est entier sur A'<€ R, donc AI<;_R, donc le corps des fractions

KI de AI est une extension séparable du corps des fractions K' de A' puisque

le corps des fractions de R est une extension séparable de celui de A' d'a-
-1

pres (Dﬂ I8.6.9 (ii)), donc K. = K' puisque Kﬁ g;K'p

I
On en conclut donc que KI est une extension finie de K, donc [K c KP] <o+,

c.qg.f.d.

(VIT 4.1I) Corollaire : Soit A un anneau local noethérien contenant un corps

de caractéristique p # o, et dont le corps résiduel k est tel que

[k : kF] < + =. Les conditions suivantes sont équivalentes
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(1) A est un anneau géométrique.

(ii) A est un anneau universellement japonais.

~
(111) Les fibres du morphisme Spec(A) —— Spec(A) aux points génériques

de Spec(A) sont géométriquement réduites.




I2-80

VIIT - ANNEAUX EXCELLENTS

(VIITI 0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau excellent si A est

un anneau géonétrique universellement catenaire.
(VIII 0.I) Tout anneau excellent est un anneau de Nagata.
(VIIT 0.2) Tout anneau semi-local noethérien, complet est un anneau excellent.

(VIII 0.3) Tout anneau noethérien japonais ou universellement japonais de

dimension £ I est excellent.

(VIII I) Théoréme : Si A est un anneau excellent, il en est de méme de toute

A-algébre de type fini B.

Preuve : Découle de (VII I) et de (VIII O).

(VIII 2) Théoréme : Soit A un anneau noethérien.

On suppose que A vérifie 1'une des conditions suivantes :

(1) A est un anneau normal.

(i1) A est un anneau local unibranche.

(1ii) A est un anneau semi-local noethérien.

Alors pour que A soit un anneau excellent, il faut et il suffit que A soit

un_anneau géométrique.

Preuve : Découle de (VIII 0), (II 2.3), (II 2.4) et (II 2.5).

(VIIT 2.I) Corollaire : Soit A un anneau pseudo-géométrique réduit.

Alors la cl&ture intégrale A de A est un anneau excellent.
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(VIII 3) Théoreme : Soit A un anneau excellent. Alors A posséde les propriétés

sulvantes :

(I

(1) Pour tout anneau quotient intégre B de A, 1'anneau B (notation de

[4] 5.10.I7) est une B-algdbre finie.

(ii) Pour toute partie formée T de X = Spec(A) et tout O~module cohérent

W (o U = X-T) tel que pour tout x € A&i%?), on ait codim({x} N T, {x}) » 2,

i,(¢) (ot i : U~ X est 1'injection canonique) est un Oy-module cohérent.

(iii) Si A est local pour gque A soit un anneau unibranche (resp. intégre

et unibranche, resp. normal), il faut et il suffit que son complété A le soit.

Preuve : Découle de (VI 5), (III 2.3), (III 2.4) et (III 2.5).

(VIII 4) Remargue : A part le fait que les anneaux excellents possedent de
trés bonnes propriétés arithmétiques et que certaines de leurs propriétés

se conservent par complétion (on ne sait pas cependant si le complété d'un
anneau excellent A pour une topologie I-adique (I idéal de A) est encore ex-
cellent), on connalt trés peu de choses sur les anneaux excellents.

On ne sait méme pas si 1'anneau des séries formelles sur un anneau excellent

est excellent.
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