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LA THEORIE DES ANNEAUX JAPONAIS 

HanBt SEYDI 

Dans cet article, on essaie de classifier les divers concepts 

qui découlent du concept dTanneau japonais. Comme il est à peine moins facile 

dans ce domaine de démontrer de théorèmes que de trouver une terminologie qui 

convienne à tous, il y a de fortes chances que celle que nous utiliserons dans 

la suite de cet article ne soit admise par tout le monde, et nous nous en ex­

cusons par avance. 

Nous appelons anneaux de Mori, les anneaux intègres A tels que la 

clôture intégrale de A (i.e sa fermeture intégrale dans son corps des frac­

tions), est un A-module de type fini en hommage aux travaux de Y. Mori sur la 

finitude de la feriroture intégrale. Nos anneaux japonais distingués sont les 

anneaux de la classe (K) de £l2] (du moins s 1 ils sont noethériens ). Nos anneaux 

pseudo-géométriques sont les anneaux pseudo-géométriques A de [ioj qui véri­

fient en outre la condition supplémentaire suivante : pour toute A-algèbre de 

type fini B, 1Tensemble des points s de S = Spec(B) où l'anneau local 0 Q 

o, s 

est régulier et ouvert dans S. 

Nous appelons anneau de Nagata, les anneaux pseudo-géométriques 

universellement caténaires, c!est-à-dire les anneaux qui possèdent toutes les 

propriétés géométriques étudiées par Nagata dans ses divers articles d!algè­

bre coirmutative. 

Nous appelons anneau géométrique, tout anneau pseudo-géometrique A 

tel que pour* tout idéal maximal tfh de A, l'anneau local A ^ soit a fibres 

formelles géométriquement régulières, donc les anneaux excellents de 

Grothendieck sont nos anneaux géométriques qui sont universellement caténaires. 
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I - ANNEAU DE MORI 

( 1 . 0 ) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau de Mori, si A est 

intègre et si sa clôture intégrale A est un A-module de type fini 

( 1 . 0 . 1 ) Donc tout anneau intègre et intégralement clos est un anneau de Mori, 

et tout anneau de fractions d'un anneau de Mori, est un anneau de Mori. 

( 1 . 1 ) Théorème : Soit A un anneau de Mori. Alors tout anneau de polynômes 

B = ApT 1 . pour tout ensemble A est un anneau de Mori. 
L aJ a e A 

Preuve : Soient A la clôture intégrale de A et B ' = A[*T 1 
L aJa <~ A 

Alors B' = B[Aj , donc B ' est entier sur B et a même corps des fractions que 

B. En outre, B' est intégralement clos, donc B ' est la clôture intégrale de 

B . Donc B est un anneau de Mori puisque B ' = B[A] est un B-module de type 

fini, parce que A est un A-module de type fini. 

( 1 . 2 ) Théorème : Soit A un anneau de Mori noethérien. Alors tout anneau de 

séries formelles B = A C L T J ] ^ pour tout ensemble A (B désignant la réunion 

des = A[["Ta~|]a € ^, où E est une partie finie de A ) est un anneau de Mori. 

Preuve : Soient A la clôture intégrale de A et B ' = B[AJ . Alors B ' est un 

B-module de type fini ayant même corps des fractions que B . Pour prouver que 

B' est la clôture intégrale de B , il suffit de prouver que B ^ = B ^ [ X | est in­

tégralement clos pour toute partie finie E de A . Or B £ = A^jJ]^ ^, donc 

B ^ est intégralement clos (cf [lu] 4-7-.6, p . 2 0 0 ) , d'où la conclusion. 

(I.3.I) Proposition : Soit A un anneau semi-local intègre. Alors A est un 

anneau de Mori, si et seulement si pour tout idéal maximal fÏÏJp de A, l'anneau 

local A^y est un anneau de Mori. 
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Preuve : La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est suf­

fisante. Puisque A est semi-local et A ^ est un anneau de Mori, il existe 

une sous-A-algèbre finie A T de la clôture intégrale A de A tel que A'^= A ^ 

pour tout idéal maximal 4% de A. Donc A = A, dfoù la conclusion. 

( 1 . 3 . 2 ) Remarque : La proposition précédente n'est pas vraie si A n'est pas 

semi-local, même si A est noethérien (cf [iÔ] Ex.8, p . 2 1 1 ) . 

En revanche, on a le 

( 1 . 3 . 3 ) Théorème (Nagata) : Soient A un anneau intègre noethérien, K son corps 

des fractions, K' une extension finie de K, A' la fermeture intégrale de A 

dans K'. Pour que A' soit une A-algèbre finie, il faut et il suffit que les 

deux conditions suivantes soient satisfaites : 

i) Il existe f i o dans A tel que A£ soit une A^-algèbre finie. 

ii) Pour tout idéal maximal de A, la fermeture intégrale A^ de A ^ 

dans K' est une A-algèbre finie (donc aussi pour tout idéal premier p ̂ e. 

(Spec (A)), la fermeture intégrale A^ de A^ dans K' est une A^-algèbre finie). 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

( 1 . 3 . 3 . 1 ) Lemme : Soient A un anneau noethérien intègre et X = Spec(A). 

Supposons qu'il existe f (7*0) A tel que A^ soit normal. Alors Nor(X) (no­

tation de Q J ( 6 . 1 3 . 1 ) ) est ouvert dans X. 

Preuve : Alors D(f) £Nor(X). D'autre part, soit E = {p c As^(A/fA) | ou bien 

ht(p) = I et A n'est pas régulier, ou bien ht(p) > 1 } ; E est un ensemble 

fini, et a'après le critère de normalité de Serre ([Vf 5 . 8 . 6 ) , 

Nor(X) = X - LJ V(p), donc Nor(X) est ouvert dans X. 
p £ E 
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(1.3.3.2) Démonstration de (1.3.3) : Les conditions sont évidemment néces­

saires, car pour toute partie multiplicative S de A, S ̂  A 1 est la fermeture 

intégrale de S ̂ "A dans K, et est par hypothèse un S ̂ A-module de type fini ; 

et pour la condition (i), il suffit de prendre f = I. Pour voir qufelles sont 

suffisantes, soit (B^) la famille filtrante croissante des sous-A-algèbres 

finies de K', ayant K' pour corps des fractions et contenant un système gé­

nérateur du A^-module A^. Posons Y = Spec(A), = SpectB^), désignons par 

u-̂  le morphisme X^ — y Y et soient 

N O T ( X X ) , T A = u À(S x). 

Dfaprès le choix des on a (B^)^ = A^, donc Ŝ  est fermé d'après le lemme 

(1.3.3.1). Puisque u^ est un morphisme fermé, est fermé dans Y. 

Soit p 6 Spec (A), il existe alors d'après (ii) un A tel que (B^) = A^, et 

par suite tous les points de au-dessus de p appartiennent à Nor(X^) , en 

d'autres termes D T\ = c|) ; comme Y est noethérien et les T\ fermés dans Y, X A A 

il existe un A tel que = <J>, donc B^ est intégralement clos et comme son 
o o 

corps des fractions est K', on a B^ = A'. c.q.f.d. 
o 

(1.3.3.3) Corollaire : Soit A un anneau noethérien intègre. Alors les deux 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un anneau de Mori 

(ii) Il existe un élément f i o dans A tel que A soit un anneau de Mori 

et pour tout idéal maximal % de A, l'anneau local A^est un anneau de Mori. 

(1.4) Théorème : Soient A un anneau intègre et intégralement clos, A* = A[t] 

une A-algèbre finie monogène et sans torsion, et d le discriminant d'un poly­

nôme unitaire de degré minimum de t sur A et A' la clôture intégrale de A. 

Alors on a l'inclusion dA' C A. 

En particulier, si A est noethérien et d i o, A' est un A-nodule de type fini. 
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1.4.1. Lemme : Soient A un anneau intègre et intégralement clos, A 1 - A[TJ 

une A-algèbre finie monogène et sans torsion, et f(T) un polynôme unitaire 

de degré minimum de t sur A. Mors lrhomomorphisme *f : A[ÏJ — • A T de A-

algèbres défini par f(T) - t a pour noyau f(T) AÇT] , en d'autres termes 

A T - A[T]/f(T)A[T] et f (T) est unique. 

Preuve : L'homomorphisme canonique A' • A' K (où K désigne le corps 

des fractions de A) est injectif. Soit g(t) e K[T[ le polynôme minimal de 

t « A I sur K, alors A
T H K = K[T] /g(T)K[Tj . 

Puisque A' — • A a^K est injectif, g(T) a ses coefficients dans A d'après 

le lemme de Kronecker. Donc g(T) = f(T) à cause de la minimalité du degré 

de f(T). Alors A' — • A' «^K se factorise en 

A' A[T]/f (T)A[T] • A' caAK. 

Il est clair que *f est surjectif, il est aussi injectif puisque 

A' * A'&^K est injectif, d'où la conclusion. 

(1.4.2) Démonstration de (1.4) : On a donc A' * A[T]/f (T)A[T] OÙ f(T) est 

l'unique polynôme unitaire de degré minimum de t sur A. Si d = o, l'asser­

tion est triviale, nous pouvons donc supposer d t o. Soient K le corps des 

fractions de A, L une extension finie de K dans laquelle F(T) se décompose 

en polynôme du premier degré et Q l'anneau total des fractions de A' . 

Alors Q = K[t] - K[T]/f(T)K[T] . 

Soient aT,...,a (n = deg f) les racines de f(T) dans L ; alors il existe 

un K-homomorphisme <j>̂  : Q —> L tel que (j)̂ (t) = a^ quel que soit i = I,...,n. 

Soit b A', alors b = \ u. t3 (u. e. K, x = deg f). 
I<j<n-I 11 1 

Alors <j). (b) = \ u. â ". 
1 I<j<n-I 3 J 
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Si nous regardons ces égalités comme des équations linéaires en les inconnues 

u. , le déterminant D du système est égal à n (a^-a. ) (cf. Van der Monde), 
]

 2 i<j 1 3 

donc D = d. 

Puisque les 4>̂ (b) et les a^ sont entiers sur A, les du^ sont aussi entiers 

sur A. Mais du^ e K quel que soit i et A est intégralement clos, donc dbé A 1 , 

donc dAT C A ! . On voit donc que si d i o, Af est contenu dans le sous A T-

module de A^ engendré par donc A f est un A-module de type fini si A est 

noethérien et d / o. c.q.f.d. 

(1.4.3) Corollaire : Soit A un anneau de Mori noethérien. Alors toute A-al­

gèbre intègre finie contenant A, et dont le corps des fractions est une ex­

tension séparable de celui de A, est un anneau de Mori. 

Preuve : Soit A f une telle A-algèbre. Dfaprès le théorème de lfélément pri­

mitif, il existe t € A ? tel que Af et A[t] aient même corps des fractions. 

Soit A la clôture intégrale de A. Alors le polynôme minimal de t sur A est 

séparable, donc la clôture intégrale de A[tJ , qui est aussi celle de A ? , est 

un A-module de type fini, donc un A-module de type fini puisque A est un A-

module de type fini. c.q.f.d. 

(1.5) Théorème : Soient A un anneau de Mori et X = Spec (A). Alors 1 T ensemble 

Nor(X) des points de X, où l'anneau local 0 y est intégralement clos, est 
2\ , X 

ouvert dans X. 

Preuve : Soient A la clôture intégrale de A et X T = Spec(A). 

Soit f : X f — • X le morphisme canonique. Alors f^OO^,) est un 0^-module 

quasi-cohérent de type fini (|1Q 6.7 p.313) et Nor(X) est lfensemble des 

points x de X où 0 V • (f*(0v,)) est surjective, i.e l'ensemble des 
—A , X ™ X X 
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points x de X, où le 0^-module de type fini Coker(0^ — • f^CO^, )) est nul, 

qui est ouvert. c.q.f.d. 

(I.5.I) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien. 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Tout anneau quotient intègre de A est un anneau de Mori 

(ii) Pour tout anneau quotient intègre B de A, le complété B de B est 

réduit. 

Preuve : Montrons d'abord que (i) implique (ii). 

C'est clair, si dim(A) = o. Supposons que n = dim(A) > I. Il suffit tout 

simplement de prouver que si A est intègre, son complété fi est réduit. 

Si n = I, la fermeture intégrale de A est un anneau régulier, donc 

A C (A )^ est réduit. On peut donc supposer n >, 2. 

Soient X = Spec (A), X f = Spec (A) (où A désigne la clôture intégrale de A) 

et *f : X f — • X l!homomorphisme canonique. 

Soient S = X - Nor(X) et ST = ^"^(S). Puisque Nor(X) i <t> et f est surjectif. 

UT = Xf - S f i p , et ST est fermé dans X f puisque S est fermé dans X. 

Il existe donc un élément f eA' tel que f (s) i o pour tout point maximal s 

de S ! . Donc si p ! est un idéal premier minimal de fA! , p = p f f l A G Nor(X), 

donc ht(p) = ht(pT) = I (cf [ICQ 10.14, p.32) ; donc A^ est un anneau valua-

tion discrète ([10] 12.4, p.40) ; donc A^ = A !

p t ; dToù l!on conclut que 

A f/p ! et A/p ont même corps des fractions, donc le complété de A !/p f est ré­

duit puisquTil en est ainsi de celui de A/p. 

En appliquant donc le lemme de Zariski ([iÔ] 36.3, p. 132) à A' et f, on en 

conclut que le complété A ! de A f est réduit, donc % (CA 1) est aussi réduit. 

On a donc prouvé que (i) implique (ii). 
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Lf implication (ii) = > (i) découle du théorème suivant du à Mori, que nous 

démontrerons plus loin (II 4.7). 

(1.5.2) Théorème : Soit A un anneau semi-local noethérien intègre. Si le 

complété Â de A est réduit, alors A est un anneau de Mori 

Nous avons le corollaire suivant du à Nagata. 

(1.5.3) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien vérifiant les 

conditions équivalentes de (1,5,1) et X = Spec(A). Alors 1Tensemble Reg(X) 

des points x de X, où 1Tanneau local 0^ ̂  est régulier, est ouvert dans X. 

(1.5.4) Remarque : Si A est un anneau de Mori semi-local noethérien, le com­

plété k de A n'est pas nécessairement réduit (cf [l6] Ex. 6, p.208). 

Cependant, on a le résultat suivant : 

(1.5.5) Théorème : Soit A un anneau de Mori semi-local noethérien. On suppose 

que pour tout idéal premier p de A tel que A^ soit un anneau de valuation 

discrète, l'anneau quotient A/p est "formellement réduit" (i.e son complété 

est réduit). Alors le complété Â de A est réduit. 

Preuve : Soit A la clôture intégrale de A. DTaprès le raisonnement de (I.5.I), 

il existe un élément f e A tel que quel que soit 1 T idéal premier minimal p f 

de fÂ, p = p f O A e Nor(Spec(A)), donc ht(p) = ht(pT ) = I (cf [lu] 10.14, 

p.32), donc Ap est un anneau de valuation discrète (£lQl 12.1, p.40), donc 

A/p est "formellement réduit" par hypothèse. 

DTautre part, on a en particulier A , = A^, doncA/pf a même corps des frac­

tions que A/p, dfoù lTon conclut que A/p! est "formellement réduit" puisque 

(A/p)A et (Â/p)A ont même anneau total des fractions ( f : A/p — > A/p étant 

injectif et fini). 
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En appliquant maintenant le lemme de ZARISKÏ [10] 3b.3, p.132) a A et f r 

on en conclut que A est "formellement réduit", donc H est réduit puisque 

A C ( A ) A (A --> A étant injectif et fini).. c.q.f.d. 

( 1- * 5 . 6 ) Corollaire : Tout anneau semi-local noethérien intègre de 

dimension < I qui est un anneau de Mo.r:i est "formellement réduit". 

( 1 * 6 ) Théorème ( Zariski ) : Soient A un a n n e a u s e m i - .1 o c a. .1 noethéri en 

intégre dont le complété A est normal et B une A-algèbre finie intègre 

contenant A, et dont le corps des fractions est une extension séparable 

de celui de A. On suppose que pour tout idéal premier p de hauteur I de 

A. 
BJL le complété de 1 1 anneau semi-local B / p est réduit. et que B est 

BO.:riiia_l̂  Alors "le complété B de B est normal . 

Preuve : D'après le critère de Serre ([4] 5.8.6), il nous suffit de 

prouver que B' = B vérifie (S2) et (R;i) . Montrons d 1 abord que B 1 vérifie 

( R i ) . Soit p f un idéal premier de hauteur < I. Si p = p'nB^O, alors 

h L ( p ) : I, et puisque B f / p B f est réduit par hypothèse, on en conclut que 

p ' B ' x pB ' x r donc B r * est un anneau de valuation discrète puisque B r. 

est un anneau va]nation discrète (B est normal par hypothèse) . Si p o, et 

si K désigne le corps des fractions de A ® A L qui est normal, puisque A <8>̂ K 

est normal en tant qu'anneau de fractions de A et A ® A L = (A (8>AK ) <8>KL . 

On en conclut donc que B' vérifie (R i ) . Pour voir maintenant que B' 

vérifie (S?.) , on remarque d'abord que si p f E S p e c (B 1 ) et p 1 n B = o, 

ai ors B f p i est normal en tant q u f anneau de fractions de A 0 A L . Mais si 

p f n B •/ or alors si a o) G p* n B, l'anneau quotient B ' / a B ' 

complété de B/aB vérifie (S•-, ) , puisque B/aB vérifie (Si) (B étant 

normal) et pour tout idéal premier mini-
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mal p de aB, B'/pB' est réduit par hypoLhèse. Donc B'pi f est de 

profondeur > 2 , d'où la conclusion. 

Nous alIons appliquer le raisonnement précédent pour prouver la 

{ 1 . 6 . I ) Théorème de "Pureté 1 1 (Nagata-Zariski ) : So Lent S un schéma 

roqu 1 1er, ip : X -> S un morphisme fini et x un point do S. 

On suppose vé r L f i.ées 1. e s co nd i. t; i on s s u i. v a n 1: e s : 

( i- ) x o s L u n p o 1 n L u n i. b r: a n c ho do .X. ou X véri. f.'lo ( S |- ) 

( i i ) d i m ( 0 x, x ) = d i m (0g tp ( x ) ) ( cond. i t i o n q u i e s t s a t i s f a i t e s i X 

e t S son t i.nt ogres et. ip do m i. [ia.nl. ) . 

{ 1 . 6 . 3 ) T h é o r ème de n o r m a 1 i. t é a. n a. 1 y t i. q; u e ( Z a r i s k 1 N a g a t a - G r o t h end 1. e c k ) 

Soient A un anneau se m t -local. noeLhé ir: ion et A sa clôture intégrale. On 

y upp p_s o. vé r L \ j ces J es __c;pn djj, i on s su i va nLos : 

( i ) 1 i Q S f i b res f o rmo 1 J es _dj\_A___uux „£)_pj nl.il _c]énqr_i.ç^ios_jdos 

eompo_sa_n_l._e.s_ J r réciuct j b I es_de__Spoe (A)_ so_nt nqj-rriu 1 os__J_co _ qu [ i rnp 1. i.que que 

1c 1 comp 1 él p__ A de A__ e s t ro c J u j_ [_£__ don c :. A c ̂ s_l _ _un A. _mp d_u 1_ o do Ly_ >_o 1 i j H _ ( cf 

1 L^A^JA-i o l à ^ o £ l i o r i un anneau s emu 1 oca 1 noo i hér i on) 

( i i ) iiQ_u r_J_r__u_L _J.déa 1 j>jj\rrm__C P_!„_de.A _do h<ju tour 1 , le comp 1 et é 

I 'anncci _u qup L i on _t _ A / p e i i t _ r o _duj l . 

A I ors. .JjL.5iPmp.l_ei p_ J3__do... l_[à [mpa u__ A__qs l,_ no r.ma J____e_.t. B est la cl ôf u ro 

Lni.-Ç.0..Ĉ  L(2 de Â. 

Preuve : Puisque A est: un A -module de type fini, on voit faci Lente ni que 13 

et A ont mène anneau total des fractions ; et puisque B est: un A. -module de 

type fini (puisque A est: un A module de type fini) , pour prouver que B est: 

la clôture intégrale de Â, il suffit donc: de prouver que B est normal. 

Pour cela, on remarque que si p' est un. idéa L premier de B tel que p ' n 7v 

http://ia.nl
http://nl.il
http://eompo_sa_n_l._e.s_
http://JjL.5iPmp.l_ei


1 2 - 1 1 

soit minimal comme idéal premier de A, posant p = p T o A , 

alors p f\ A est un idéal premier minimal de A, donc Â est normal d'après 

lfhypothèse (i), donc B , qui est un anneau de fractions dTune A -algèbre 

A 

finie contenu dans le corps des fractions de A^ est aussi normal. 

On vient donc de prouver que pour tout idéal premier p' de B tel que A H p' 

soit un idéal premier minijial de A, l'anneau local B^, est normal. 

Donc l'hypothèse (ii) permet par le même raisonnement fait dans (1.6) pour 

prouver que B vérifie (S^) et (R^), de prouver que B vérifie (S^) et (Rj), 

donc que B est normal (cf [4] 5.8.6). c.q.f.d. 

(1.6.4) Remarque : 

(i) Le théorème (1.6.3) a été d'abord prouvé par Zariski (\j3] ), en 

supposant que A est un localisé d'une algèbre de type fini sur un corps, 

Nagata l'a étendu aux localisés des algèbres de type fini sur un anneau de 

Dedekind qui est un anneau japonais (cf (II.O)), et finalement Grothendieck 

(M I• 6.1) a montré que le théorème reste vrai en supposant seulement que 

les fibres formelles de A sont géométriquement normales, hypothèse qui est 

plus forte que la conjonction de nos hypothèses (i) et (ii). 

(ii) Dans l'énoncé de (1.6), on remarque que le fait que A est normal 

implique A est normal, donc le fait que B est une A-algebre intègre finie 

contenant A et dont le corps des fractions est une extension séparable de 

celui de A, est équivalent au fait que B est une A-algèbre entière intègre 

contenant A, et dont le corps des fractions est une extension séparable de 

celui de A (cf. 1.4.3). 

(1.7) Théorème (lemme de Hironaka) : Soient A un anneau noethérien et x un 

élément appartenant au radical de Jacobson de A. On suppose vérifiée l'une 

des conditions suivantes : 
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(i) Pour tout idéal maximal de A, 1Tanneau local B = A ^ est un an­

neau de Mori et pour tout idéal premier minimal PT de xB (où B désigne la 

clôture intégrale de B), P' D B est un idéal premier de hauteur I (cette der­

nière condition est satisfaite si A est universellement caténaire). 

(ii) Pour tout idéal maximale de A, l'anneau local B = A ^ est in­

tègre et l'anneau B ^ (notation de [V] 5.10.17) est une B-algèbre finie. 

(iii) A est caténaire et vérifie (S^) et pour tout idéal maximal )ïy 

de A, l'anneau local B = A,^ est équidimensionnel et pour tout idéal premier 

minimal q de B = A ^ , posant B Q = B/q, 1 ' anneau B^'* (notation de Qfl 

5.10.17) est une B^-algèbre finie. 

On suppose de plus vérifiées les deux conditions suivantes : 

a) xA n'a qu'un seul idéal premier minimal p, et 

xA = p A et dim (A ) = I. 
P P P 

b) A/p est intégralement clos. 

Alors A est intègre et intégralement clos et p = xA, et di_m(A/xA) = dim(A)-I 

(cf [3] 16.3.7). 

Nous aurons besoin du lemme suivant mis en évidence par D. Ferrand et 1!auteur. 

(I.7.I) Lemme : Soient A un anneau noethérien et x e A tel que p - xA soit 

un idéal premier non minimal. Alors les conditions suivantes sont équi­

valentes : 

(i) A est intègre 

(ii) A est séparé pour la topologie p-adique. 

Preuve : (i) implique (ii) d'après ([ÎMJ Théorème 13, Corollaire p.220, 

Volume I). 
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Montrons maintenant que (ii) implique (i). Soit A ? le sépare complété de A 

pour la topologie p-adique. Alors A'/xAf - A/xA, donc p' = xA? est un idéal 

premier qui n'est pas minimal puisque A — • A T

 f est fidèlement plat. 
P P 

En outre A — • A f est injectif. Il suffit donc de prouver que A' est intègre. 

On est donc ramené au cas où A est séparé et complet pour la topologie p-

adique. Soit q un idéal premier minimal de A contenu dans p = xA. Puisque 

x ̂  q, on vérifie vien que q = xq (en effet si a & q, alors a = xb donc b ̂  q 

puisque x q), donc q = o d'après le lemme de Nakayama, i.e o est un idéal 

premier, donc A est intègre. 

(1.7.2) Corollaire : Soit A un anneau noethérien. S'il existe un idéal pre­

mier de A non minimal, qui est monogène et contenu dans le radical de Jacob son 

de A, alors A est intègre. 

(1.7.3) Démonstration de (1.7) : Supposons le théorème démontré pour les an­

neaux locaux. Alors pour tout idéal maximal , on aura PAj^ = e _ t ^>)i% 

est normal, donc A est normal et p = xA, donc aussi A est intègre d'après 

(1.7.2). On est donc ramené au cas où A est local. 

(i) Supposons d'abord que A satisfasse à la condition (i). 

Donc A est intègre puisqu'il est local. Soit A la clôture intégrale de A et 

soit p' un idéal premier minimal de xA. Puisque p' Pi A est de hauteur I par 

hypothèse, alors p' f) A = p, donc A f , = A^ puisque le second est un anneau 

de valuation discrète d'après a). On en conclut donc que p' est unique puis­

que p = A' 0 pAp. Mais P fA f , = x A ? p " d o n c ^ = x A ? Pu^-Sclue A* e s t m a n ~ 

neau de Krull (II 6) et p' est le seul idéal premier minimal de xA' . 

D'autre part, A/p et A'/p' ont même corps des fractions puisque A 1 , = A , 

donc *f : A/p — • A'/p' est un isomorphisme puisque le premier est intégrale-
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ment clos et *P est entier. On a donc A' = A + p f = A + xA T, donc A = A f 

dTaprès le lemme de Nakayama puisque x est contenu dans le radical de Jacobson 

de A et A T est un A-module de type fini, donc A est intégralement clos et 

p = p f = xA. Le théorème est donc établi dans ce cas. 

(ii) Supposons maintenant que A satisfasse à la condition (ii). 

Soit p' un idéal premier minimal de xA^\ Alors p'P) A est de hauteur I. 

Donc comme précédemment, on a A^' p 1 = A^ et p 1 est unique et égal à 

A ( I ) H pA p et A/p — • A ( I )/p T puisque A ( I ) vérifie (S2) ([4] 5.10.17) et p
T 

est le seul idéal premier minimal et p ! A^j^ = x A^ d'après le théorème de 

décomposition primaire. Donc A = A ^ d'après le raisonnement fait pour A' 

dans ( ) puisque par hypothèse A ^ est un A-module de type fini. Donc 

p = xA, et A est intégralement clos d'après (1.7.4). 

(iii) Supposons maintenant que A satisfasse à la condition (iii). 

Soit X = Spec(A), alors V(xA) = Z n'est contenu que dans une seule compo­

sante irréductible X Q de X puisque A^ est intègre. Soient X-p... ,X^ les autres 

composantes irréductibles de X. Puisque Z n'est contenu dans aucun des X^ 

(I<i<n), alors dim(Z) > dim(X^ f) Z) quel que soit i = I,...,2. 

Or codim(X^f) Z,X^) = I quel que soit i = I,...,2, 

donc dim(X^) = dim(X^0 Z) + codim(X^ f) Z,X^) (puisque X est caténaire (cf 

[4] 14.3.3 c))) < dim(Z) + codim(X f) Z,X ) = dim(X), donc X est la seule u J o o o 

composante irréductible de X puisque X est équidinensionnel. Donc puisque A 

vérifie (S^) et X est irréductible, alors A — • A^ est injectif parce que 

S = A - p ne contient aucun diviseur de zéro de A, donc A est intègre puisque 

Ap est intègre. On voit donc qu'on est ramené au cas (ii). 

Il nous reste donc à prouver : 
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(1.7.4) Proposition : Soient A un anneau noethérien et x g. A tel que p = xA 

soit un idéal premier non minimal de A contenu dans le radical de Jacobson 

de A. Alors A est intègre et intégralement clos. 

Preuve : Soit A T le séparé complété de A pour la topologie p-adique. 

L!homomorphisme canonique A — > A' étant fidèlement plat, pour prouver que A 

est intègre et intégralement clos, il suffit de prouver que A 1 est intègre et 

intégralement clos. On peut donc supposer que A est séparé et complet pour la 

topologie p-adique puisque p' = xA' est un idéal premier (A'/p' - A/p) non 

minimal (ht(p') = ht(p) = I cf [ioj 10.14 p.32). D'après (I.7.I), A est in­

tègre. Soit A sa clôture intégrale. Soit p ! un idéal premier minimal de xA. 

D'après (II 6.3) p T C\ A As^(A/xA) = {p} , donc p ! O A = p, ce qui prouve 

que p T est unique et égal à A f) pA_̂  et A p î - A • Donc p ! = xA puisque A est 

un anneau de Krull (II 6) et p' est le seul idéal premier minimal de xA et 

pÂ p = xÂ (cf [10] 33.3 p. 115). 

En outre, A/p et A/p' ont menB corps des fractions puisque A p = A p î , donc 

*f : A/p — • A/pT est un isomorphisme puisque *f est entier et A/p est inté­

gralement clos. D'autre part, d'après (II 4.1) la topologie p'-adique de A 

est induite par celle de A , donc est séparé puisque A p T est noethérien. 

En appliquant donc le lemme de Chevalley (£lCQ 30.6 p. 105) à l'anneau A , on 

voit que A est engendré en tant que A-module par l'élément I, donc A = A . 

c.q.f.d. 

(1.7.5) Corollaire : Soient A un anneau noethérien caténaire et X p . .. ,x des 

éléments appartenant au radical de Jacobson de A. On suppose que 

ht( J x. A) = r et eue ) x. A 
l£i<n If.1!11 

n'a qu'un seul idéal premier minimal p et que pA = \ x^ A . 
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On suppose de plus satisfaites les conditions suivantes : 

(i) A satisfait à l'une des conditions (i), (ii) et (iii) du lemme de 

Hironaka (1.7) et tout anneau quotient intègre B = A/q avec q c p satisfait 

à l'une des conditions (i), (ii) et (iii) du lemme de Hironaka. 

(ii) A/p est intégralement clos. 

Alors A est intègre et intégralement clos et p = £ x. A. 
I<i<n 

En outre, pour tout entier i (l£Î<n), l'anneau quotient A. = A/ £ x. A 

est intègre et intégralement clos et dim(AO = dim(A) - i. 

Preuve : Nous allons raisonner par récurrence sur n. 

Si n = I, on applique le lemme de Hironaka. Supposons donc n > I. 

Soit q un idéal premier minimal de x^A. Si p' est un idéal premier minimal 

de q + l x.A, alors ht(p'/q) < n-I, d'après le Primidealsatz de Krull 

r i ^ 1 • • 

( LJOJ 9.3 p. 26), donc ht(p') < n puisque A p ! est caténaire et èquidimen-

sionnel et ht(q) >< I d'après le Hauptidéalsatz de Krull (]jO]9.2 p. 26), 

donc p' = p, et par conséquent q C p. Mais les Xjyj forment un système ré­

gulier de paramètres de A p, donc q est unique et qA^ = x A . Soit A' = A/q. 

En appliquant l'hypothèse d'induction à A' et au x. mod q (2<i<n), on voit 

que p/q = (q + J x.A) / q et que A j (q + \ x.A) est intègre et in-
i^i r̂i 1 ililn ^ 

tégralement clos, de dimension égale à dim(A/q) - (i-I) = dim(A) - i pour 

Ififn. 

En appliquant maintenant le lemme de Hironaka à A et x^ compte tenu du fait 

que XjA n'a qu'un seul idéal premier minimal q et qA^ = x^ A^ et A/q est 

intègre et intégralement clos, on en conclut que A est intègre et intégrale­

ment clos et q = x-j-A. Ceci termine la démonstration. 

(1.7.6) Corollaire : Soient A un anneau noethérien tel que pour tout point 

fermé x de X = Spec (A), l'anneau local 0^ ̂  soit équidimensionnel et 
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xI*****xn d e s éléments appartenant au radical de Jacobson de A. On, suppose : 

(i) £ x.A = n , l x.A n'a qu'un seul idéal premier minimal p, 
I<i<n 1 ïlîin 1 

pAp = £ x i A p e t A/p est intègre et intégralement clos, et A vérifie (Sj). 

(ii) On suppose que l'une des deux conditions suivantes est satisfaite : 

a) A est quotient d'un anneau de Cohen-Macaulay. 

b) A est universellement caténaire et pour tout anneau quotient 

intègre B = A/q avec q c p et tout idéal maximal ̂  de B, l'anneau local B ^ 

est un anneau de Mori. 

Alors A est intègre et intégralement clos et p = £ x.A. 
I<i<n 1 

En outre, pour tout entier i (I^i<n), l'anneau quotient A. = A / £ x.A 

Preuve : En effet dans le cas a), A et tous ses quotients intègres vérifient 

la condition (iii) du lemme de Hironaka (cf I 7), et dans le cas b), A et 

tous ses quotients intègres B = A/q avec q c p vérifient la condition (iii) 

du lemme de Hironaka. D'où la conclusion compte tenu de (1.7.5). 

(1.7.7) Théorème (Nagata-Samuel) : Soit A un anneau local noethérien. 

Alors A est un anneau régulier, si et seulement si A est de multiplicité I, 

et si son complété A est équidimensionnel et vérifie (S^ ). 

Preuve : Quitte à remplacer A par A(X) (cf flCJ] 6.14 p. 18), on peut supposer 

que le corps résiduel de A est infini. D'autre part, A étant de multiplicité I, 

on est ramené à prouver le théorème quand A est complet puisque pour prouver 

que A est régulier, il suffit de prouver que A est régulier. On supposera donc 

que A est complet et à corps résiduel infini. Nous raisonnerons par récurrence 

sur n = dim(A). Si n ̂  I, A est un anneau de Cohen-Macaulay puisqu'il vérifie 
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(S-j.) par hypothèse, donc A est régulier d'après (flO] § 25, p. 82). 

Supposons maintenant n >y 2. En appliquant la formule de transitivité ([l0] 

23.5, p. 76), on obtient I = m(A) = \ m(A/p) long(A ), où p parcourt l'en­

semble des idéaux premiers minimaux de A, donc A n'a qu'un seul idéal pre­

mier minimal p et A p est un corps, par conséquent A est intègre puisqu'il 

vérifie (S^). Soit x un élément superficiel de A, alors m(A/xA) = I et A/xA 

est équidimensionnel puisque A est caténaire (cf [lu] 34.4, p. 124), en ap­

pliquant alors la formule de transitivité à A/xA, on voit comme précédemment 

que xA n'a qu'un seul idéal premier minimal p et que m(A/p) - I et pA p = xAp. 

D'après l'hypothèse de récurrence A/p est un anneau régulier. Or la fermeture 

intégrale A de A est un A-module de type fini et pour tout idéal premier mini­

mal p' de xA, p'O A est de hauteur I (puisque A est universellement caténaire 

et (cf [il] 1.2)), donc p' D A = p puisque x e p' n A. 

On en conclut donc d'après le lemme de Hironaka (1.7) que p = xA, donc A est 

régulier ( Qf| 17.1.8) puisque A/xA est régulier. 

(1.8) Théorème : Soient A un anneau noethérien intègre et x un élément de A. 

On suppose vérifiées les conditions suivantes : 

(i) A est séparé et complet pour la topologie xA-adique. 

(ii) xA n'a qu'un seul idéal premier minimal p, et si A désigne la clô­

ture intégrale de A, pour tout idéal premier minimal p' de xA, on a p'QA - p. 

(iii) A/p est un anneau de Mori et pA = xA . — e * p p 

Alors A est un anneau de Mori. 

Preuve : En effet, en raisonnant comme dans (1.7), on prouve que xA = p' est 

un idéal premier et p' C\ A = p, donc A p = A , et à fortiori A/p' est contenu 

dans la clôture intégrale de A/p, donc A/p' est un A/p nodule de type fini. 
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D'autre part, A est sépare pour la topologie xA-adique d'après (II 4.1), 

donc A est un A-module de type fini d'après le lemme de Chevalley ( Qio] 3û.6 

p. 105) puisque A/xA est un A/xA-module de type fini et A est sépare et com­

plet pour la topologie xA-adique. c.q.f.d. 

(1.8.1) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intègre et x un élément 

de A. On suppose vérifiées les conditions suivantes : 

(i) A est séparé et complet pour la topologie xA-adique. 

(ii) xA n'a qu'un seul idéal premier minimal p. 

(iii) A/p est intégralement clos et pour tout idéal premier p T ce 

hauteur I dans la clôture intégrale de A contenant x, on a p' C\ A = p. 

Alors A est intégralement clos et p - xA. 

Preuve : Elle découle du lemme de Hironaka (1.7) et de (1.8). 

(1.8.2) Remarque : Soient A un anneau noethérien intègre et A sa clôture in­

tégrale. Soit p' un idéal premier de hauteur I de A. Alors p = p 1 O A est un 

idéal premier de hauteur I de A, si A est universellement caténaire (cf [il] 

1.2) ou bien si A vérifie (S^)-

(1.9) Théorème : Soient A un anneau local et A' son henselisé (resp. son hen-

selisé strict). Alors pour que A' soit un anneau de Mori, il faut et il suf­

fit que A soit un anneau de Mori unibranche (resp. un anneau de Mori géomé­

triquement un ibr anche ). 

Preuve : En effet, pour que A' soit intègre, il faut et il suffit que A(CA') 

soit intègre et unibranche (resp. géométriquement unibranche). Et s'il en est 

ainsi si A désigne la clôture intégrale de A, alors A E^A' est la clôture in-
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tégrale de A 1 ( ), et puisque A f est un A-module fidèlement plat 

( ), pour que A soit un A-module de type fini, il faut et il suf­

fit que A H^A 1 soit un AT-module de type fini. 
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II - ANNEAUX JAPONAIS 

(11.0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau japonais si A est 

intègre et si la fermeture intégrale de A dans toute extension finie de son 

corps des fractions est un A-module de type fini. 

Il revient au même de dire que toute A-algèbre finie contenant A, qui est 

intègre, est un anneau de Mori. 

(II.O.I) Tout anneau japonais est donc un anneau de Mori, mais la réciproque 

n'est pas vraie, même si l'anneau est régulier. 

(II.0.2) (i) Si A est un anneau japonais, tout anneau de fractions de A est 

un anneau japonais. En outre, toute A-algèbre finie contenant A qui est in­

tègre, est un anneau japonais. 

(ii) D'autre part, pour tout homomorphisme injectif et fini *p : A — • B 

d'anneaux noethériens intègres, pour que B soit un anneau japonais, il faut 

et il suffit que A le soit. 

(II.0.3) Un corps est un anneau japonais. 

(11.1) 'Théorème : Soit A un anneau noethérien intègre. 

Mors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un anneau japonais. 

(ii) Il existe un élément f (to) de A tel que A^ soit un anneau japonais, 

et pour tout idéal maximal 'tYb de A, l'anneau local A ^ est un anneau japonais. 

Preuve : Elle découle de (1.3.3) et de la définition (II.0). 
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(11.1.0) Remarque : Un anneau semi local intègre A est un anneau japonais, 

si et seulement si pour tout idéal maximal , l f anneau local A^est un 

anneau japonais. Pour le voir, il suffit d'appliquer le raisonnement de 

(1.3.I). 

(II.2) Proposition : Soit A un anneau noethérien intègre. Alors A est un an­

neau japonais, si et seulement si la fermeture intégrale de A dans toute ex­

tension radicielle finie de son corps des fractions, est un A-module de type 

fini. 

Preuve : Soit K ! une extension galoisienne finie du corps des fractions K de 

A. Soit K" la plus grande extension radicielle de K contenue dans K T. 

Alors Kf est une extension séparable de K M. Soit A" la fermeture intégrale 

de A dans K". 

Supposons que A!î soit un A-module de type fini, alors A" est un anneau noethé­

rien normal, donc la fermeture intégrale de A" dans K !, qui est un Af,-module 

de type fini, donc un A-module de type fini. Or, toute extension finie de K 

est contenue dans une extension galoisienne finie de K. Donc si la fermeture 

intégrale de A dans toute extension radicielle finie de K est un A-module de 

type fini, il en est de même de sa fermeture intégrale dans toute extension 

finie de K puisque A est noethérien, d!où la conclusion. 

(11.2.1) Corollaire : Soit A un anneau noethérien intègre dont le corps des 

fractions est de caractéristique 0. Alors A est un anneau japonais, si et 

seulement si A est un anneau de Mori. 

En particulier, tout anneau noethérien intègre et intégralement clos, dont 

le corps des fractions est de caractéristique 0 est un anneau japonais. 
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(II»2) Théorème (Nagata) : Soit A un anneau japonais noethérien. 

Alors tout anneau de polynômes à un nombre fini de variables B = AJT^,... ,Tj 

est un anneau japonais. 

Preuve : Soit L T une extension radicielle finie du corps des fractions L de B. 

Il existe alors une puissance q de 1Texposant caractéristique de L et des 

éléments a^,...,a a A tels que 

L 1 C L C a ^ V . . ^ 1 7 ^ ^ , . . . , ^ ) = L". 

— I 5 n 5 I 5 5 r 

Soit AT la clôture intégrale de A ^ ^ , . . . ,a^^j qui est un A-module de type 

fini puisque A est un anneau japonais, alors B T = A T [T^^, . .. ,1^^] est une 

B-algèbre finie et un anneau intégralement clos ; donc B" est la fermeture 

intégrale de B dans L". On en conclut donc que la fermeture intégrale de B 

dans Lf est un B-module de type fini. c.q.f.d. 

(II.3) Théorème : Soient A un anneau noethérien et B une A-algèbre intègre 

contenant A qui est un anneau de fractions dTune A-algèbre de type fini. 

On suppose vérifiées les conditions suivantes : 

(i) A est un anneau japonais. 

(ii) Le morphisme canonique <f : Spec(B) — • Spec(A) est universellement 

générisant ( D Q 3.9.2, p. 253) en tout point fermé de Spec(B). 

Alors B est un anneau japonais. 

On aura besoin des théorèmes suivants : 

(II.3.1) Théorème : Soient f : X — • S et h : Y — • S des morphisme de sché­

mas localement de présentation finie et g : X — • Y un S-morphisme. 

Soient s un point de S, Z une composante irréductible de X, de point géné­

rique z, x un point de Z et y - g(x). 
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On suppose 

(i) f est universellement ouvert au point z. 

(ii) dim (X ) = dim(Z). 
x s 

(iii) Y g est géométriquement normal en y sur k(s). 

(iv) dim (X ) - dim (Y ) x dim (g"I(y)). 
x s y s x x &s J 

Alors g est universellement ouvert en tous les points dtun voisinage de x 

dans Z. 

La démonstration de ce théorème sera donnée dans \b\ . 

(11.3.2) Théorème (Nagata) : Soient A un anneau japonais noethérien et B une 

A-algèbre affine (i.e B est un anneau de fractions dTune A-algèbre de type 

fini et intègre B f contenant A). 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) B est un anneau de Mori (resp. un anneau japonais) 

(ii) Pour tout idéal maximal ftb> de B. lfanneau local A ^ est un anneau 
2 

de Mori (resp. un anneau japonais). 

Preuve : Dfaprès le théorème de normalisation ( [joj 14.4, p. 45), il existe 

un élément f (̂  o) de A, des indéterminées T-p... ,T^ et un homomorphisme in­

jectif et fini *f : Â [T-j-,. .. ,T^J • B^, donc B̂ - est un anneau japonais 

dfaprès (II.2) et (II.2 (i) et (ii)), dfoù la conclusion d!après (I ) et 

(II.I). 

(11.3.3) Démonstration de (II.3) : Soit C (CB) une A-algèbre de type fini 

telle que B soit un anneau de fractions de C. Soit x un point fermé de Spec(B). 

Désignons également par x son image dans Spec(C). Alors d!après (JV] I3.3.I.I) 

le morphisme *f : Spec(C) — • Spec(A) se factorise en 

Spec(C) —Spec(Ap ,

I,... 5T i 3 ) — • Spec(A) 



12-25 

avec g quasi fini en x et tel que si s désigne l'image de x dans Spec (A), 

x soit un point maximal de X où X = Spec (S) dim (X ) = r, donc g est uni-
S X s 

versellement ouvert en x d'après (II.3.1) puisque^ est universellement ou­

vert en x (cf II.3.1) ; donc g est un morphisme dominant, 

i.e R = AJTj,... — • C est injectif. Or 0 X x (où X = Spec(O) est un 

anneau de fractions d!une R-algèbre finie contenue dans C dfaprès le Main 

Theorem de Zariski ([4] 18.12.13), donc 0^ ̂  est un anneau japonais d'après 

(II.2), (II.0.2 (i) et (ii)), dfoù la conclusion d'après (II.3.2). 

(II.3.4) Corollaire : Soient A un anneau japonais noethérien et B une A-al­

gèbre essentiellement affine qui est un A-module plat. Alors B est un anneau 

j aponais. 

(II.4) Théorème : Soient A un anneau noethérien intègre et x un élément de A . 

On suppose vérifiées les conditions suivantes : 

(i) p = xA est un idéal premier et A est séparé et complet pour la to­

pologie p-adique 

(ii) A/p est un anneau japonais. 

Alors A est un anneau japonais. 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

(II.4.1) Lemme : Soient A un anneau et x un élément de A non diviseur de zéro 

dans A tel que p - xA soit un idéal premier. Alors x nA est lfimage réciproque 

dans A de x11 A^ quel que soit n > I. 

Preuve : Si n = I, l 1 assertion est évidente. Supposons qu'elle soit établie 

pour n = m >, I. Soit b un élément appartenant à 1 ! image réciproque dans A de 
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x m + I A . Donc b/I e x m + I A^, donc il existe s 6: A-p tel que sb e x m + IA Q p, 

donc b c p = xA, i.e b = xbT avec b f ̂  A, donc sbT <s x mA puisque x nfest pas 

diviseur de zéro dans A, donc bT/I 6 x m A , donc b f e x mA d'après l'hypothèse 

de récurrence,dfortiori b <~ x m + IA. c.q.f.d. 

(II.4.2) Démpnstration de (II.4) : Nous allons d'abord démontrer le théorème 

dans le cas où A est intégralement clos. Si x = o, l'assertion est triviale. 

Nous pouvons donc supposer x i o. Nous devons prouver que la fermeture in­

tégrale A' de A dans toute extension radicielle finie L du corps des fractions 

K de A est un A-module de type fini. Soit q une puissance de l'exposant ca­

ractéristique de K telle que L^CK, Quitte à agrandir L, on peut supposer 

qu'il existe un élément y appartenant à L tel que y q = x. 

Posons V = A : alors V est un anneau de valuation discrète, donc sa fermeture 
P 

intégrale V - S"""̂A' (avec S = A-p) dans L est un anneau de valuation discrète, 

dont l'idéal maximal A%? est l'ensemble des x' e L tels que x' q e 4?L> = xV, 

et dont le corps résiduel W-lîb1 est une extension finie du corps résiduel 

V//TKI de V (Bourbaki, Al. Comm., Chapitre IV, § 8, n° I Lemme 2). 

Montrons maintenant que pour tout entier n I, on a 

(III.4.2.0) .<îyVnA A' = yrA' 

Puisque y q = x e Mb > alors y <c JW\i , donc ynA' o WL>!n 0 A. 

Inversement, soit x' £ Wl?U C\ A' ; posons x' = z'yn avec z' € L , 

x' q €. K 0 A' = A (puisque A est intégralement clos). D'autre part, x' est 

somme de produits "t-j-.-.t̂  avec t^£ />YL>f ̂  donc x ' q e W\P puisque t^€ fflh , 
donc x'q € WUn 0 A = x nA d'après (II.4.1) ; or x' q = z' q(y n) q = z ? qx n, donc 

z'q e A, donc z' £ A', i.e x' e yRA'. 

On a donc fini de prouver la relation (II.4.2.0). 
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On déduit en particulier de la relation (II 4.2.0) et du fait que x = y q, 

que la topologie x Af-adique de Af est induite par la topologie ^ 1-adique 

de Vf qui est séparée puisque V f est noethérien, donc la topologie xAT-

adique de A f est séparée. 

D'autre part, en appliquant (II 4.2.0) pour n = I, on voit que p* = yAf est 

un idéal premier, et Vf = A ! , . Donc V V W est le corps des fractions de 

AVyA f . Mais puisque AVyA ? est entier sur A/xA (yA! 0 A = xA et A' est en­

tier sur A), on en conclut que AVyA 1 est un A/xA-module de type fini puis­

que A/xA est noethérien et VWYYV est une extension finie du corps des frac-

k k+I 

tions de A/xA. Or pour tout entier k, y A1/y A f - AVyA 1 , donc 

A f/y qA T - AVxA T est un A/xA-module de type fini. Donc A 1 est un A-module 

de type fini dTaprès le lemme de Chevalley (JJÔ] 30.6, p. 105), ce qui ter­

mine la démonstration du théorème dans le cas où A est intégralement clos. 

Nous donnerons la démonstration du cas général plus loin. 

(II 4.3) Corollaire : Soit A un anneau noethérien japonais. Alors tout anneau 

de séries formelles à un nombre fini de variable B - A[[Tj,... 5T^Q est un 

anneau japonais. 

Preuve : Soit A ! la clôture intégrale de A. Alors A f est un A-module de type 

fini, donc B 1 = A T [[T^,... 5T J] est un B-module de type fini. On est donc 

ramené à prouver que B T est un anneau japonais d'après (II 0.2 (ii)). 

En raisonnant par récurrence sur r, on est ramené au cas r = I. 

Mais B T = A[[Tj"|"] est un anneau intégralement clos noethérien i[l6] 47.6, 

p. 200), B est séparé et complet pour la topologie T^-adique. DTautre part, 

BVT-j-B - A est un anneau japonais (donc p = T^B est un idéal premier), donc 

B f est un anneau japonais d'après le cas déjà établi de (II 4). 
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(II 4.4) Corollaire : Soit A un anneau local noethérien intègre et complet. 

Alors tout anneau de séries restreintes à un nombre fini de variables 

B = A{TI5...,T^} est un anneau japonais. 

Nous donnerons la démonstration de (II 4.4) plus loin (II 6.8). 

(II 4.5) Corollaire (Mori-Nagata) : Tout anneau local noethérien intègre et 

complet est un anneau japonais. 

Preuve : Soit A un anneau local noethérien intègre et complet. 

D'après le théorème de structure de Cohen et (II 0.2 (ii)), pour prouver que 

A est un anneau japonais, on peut supposer que A est régulier. Nous raison­

nerons par récurrence sur n = dim(A). Si n = o, A est un corps donc un anneau 

j aponais. 

Supposons n > I et l'assertion établie pour les anneaux locaux réguliers com­

plets de dimension < n. Soit x un élément de A n'appartenant pas au carré de 

l'idéal maximal de A. Alors A est séparé et complet pour la topologie xA-

adique, p = xA est un idéal premier et A/xA est un anneau local régulier et 

complet de dimension n-I, donc un anneau japonais d'après l'hypothèse de 

récurrence, donc A est un anneau japonais d'après le cas déjà établi de (II 4) 

puisque A est un anneau intégralement clos d'après ([lu] 25^14 p. 87) c.q.f.d. 

(II 4.6) Corollaire (Mori) : Soit A un anneau semi local noethérien dont le 

complété A est réduit. Alors la clôture intégrale A de A est un A-module de 

type fini. 

Preuve : Puisque A, A est réduit. Soient A^ (I^i^n) les quotients de A par 

ses idéaux premiers minimaux. Alors A est composé direct des clôtures inté­

grales A^ des A^ (I^i<n), donc A est un A-module de type fini puisque chaque 
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est un A^-module de type fini, donc un A-nodule de type fini. c.q.f.d. 

(II 4.7) Corollaire (Mori) : Tout anneau semi-local noethérien intègre dont 

le complété est réduit est un anneau de Mori. 

(II 4.8) Corollaire : Soit A un anneau local noethérien intègre et complet. 

Alors la fermeture intégrale de A dans toute extension finie de son corps 

des fractions est un anneau local noethérien complet. 

Preuve : Soit A la fermeture intégrale de A dans une extension finie de son 

corps des fractions. D'après (II 4.5), A' est un A-module de type fini, donc 

un anneau semi-local noethérien et complet. Donc A 1 est un produit d'anneaux 

locaux ([iQ] 17.7 p. 56), et puisque A' est intègre, c'est un anneau local. 

(II 5) Proposition : Soient A un anneau noethérien intègre, K son corps des 

fractions, K' une extension finie de K, et A' la fermeture intégrale de A 

dans K'. 

(i) On suppose qu'il existe un anneau noethérien B d'anneau total des 

fractions R qui vérifie les trois conditions suivantes : 

a) B est une A-algèbre fidèlement plate 

b) R g^K' est un anneau réduit 

c) Pour tout idéal premier minimal p de B, l'anneau quotient B/p 

est un anneau japonais 

Alors A' est un A-module de type fini. 

(ii) En particulier, s'il existe un anneau noethérien qui vérifie les 

conditions a) et c) de (i), et dont l'anneau total des fraction est une K-

algèbre séparable, alors A est un anneau japonais. 
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Preuve : Posons Aj. = A'B^B et Kj. = K'H^B 

Comme B est un A-module plat, Aj. s'identifie à un sous anneau de et est 

entier sur B. D'autre part, si l'on pose = K iâ B, on peut écrire 

K T = K ̂  L , comme est intègre et que B est un A-module plat, tout élément 

{i o) de A est non diviseur de 0 dans B, comme K = S "̂A où S = A - {0}, on a 

= S^B, et la remarque précédente prouve que s'identifie à un sous-

anneau de R. 

Puisque K est un corps, Kj. = K' s'identifie alors à un sous-anneau de 

K'a^R qui est par hypothèse réduit et est une R-algèbre finie. Désignons par 

p^ (Ififn), les idéaux premiers minimaux de B, et par B^ l'anneau quotient 

B/p^ 5 par L^ le corps des fractions de B^. Alors K'E^R est composé direct des 

K f Bjç L^, ces dernières étant réduites sont composées directes de corps ex­

tensions finies des L^. Comme B^ est un anneau japonais par hypothèse, la 

fermeture intégrale de B^ dans Kfca^ est un B^-module de type fini, comme 

tout élément de K'ŒL, L. qui est' entier sur B est entier sur B. (étant annulé 
K i H i 

par p^). On en conclut finalement que la fermeture intégrale de B.dans K'&^R 

est un B-module de type fini. Mais comme Aj. est contenu dans cette fermeture 

intégrale et que B est noethérien par hypothèse, AJ. est aussi un B-module de 

type fini. Enfin comme A — > B est fidèlement plat, on en conclut que A' est 

un A-module de type fini. 

L'hypothèse (ii) implique que b) est vrai pour toute extension K', d'où la 

conclusion. 

(II 5.1) Corollaire (Grothendieck-Mori) : Soient A un anneau semi-local 

noethérien, A son complète, K le corps des fractions de A et T l'anneau 

A 

total des fractions de A. Soient K' une extension finie de K et A' la fer­

meture intégrale de A dans K'. On suppose que l'anneau R H^K' est réduit. 
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Alors A* est un A-module de type fini. 

En particulier si R est une K-algèbre séparable, A est un anneau japonais. 

(II 5.2) Corollaire : Soient A un anneau local intègre et A* son henselisé 

(resp. son henselisé strict). Si A est un anneau japonais unibranche (resp. 

un anneau japonais géométriquement unibranche), il en est de même de A T. 

Réciproquement, si A est noethérien et si A* est un anneau japonais, alors 

A est un anneau japonais unibranche (resp. géométriquement unibranche). 

Preuve : Si A T est un anneau japonais et A est noethérien, alors A est un 

anneau japonais d'après (II 5) appliqué avec B = A ! puisque A(CA') est in­

tègre. Donc A est également unibranche (resp. géométriquement unibranche). 

Maintenant si A est un anneau japonais unibranche (resp. un anneau japonais 

géométriquement unibranche), alors A* est intègre. Soient L le corps des 

fractions de A 1 , L ! = L(a-p... ,a ) une extension finie de L et B' la fer­

meture intégrale de A f dans L T. Alors si KT est le corps engendré par les 

a^ (I<i<t) sur le corps des fractions K de A, alors Kr est une extension 

finie de K. Donc la fermeture intégrale B de A dans KT est un A-module de 

type fini. Soit ̂ l fimage réciproque de l'idéal maximal de B T dans B. 

Il est clair que A f domine le henselisé (resp. le henselisé strict) R de B^. 

Mais R est un A!-module de type fini (pu] 43.18, p. 186), où l!on peut 

remplacer henselisé par henselisé strict) et R a même corps des fractions que 

B ! , donc R = B T, dToù la conclusion. 

(II 6) Théorème (Mori-Nagata) : Soient A un anneau noethérien intègre et A T 

sa fermeture intégrale dans une extension finie KT de son corps des fractions 

K. Alors : 

(i) A* est un anneau de Krull 
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(ii) Pour tout idéal premier p de A, il nTexiste qu'un nombre fini 

dTidéaux premier p T de A' au-dessus de p, et pour un tel idéal premier p T , 

le corps des fractions de A T/p T est une extension finie de celui de A/p. 

Pour prouver (II 6), il suffit, quitte à remplacer A par une sous-A-algèbre 

finie de K1 ayant KT pour corps des fractions, de supposer que KT = K. 

Ce que nous supposerons désormais. Nous prouverons d!abor de lemme suivant : 

(II 6.1) Lemme : Soient A un anneau intègre et B une A-algèbre fidèlement 

plate, donc lfhomomorphisme A — • C = Bréd est injectif et se prolonge en 

un homoirorphisme (injectif) du corps des fractions K de A dans l'anneau to­

tal des fractions R de C. Soit C la clôture intégrale de A, alors A = K O C 

est la clôture intégrale. 

Preuve : Il est clair que A contient la clôture intégrale de A. 

Réciproquement, soit a/b € A. Il existe donc des éléments c^ e C I<i<n-2 

tels que : 

(a/b)n + cTU/b)
n~I + + c T(a/b) = 0. 

I n-I 

Soit pour tout entier i (I<i<n-I) c^ £ B tel que c^ = c^ mod où dé­

signe le nilradical de B. Alors on a : 
n , n-L . . n-i, i , , , n _ *A 

x = a + c T a b +....+ c. a b + . . . + c b c / o > . 
I i n 

Donc x est nilpotent, donc il existe un entier m > I et des éléments d^ 

(I<i<m)€ B tels que 

m , j, m-L . . m-i i . . J f, m ~ 
a + d1. a b +...+ dî a b + ...+ dTb = 0, 

i i m 5 

m ^ r r m—i ,^r<\r\ A v m-i a i A î.e a ê l i a b BJ H A = \ a b A 

I< i<n Il.iln 

(puisque B est un A-module fidèlement plat), donc il existe des éléments 

d^ (I<i<n) £ A tels que 
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m . , m-I, . . -, m-i , i , , , , m ~ 
a + d x a b +...+ d. a b +,.,+ d b = 0 

I i m 
donc 

(a/b) m + d T(a/b)
m" 1 +...+ d.(a/b) m - i +...+ d = 0 

I i m 

i.e a/b est entier sur A. c.q.f.d. 

(II 6.2) Démonstration de (II 6) : Supposons d'abord que A est local d'idéal 

maximal p. Soient B = (A)^^ et B la clôture intégrale de B. 

Puisque Â est une A-algèbre fidèlement plate, on a A' = K 0 B. Si p̂ .,... ,p 

. A A 

désignent les idéaux premiers de A et B^ = A/p^, alors B est composé direct 

des clôtures intégrales B^ des B^ qui sont des anneaux noethériens locaux et 

complets. D'autre part, l'anneau total des fractions R de B est composé direct 

des corps des fractions des B^ et l'homomorphisme K — • R est composé di­

rect des K — • L., donc 
i 5 _ 

A' = K n B = D (K H B.). 

I<ifm 1 

Or chacun des anneaux K C\ B^ est un anneau de Krull (cf [l(5] 33.5, p. 116), 

donc A est aussi un anneau de Krull (cf loc. eit). Soit (A^) la famille fil-
A _ 

trante croissante des sous-A-algèbres finies de A, alors ^ ) ^ ^ C B, et 

puisque B est un module de type fini sur l'anneau noethérien B, et les $^réd 

des sous-B-modules de B, il existe un ot tel que tà^jg^ — * ^A^réd s o ^ u n 

isomorphisme quel que soit A a 5 donc quels que soient ^
f ^ ^ a

5 tout idéal 

maximal de A^ est image réciproque d'un seul idéal maximal de A^ , donc A' 

est semi-local puisque chacun des A^ est semi-local. 

D'autre part, puisque ( Â A ) ^ D — y ^A^réd e s t m i s o n i D rP hi s n i e c l u e l Q u e s o ^ x 

A>a5 les extensions résiduelles de Spec(AÀ) —
y Spec(Aa) aux points fermés de 

Spec(A^) sont triviales quel que soit A>a, donc les extensions résiduelles de 

Spec(A') — • Spec(AC6) aux points fermés de Spec(A') sont triviales, donc pour 

tout idéal maximal p' de A', le corps A'/p' est une extension finie du corps 
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A/p puisque A^ est une A-algèbre finie. Nous avons donc prouvé l'assertion 

(ii) dans le cas où A est un anneau local d'idéal maximal. 

Considérons maintenant le cas général. Si p est un idéal premier de A, alors 

Ap est la clôture intégrale de A , donc d'après ce quie nous venons de prou­

ver, A' est semi-local et les extensions résiduelles de Spec(A') — • Spec(A ) 

P P ^ P 

aux points fermés de Spec(AM sont finies, i.e il n'existe qu'un nombre fini 

d'idéaux premiers p' de A' au-dessus de p, et pour un tel idéal premier, le 

corps des fractions de A'/p' est une extension finie de celui de A/p. 

D'autre part, puisque pour tout idéal maximal de A, A ) ^ e s t m anneau de 

Krull, on en conclut que pour tout idéal premier p' de hauteur I de A', A^f 

est un anneau de valuation, et puisque A' est intersection des A ^ où 

parcourt l'ensemble des idéaux maximaux de A, on en conclut que A' = fi A^, 

où p' parcourt l'ensemble des idéaux premiers de hauteur I de A'. Donc d'a­

près (QEOJ 33.3, p. 115), il suffit de prouver que tout principal aA' de A', 

avec a t o, a un nombre fini d'idéaux premiers minimaux qui sont nécessaire­

ment de hauteur I puisque les son"t des anneaux de Krull. Et quitte à 

remplacer A par A[aJ , on peut supposer que a£" A. 

Et puisqu'il n'existe qu'un nombre fini d'idéaux premiers de A' au-dessus d'un 

idéal premier donné de A, et que pour tout anneau noethérien R, An^(M) est 

fini pour tout A-module de type fini M (cf il suffit donc de prouver le lemme 

suivant). 

(II 6.3) Lemme (Nagata) : Avec les notations et les hypothèses de (II 6) soit 

a {i o) € A. Alors pour tout idéal premier minimal p' de aA', 

p' f) A e As^CA/^) 

Preuve (d'après H. Matsumura) : Soit A la clôture intégrale de A. 

Alors ht(p'f) A) = ht(p') = I (cf ), donc p' f) Â est un idéal 
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premier minimal de aA. On est donc ramené au cas où A = A f. 

DTautre part, quitte à remplacer A par A (ou p = p T f) A) et A T par A', on 

P P 

peut supposer (df après ) que A est un anneau local df idéal 

maximal p = p T f) A. Dans ce cas, p ! est un idéal maximal de A', et puisque 

A T est semi-local, il existe un élément x c p', qui nfappartient à aucun des 

autres idéaux maximaux de A'. 

Soit A" = A£x] , donc pTt = p' A" est tel que p' est le seul idéal maximal 

de A T au-dessus de p", donc ht(p") = ht(pT) = I et p" est maximal. 

Soit A M le complété de A", A" est composé direct dTanneaux locaux complets 

A^ (I<i<n) où Aj. est le complété de Â ,,. 

Soit e l'élément unité de Ap Soit A le complété de A. Alors Â f = Â[x] . 

D'autre part, puisque Aft est un A-module de type fini contenu dans le corps 

des fractions de A, il existe b (̂  o) € A tel que bA" c A, donc bAc A. 

En outre, puisque ht(pn) = I, il existe un entier n tel que pnA-j- <C bA^. 

Donc p ne c bAj. C A, et par conséquent jP^e C b^A^ C b^^A. 

Supposons pour le moment que p <̂  An^(A/^). Donc p ̂  An^(A/^tA) quel que soit 

l'entier t (cf donc p contient un élément p qui n'est pas diviseur de 0 

modulo b^A (dans A), donc aussi modulo A dans \. Donc le fait que 

p t n(p ne) = p^ + I^ ne çb*1 A implique que p ne a b"*" Â quel que soit l'entier t, 

ce qui est impossible puisque b A = 0 à moins que b soit inversible dans 

A, auquel cas A = A", donc p = p" et par conséquent ht(p) = I, donc 

p € AnA(A/aA). Donc p e AnA(A/bA), donc aussi p € An^(A/aA) d'après (II 6.3). 

Donc le lemme est complètement démontré, et par conséquent, le théorème (II 

6) est complètement établi ainsi que (17). 

(II 6.4) Fin de la démonstration de (II 4) : Soit A la clôture intégrale de A. 

Alors pour tout idéal premier minimal p 1 de aA, p' D A € AnA(A/aA) d'après le 
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lemme (II 6.3), donc p T 0 A = p puisque p = aA est premier. 

Puisque A^ est un anneau de valuation discrète (u moins dans le cas où a i o 

puisque le cas a = o est trivial), on en conclut que A^ = A^t , donc 

p f = pAp f) A !, d!où l!on conclut que aA n Ta qu'un seul idéal premier minimal 

p ! et aÂ , = p'A ,, donc p T = aA puisque A est séparé pour la topologie p 1-
P P 

adique d'après (II 4.1) puisque A^, est un anneau de valuation discrète, donc 

un anneau noethérien. Mais l'égalité A^ = A , implique que A/aA qui est en­

tier sur A/aA, donc est un anneau japonais et un A/aA-module de type fini. 

Puisque A/aA est un anneau japonais par hypothèse. Donc A est un A-module de 

type fini dTaprès le lemme de Chevalley ([lu] 30.6, p. 105), donc A est sé­

paré et complet pour la topologie pT-adique, donc A est un anneau japonais 

d?après la première partie de la démonstration puisque A est noethérien in­

tègre et intégralement clos. Donc A est aussi un anneau japonais (cf II 0.2 

(ii)) puisque A — • A est fini. c.q.f.d. 

(II 6.5) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intègre et x un élément 

de A appartenant au radical de Jacobson de A. 

On suppose vérifiées les conditions suivantes : 

(i) p = xA est un idéal premier et le corps des fractions du complété 

de A pour la topologie p-adique (qui est un anneau intègre cf (II 4.1)), est 

une extension séparable de celui de A (cette dernière condition est satis­

faite si Ap est un anneau japonais, puisque le corps des fractions du complété 

de A pour la topologie p-adique est un sous-corps des fractions du complété 

de Ap qui est une extension séparable de celui de A cf( )) 

(ii) A/p est un anneau japonais. 

Alors A est un anneau japonais. 



12-37 

Preuve : Il suffit d'appliquer (II 5) en prenant pour B le complété de A 

pour la topologie p-adique, compte tenu de (III 2). 

(II 6.6) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intègre et x un élément 

de A. On suppose vérifiées les conditions suivantes : 

(i) xA n Ta qu'un seul idéal premier minimal p, pA^ = xA^, et pour tout 

idéal premier minimal p' de xA (où A désigne la clôture intégrale de A) 

p' C\ A = p (cette dernière condition est satisfaite si A est universellement 

caténaire ou vérifie (S2)). 

(ii) A est séparé et complet pour la topologie xA-adique et A/p est 

un anneau japonais. 

Alors A est un anneau japonais. 

Preuve : On voit donc que aA n'a qu'un seul idéal premier minimal 

p' = pAp f) A, donc A , = A , d'où l'on conclut que p' = aA puisque 

p'A f = aApt et A est un anneau de Krull (II 6) ; on en conlut d'autre part 

A/p qui est entier sur A/p et contenu dans le corps des fractions de A/p, 

est un A/aA-module de type fini et un anneau japonais. 

Donc A est un A-module de type fini d'après le lemme de Chevalley ( [lOj 30.6 

p. 105) puisque A est séparé pour la topologie aA-adique d'après (II 4.1), 

donc A est un anneau japonais d'après (II 4), donc A est un anneau japonais 

d'après (II 0.2(ii)). 

(II 6.7) Remarque : Le théorème (II 4) a été prouvé par Tate dans le cas où 

A est intégralement clos et par l'auteur dans le cas général. 

(II 6.8) Démonstration de (II 4.4) : Soit M\, 1' dé al maximal de A ; alors B 

est séparé et complet pour la topologie ^B-adique, et B/"KB est isomorphe 
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à l'anneau des polynômes kp^,... ,T̂ ] (avec k = PJWo), donc B est noethérien 

(cf chapitre 2, prop. 6, cor. 3). D'autre part, il existe un sous-anneau 

local régulier complet A' de A tel que A est un A'-module de type fini d'a­

près le théorème de structure de Cohen (£ ^31.6, p. 109) ; donc 

B' = Af{Tj,...,T } est un sous-anneau de B et B est un B' module de type fi­

ni. Il suffit donc d'après (II 0.2 (ii)) de prouver que B' est un anneau 

japonais. On est donc ramené au cas où A est un anneau local régulier com-

2 

plet. Soit x e W\) - ftï% 5 alors Aj = A/xA est un anneau local régulier com­

plet et dim(A.[) = dim(A) - I ; d'autre part, B/xB * A-̂ T-j.,... ,T }, donc 

p = xB est un idéal premier ; et B est séparé et complet pour la topologie 

p-adique. 

En raisonnant donc par récurrence sur n = dim(A), compte tenu de (II 4), on 

est donc ramené au cas où A est un corps. Dans ce cas, B = kQr^,... ,T̂ ] , 

anneau des polynômes à r variables sur A qui est un anneau japonais d'après 

(II 2) et (II 0.3). 

(II 7) Théorème (W. Heinzer) : Soit A un anneau noethérien de dimension ̂  2. 

Alors tout anneau de Krull contenant A, et dont le corps des fractions est 

une extension finie de celui de A est un anneau noethérien de dimension 2. 

Preuve : Soit A' un tel anneau. D'après le théorème de Cohen ([io] 31.6, 

p. 109), il suffit de prouver que tout idéal premier de A' est de type fini. 

Soit B une sous-A-algèbre de type fini de A. 

Posons X = Spec(B) , S = Spec(A) et *f : X — • S le morphisme canonique. 

Soit x e X et soit s = *f(x). 

En appliquant la formule des dimensions (LHJ 5.58) à 0 n et 0„ , on voit ^ — S, s —X,x' 

que dim(0v ) ̂  2, donc dim(B) i 2. D'autre part, soit p un idéal premier de 
À ,x 
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A. Si p = o, p' = o est le seul idéal premier de A' au-dessus de p. 

Si p i o, soit a o) £ p, alors tout idéal premier p' de A' de hauteur I 

au-dessus de p est un idéal premier minimal de aA1 , donc l'ensemble des 

idéaux premiers de hauteur I de A' au-dessus de p' est fini. 

Soit donc p' un idéal premier de hauteur I de A'. 

Supposons que nous ayons démontré que tout idéal maxiinal de A' est de type 

fini. Quitte à remplacer A par une sous-A-algèbre de type fini de A'. 

On peut supposer que p' est le seul idéal premier de hauter I de A' au-dessus 

de p = p' A, et qu'il existe un élément b de A tel que p'A^, = bA^t, donc 

p'Ap? = PApi- Posons q' = pA' : p', alors q' contient bA' : p'. 

Si bA' était primaire pour p', on aurait p' = bA' puisque A' est un anneau 

de Krull par hypothèse ((jOj 33.3, p. 115). 

Sinon bA' = p' f\ q-j. f) ... H q ^ avec r ? I où les q^ sont des idéaux primaires 

(<£:p') de hauteur I. Quitte à remplacer A par une sous-A-algèbre de type fini 

de A', on peut supposer qu'aucun des q^ fl A n'est contenu dans p. 

Donc q' O A qui contient (q-j. f\ A). (q^ f\ A) n'est pas contenu dans p. 

Mais p c q' f) A ; donc si p était maximal, on aurait q' 0 A = A, donc q' = A' , 

i.e p' = pA, donc p' est de type fini. 

On a donc prouvé que tout idéal premier de hauteur I de A' au-dessus d'un 

idéal maximal de A est de type fini, et cela indépendamment de l'hypothèse 

que tout idéal maximal de A' est de type fini. 

Supposons maintenant que p ne soit pas maximal* Si q l n A = A, on aurait comme 

précédemment p' = pA', donc p' serait de type fini. 
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Supposons donc de plus que qT f) A i A. Puisque qf C\ A contient p, mais n'est 

pas contenu dans p, on a ddjïi(A/qf 0 A) = 0. Soit p^ la racine de q| pour 

(I<i<r). Supposons p!, maximal pour i > t. Soit p" un idéal premier minimal 

de qT. Si p M 3 p^ pour un i > t, alors p" = p|, donc p M est de type fini 

d'après ce qu'on vient de prouver puisque p"0 A est maximal. Sinon, 

p" O pT- pour un i ^ t puisque b € p". Si p,f = p! , on en conclurait que 
1o o 

p M est de type fini comme ci-dessus. 

Supposons p" i pT. , donc p" est maximal de hauteur 2, donc de type fini d'a-

près l'hypothèse faite. Quitte à remplacer A par une sous-A-algèbre de type 

fini de A' i on peut supposer que p" n A i p! C\ A. 

_ ° 
Soit A la fermeture intégrale de A dans le corps des fractions de A', alors 

A C A'. Posons p = p! O A, alors A est un anneau de valuation discrète, 
— *o *i 5 p 5 

donc A = A' . . p p! 
o 

On en conclut que A/p et A'/p'. ont même corps des fractions, donc d'après 
o 

le théorème de Krull-Akizuki, il n'existe qu'un nombre fini d'idéaux maximaux 

de A'/pQ ayant même image réciproque p
T T/p Q dans A/pQ. Or A/q' f) A est arti-

nien, donc semi-local, donc l'ensemble des idéaux premiers minimaux de q' 

distincts de p^ quel que soit i est fini et ces idéaux sont maximaux de haut­

eur 2. Donc la racine q' de q' est intersection d'un nombre fini d'idéaux 

premiers p^ (I<i<u) qui sont tous de type fini. Soit q^ le produit des p^, 

alors q^ est de type fini quel que soit n et A'/q^ est noethérien d'après le 

théorème de Cohen 31.6, p. 109) puisque- par hypothèse tout idéal maxi­

mal de hauteur 2 contenant q Q est de type fini, et les p^ sont aussi de type 

fini. Donc un des q^ est contenu dans q' puisque q Q est contenu dans la 

racine de q' et est de type fini, donc q' est de type fini puisque A'/q^ est 

noethérien. Donc q'/q'p' est un A'/p'-module noethérien puisque A'/p' est 
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noethérien (En effet, on peut voir que A f/p T est noethérien comme suit : 

si p f est maximal, c'est clair. Sinon, en raisonnant comme pour q! plus 
o 

haut, on voit que AVp ! est un anneau noethérien de dimension < I, ce qui 

prouve en même temps que dim(A! ) 2 puisque A f/p f est de dimension < I pour 

tout idéal premier de hauteur I). Donc p f A qVp'q'c q f/p fq f est un A fp f-

module de type fini, et puisque p fq T<£ pA Tc p T A ^5 o n e n conclut que 

p T A qT/pAT est un A-module de type fini, donc p T A q ! est un A-module de 

type fini puisque pAT est de type fini. Mais puisque AVp T et AVq 1 sont 

noethériens, AVp 1 O qT est noethérien( ), donc p T/p TA qr 

est un idéal de type fini de A f/p T f) q f, donc p f est un idéal de type fini 

de A !. Donc tout idéal premier de hauteur I de A f est de type fini, si tout 

idéal maximal de hauteur 2 de A ! est de type fini ; et puisque dim(A! ) < 2, 

il nous reste donc à prouver que ff%x est de type fini si 47V est un idéal 

maximal de hauteur 2 de A', Soit p ! (C i)Tl) un idéal premier de hauteur I. 

Quitte à remplacer A par une sous-A-algèbre de type fini de A', on peut sup­

poser que /JYL1 f) A i p T f) A, donc f) A est un idéal maximal de A de 

hauteur 2. Soient a et b £ /y»V f) A tels que ht(aAT+bA) = 2. Soit T une in­

déterminée, on voit que aT-b engendre un idéal premier de A ! [T] (cf ), 

donc (aT-b)AT (T) est un idéal premier de A f(T). 

Soient R = A(T)/(aT-b)AT (T) A A(T) et R F = A T (T)/ (aT-b)A! (T). 

Alors R est un anneau noethérien de dimension ̂  I ayant même corps des frac­

tions que A. Donc puisque R T a même corps des fractions que A T , donc Rr est 

noethérien d1 après le théorème de Krull-Akizuki ( ), donc 

t&TA(T) est un idéal de type fini de AT(T) donc /#V est un idéal de type 

fini de A f (En effet, si f^...,f e A f [T] engendrent 'f&A!(T), leurs coef­

ficients engendrent /WV ), ce qui termine la démonstration du théorème. 
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(II 7.1) Corollaire (Mori-Nagata) : Soient A un anneau noethérien de dimen­

sion 2, K son corps des fractions et (l£i<n) un nombre fini d'extensions 

finies de K. Alors la fermeture intégrale de A dans R = $> K. est un an-
l£i<n 

neau noethérien. 

(II 7.2) Remarque : Il existe des anneaux locaux noethériens henséliens in­

tègres qui sont même des intersections complètes, dont la clôture intégrale 

nTest pas un anneau noethérien (cf [ "] ). 

On a cependant le résultat suivant : 

(II 7.3) Théorème : Soient A un anneau semi-local noethérien réduit et A sa 

clôture intégrale. Alors Spec (A) est un espace noethérien. 

Ce théorème découle de l'assertion suivante : 

(II 7.3.1) Proposition (Grothendieck) : Soient A un anneau intègre, K son 

corps des fractions», B un anneau noethérien, q^ (I<i<n) ses idéaux premiers 

minimaux, : A — • B un homomorphisme d'anneaux. On suppose que les B/q^ 

sont des anneaux japonais, et que B est un A-module plat. Soit Kf une exten­

sion finie de K, et soit (C, ) la famille filtrante croissante des sous an-
À 1 

neaux de K' qui sont des A-algèbres finies et admettant KT pour corps des 

fractions ; la réunion A T des C^ est donc la fermeture intégrale de A dans 

K'. Alors : 

(i) Il existe un indice q tel que pour A >_ a, l'homomorphisme 

(C ® AB) , , y (C H A B ) , A 

a A red A A red 

soit bijectif. 

(ii) Si en outre B est un A-module fidèlement plat, le morphisme 

Spec(A') — — r Spec(C ) est radiciel ; donc dans ce cas Spec(A') est un es-

pace noethérien. 
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Preuve : 

(i) Soit B, = B et soit R 1?anneau total des fractions de EL ; 
I red3 I ' 

comme A est intègre et B un A-module plat, tout élément i o de A est B-ré-

gulier ([jÔ] I8.I, p. 58), donc 1'homomorphisme compose 

A > B • 

se prolonge en un homomorphisme K — • R ; on peut alors écrire 

K' g^R = (K fa AK) B^R, 

et comme K'g^K s'identifie à K', on a K'® AR = K'H^R 1. 

Comme R est composé direct des corps des fractions des B/q^, K'a^R est 

composé direct des K's^L^, et par suite (K'B^R).^^ est composé direct d'un 

nombre fini d'extensions finies des L^. En vertu de l'hypothèse, la ferme­

ture intégrale de B/q^ dans une extension finie de est un B/q^-module de 

type fini, donc un B-module de type fini ; on en conclut que la fermeture 

intégrale B' de B dans (K'B^R)^^ est un B-module de type fini. Mais les 

(C^ ^pP^-p^d s'identifient canoniquement à des sous-anneaux de (K'ia^R)^^ 

qui sont des B-algèbres finies, donc contenues dans B'. Comme B est noe­

thérien et B' est un B-module de type fini, la famille filtrante des 

(C^ E^^réd a<^ïïie't ^ Pl u s g^and élément (C A

 HA^red 9 c e P 1 0 1 1 ^ ^ * 

(ii) Comme B est un A-module fidèlement plat, Spec(B) • Spec (A) est 

surjectif, il suffit donc ([2] 3.7,6, p. 249) de prouver que le morphisme 

Spec(A fEî AB) * Spec(C 8 i AB) 

est radiciel, ou, ce qui revient au même ([2] 3.7.6, p. 249) que le morphisme 

Spec(A'a AB) r é d — * Epec(Ca ^ B ) ^ 

est radiciel ; mais on a 

A'a AB = liji (C À a A B ) , donc ( A ' B ^ B ) ^ = 1JJ£ (C X ^ B ) ^ , 
À À 

donc (A'a.B) ̂  = lim (C. H A B ) et la conclusion résulte de (i), et du fait 
A red — A A reu' 

À 
que puisque Spec(A') —> Spec(a) est surjectif, c'est un homéomorphisme. 
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(II 7.3.2) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien, K son corps 

des fractions, KT une extension finie de K, Soit (C ) la famille filtrante 

croissante des sous-anneaux de KT qui sont des A-algèbre s finies (donc des 

anneaux semi-locaux noethériens), et admettant K' pour corps des fractions. 

A A 

Alors il existe un a tel que 1Thomomorphisme (C^)^^ • • ̂ A^réd
 s o ^ u n 

isomorphisme pourX > a, et si A T est la fermeture intégrale de A dans K f, 

le morphisme Spec(A! ) • Spec(C^) est radiciel, donc Spec(AT) est un es­

pace noethérien. 

Preuve : Soit B = Â ; alors pour tout idéal premier p de B, B/p est un an­

neau semi-local noethérien intègre et complet, donc un anneau local, donc 

un anneau japonais (cf ). D'autre part, B est un A-module 

A 

fidèlement plat, donc l'assertion découle de (II 7.3.1) puisque C^ = C^ B^B. 

(II 7.3.3) Remarque : Si dans (II 7.3.1) K' = K, il suffit de supposer que 

les B/q^ sont des anneaux de Mori puisque K'E^R = R. 

(II.8) Soient A un anneau intègre et M un A-module. On dira que M est un A-

module linéairement séparé si pour tout m o) e M, il existe 

*f £ M = HomA(M,A) tel que *f (m) i o, donc tout sous A-module de M est aussi 

un A-module linéairement séparé. 

(II.8.1) Soit A un anneau intègre. Alors tout A-module linéairement séparé 

M est un A-module sans torsion. 

En effet, soit m {i o) <s M. Supposons qu'il existe a {i o) e A tel que 

am = o. Soit *p é. M tel que ^(m) i o, alors f (am) = a ̂ (m) = o, ce qui 

est contradictoire puisque lf(m) i o et A est intègre. 
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(II 8.2) Proposition : Soient A un anneau noethérien intègre, K son corps 

des fractions et M un A-module tel que rang^Mi^K) soit fini. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) M est un A-module de type fini sans torsion 

(ii) M est un A-module linéairement séparé. 

Preuve : Montrons d'abord que (i) implique (ii). Soit m {i o) £ M. 

Puisque M est un A-module sans torsion m a^I i o dans M s^K. Donc puisque 

M &AK est un espace vectoriel sur K, il existe ^
1 £ Hom^CM a^K^K) tel que 

YT(m H^I) i o. Soient nip ... ,m des éléments en nombre fini de M qui en­

gendrent M en tant que A-module. Il existe alors d €. A tel que 

d Y 1 (m£ ® A D
 € A quel que soit i = I,... ,t. Alors la restriction f de d <f ' 

à M c M (ŝ K est un élément de M* tel que *f (m) i o. Montrons maintenant que 

(ii) implique (i). Nous allons raisonner par récurrence sur r = rg^(M H^K)• 

Si r = o, alors M = o puisque M est un A-module sans torsion. 

Supposons donc r i o, alors M t o. Soit m {i o) é. M, et soit vf C M tel que 

^(m) i o. Alors P = (f(M) est un idéal non nul de A, donc un A-module de 

type fini (puisque A est noethérien) tel que P EI^K i o puisque A est intègre. 

Soit N = Ker(cf )• On a alors une suite 

0 — • N B A K — • Ma.K — • P&.K — • o, 
A A L\ 

donc rg(N^AK) < r puisque 

rg(RsAK) = rgK(MjaAK) - rg(P^K) i o. 

Or N est un A-module linéairement séparé, donc d'après l'hypothèse de ré­

currence N est un A-module de type fini ; et puisque P * M/N est un A-module 

de type fini, on en conclut que M est un A-module de type fini. c.q.f.d. 
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(II 8.2.1) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intègre, K son corps 

des fractions, KT une extension finie de K et A 1 la fermeture intégrale de 

A dans K. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A 1 est un A-module de type fini 

(ii) A T est un A-module linéairement séparé. 

En particulier, pour que A soit un anneau de Mori, il faut et il suffit que 

sa clôture intégrale A soit un A-module linéairement séparé. 

(II 8.2.2) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intègre et K son corps 

des fractions. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un anneau japonais 

(ii) Pour toute extension finie KT de K, la fermeture intégrale A T de 

A dans K1 est un A-module linéairement séparé. 

(II 8.2.3) Corollaire (L. Gerritzen) : Soient A un anneau noethérien, K 
-I 

son corps des fractions, p l'exposant caractéristique de K et = 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un anneau japonais 

(ii) Pour toute extension finie KT de K contenue dans K^, la fermeture 

intégrale A T de A dans K ! est un A-module de type fini. 

Preuve : (i) implique (ii) trivialement. Montrons que (i) implique (i). 

Soit A la clôture intégrale de A. Alors A est un A-module de type fini, 

donc un anneau noethérien normal. En outre, A ! est un A-module sans torsion 

de type fini, donc A ! est un A-module linéairement séparé dTaprès (II 8.2). 

Donc l'implication découle de ([ ] § 2, Satz 2 p. 183, Satz I p. 181 et 

§ I Satz I p. 180 appliqué en prenant pour M la fermeture intégrale de A 
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dans Kp pour les fermetures intégrales de A dans extensions finies 

de K contenue dans K^). 

(II.9) Exemple d'un anneau de Gorenstein local normal japonais A q de dimen-

sion 3, dont le complété n'est pas réduit. 

Soit T l'anneau local de (£lQ] Exemple 6, p. 208). Avec les notations de 

[ i 2 2 
X| / (X -d ), donc T est une intersection complète puis-

^ e 
que R est un anneau local régulier. Soit V un 2 anneau de Cohen dont le 

2 
corps résiduel est K . Alors il existe une injection ^ : V — • V où V 

e • • • 
est un 2 anneau de Cohen et un homomorphisme surjectif n ! : V' — • K qui 

2 
prolonge n : V — • K . 

Soit B = V[[x,y]] EîyV' et soit C = B[X] /(X2+2ôX+ô2) où 6 est un élément de 

B dont l'image dans 

K2[[x,y]] B K - K2[[x,y]] [K> B/2B est d. 

Puisque K est de caractéristique 2, alors -1 = 1 dans K, 

donc (X2+2ôX+62) mod(2B[x] ) = X 2 + d 2 = X 2 - d 2, donc C/2C «T. 

D'autre part, C étant un V'-module fidèlement plat, 2 n'est pas diviseur de 

zéro dans C. Donc le séparé complété de C pour la topologie 2C-adique est un 

sous-anneau du sépare complété de S = ou p = 2C (qui est un idéal premier 

puisque C/2C - T est intègre) (cf ). 
00 00 

Soit & - H 2nS. Soit c e a. A V*, par fidèle platitude c e f) 2nV' = (o), 
n=I n=I 

A-

donc S/ft contient V et domine V , donc le séparé complété S de S pour la 

topologie 2S-adique contient V (cf [il] ), donc 2 n'est pas nil-
A A 

potent dans S. Mais S est un anneau noethérien dont l'idéal maximal est en­

gendré par 2 (cf C 1 ), donc S est un anneau de valuation discrète. 

On en conclut donc que le séparé complété A de C pour la topologie 2C-adique 

est un anneau intègre. En outre A est noethérien (cf £ "] loc. cit) puisque 
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A/2A - T est noethérien. Puisque T est local, il en est de même de A puisque 

2 appartient au radical de Tacobson, donc A est normal d1après (I 7.4) puis­

que T est normal. Donc A est un anneau japonais (cf II ) 

puisque son corps des fractions est de caractéristique 0. De plus dim(A) = 3 

puisque dim(A/2A) = dim (A) - I = dim(T) = 2 ; et A est un anneau de Gorentein 

puisque T - A/2A est une intersection complète. 

Enfin l'homomorphisme local canonique B • B' = V'[[x,y]"J se prolonge en 

2 2 

un homomorphisme local C • C = B [ X ] / (X +26X+6 ), donc aussi en un homo­

morphisme local «f : A • C 1 puisque Cf est séparé et complet. 
A A 

On a donc un homomorphisme local *P du complété A de A dans C ! qui prolonge 

<f , et qui est surjectif d'après ([iQj 30.6, p. 105) puisque l'image de l'i-
A A ^ A 

deal maximal de A par 4> engendre 1 ' idéal maximal de C ' et H* induit un iso-

morphisme du corps résiduel de A sur celui de C . Puisque C/2C est le com­

plété de T ^ A/2A, on en conlut que *f : A/2A • C/2C induit par <f est 
V 

un isomorphisme. Or, c'est un V'-module plat donc Tor-j. (C',V'/2V) = o, 

on en conclut donc que si a = Ker(*P ), on a une suite exacte 
0 • a/2a • À/2Â C/2C • 0 

en appliquant la suite exacte des Tor à la suite exacte 
A iÛ 

0 • a y A » > C • 0, 

donc a = 2a puisque S5 est un isomorphisme, donc a = o d'après le lemme de 

Nakayama puisque 2 appartient au radical de Jacobson de A, i.e Ç est un iso­

morphisme. Or C = B'[x]/((X+ô)2) n'est pas réduit, donc A n'est pas réduit, 
donc A = A vérifie les conditions de (II. 9). 

o / 
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III - ANNEAUX UNIVERSELLEMENT JAPONAIS 

(III 0) Définition : On dit qu'un anneau A est universellement japonais si 

toute A-algèbre intègre de type fini est un anneau japonais, ou ce qui re­

vient au même si toute A-algèbre intègre de type fini est un anneau de Mori, 

donc toute A-algèbre de type fini est aussi universellement japonais. 

(III I) Théorème (Nagata) : Soit A un anneau noethérien. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un anneau universellement japonais 

(ii) Tout anneau quotient intègre de A est un anneau japonais 

(iii) Pour tout idéal maximal 'tffcde A, tout anneau quotient intègre de 

A ^ est un anneau japonais, et pour tout anneau quotient intègre B de A, de 

corps des fractions K, toute extension radicielle finie K' de K, il existe 

une sous-A-algèbre finie B' de K' ayant K' pour corps des fractions et un 

élément f' i o dans B tel que B£, soit intégralement clos. 

De plus, si A vérifie ces conditions, il en est de même de toute A-algèbre 

de type fini et de tout anneau de fractions S "*"A de A, 

Nous allons d'abord prouver le théorème suivant 

(III I.I) Théorème (Rees) : Soient A un anneau semi-local noethérien intègre 

et B une A-algèbre semi-locale essentiellement affine (donc B est noethérien). 

On suppose vérifiées les conditions suivantes : 

(i) Le complété A de A est réduit 

(ii) Le corps des fractions de B est une extension séparable de celui 

de A. 

Alors le complète B de B est réduit. 
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Preuve : Supposons dfabord que B soit un anneau de fractions de A. 

Puisque B est composé direct des complétés des anneaux locaux de Spec(B) 

en ses points fermés ({jbj 17.7, p. 56), on peut supposer que B est local, 

A 

donc B = Ap avec p e Spec(A). Soit p' € Spec(A) tel que p' rï A = p, alors 

par fidèle platitude le complété B de B = A^ est un sous-anneau du complété 
A 

de C = A ,. Mais tout anneau quotient intègre de C est un anneau de frac-
A 

tions d'un anneau quotient intègre de A, c'est-à-dire d'un anneau local 

noethérien complet, donc d'un anneau japonais d'après (II 4.5), donc tout 

anneau quotient intègre de C est un anneau japonais. 

On en conclut d'après (I 5.1) que le complété de tout anneau quotient intègre 

de C est réduit, donc le complété de C est réduit (puisque C est réduit), 

donc aussi celui de B. 

Revenons maintenant au cas général. Comme précédemment, on peut supposer que 

B est local d'idéal maximal . Il existe d'après ( [icQ 39.11, p. 152) des 

éléments X j , . . . , x de B algébriquement indépendants sur A tels que le corps 

des fractions de B soit une extension séparable de celui de A[X-J-, ... ,x } . 

Soient p' = AEXt, ... ,x 1 (\ Nfo et p = A H . 

1 rr r 

Posons R = A et S = Abc-r,... ,x | . . 
p u I 5 5 n Jp' 

A 

Montrons que l'on peut choisir les x^ de façon que le complété S de S soit 

réduit. Si R est un anneau régulier, il en est de même de X (cf \lÔ\ 14.8, 
A 

p. 46), donc S est réduit. Si R n'est pas régulier, alors p i o. 

Soit a o) e p, alors les = ax^ sont algébriquement indépendants sur A 

et A[y.p... ,yn! et A[XJ,...,X^] ont même corps des fractions. Quitte donc à 

remplacer les x^ par les ŷ ,, on peut supposer que x^e p'. 

Alors il existe un idéal premier p" de l'anneau des séries formelles 

A[[x.p ... jxj] au-dessus de p'. 

Pour prouver que S est réduit, il suffit de prouver que le complété de 
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A [ [ X J , . . . 9 x

n T1 ptf e s _ t réduit puisqu'il contient S par fidèle platitude. 

Il suffit donc d'après ce que nous avons vu au début de prouver que le com-

piété D de D = A[[xj,... ,x ] | est réduit. Mais D = A[[x.j-,... > donc D 

A 

est réduit puisque A est réduit. On peut donc remplacer A par S. 

Soit c e B entier sur S tel que B et S[c[ aient même corps des fractions 

(cf le théorème de l'élément primitif). Soient K le corps des fractions de 

S et K' celui de B et soit S' = Sfc] . 
A A A* ^ ^ 

Alors S' c S'Eg.K' - (SBgK) Œ^K' puisqu'aucun élément non nul de S' n'est 
A r i A 

diviseur de zéro dans S' (cf LIOJ 18.1, p. 58). Or S&gK est un anneau de 
A 

fractions de S donc est réduit, donc (SîSgK) E^K' est réduit puisque K' est 

une extension séparable de K. 

On en conclut donc que S' est réduit, donc la clôture intégrale S' de S' est 

un S'-module de type fini (donc un anneau noethérien semi-local), et son 

complété est aussi réduit puisqu'il est contenu dans l'anneau total des 
/s 

fractions de S'. Quitte donc à remplacer A par S', on peut supposer que A 

et B ont même oorps des fractions. On peut même supposer que B est un anneau 

de fractions d'une A-algèbre affine monogène A[X] . Soit q un idéal premier 

de A[XJ tel que B = A[X] . Si sïïhest un idéal maximal de A[x| contenant q, 

pour prouver que le complété de B, il suffit de prouver que celui de A [ X J ^ 

est réduit. On peut donc supposer que q est maximal. D'autre part, quitte à 

remplacer A par A ou q = q_ A, on peut supposer que A est local et l'homo-

morphisme A — y B local. Soit p' le seul idéal premier de B' = As^B au-dessus 

de p. Alors B - (B'.)* (cf [ V ] 7.9.3.1). Or B' £ Aa.K qui est réduit, donc 
p A 

Bp, est réduit. Pour prouver que (B^.)^ est réduit, il suffit de prouver qu'il 

en est ainsi de ses quotients par ses idéaux premiers maximaux. On est donc 

ramené au cas où A est un anneau local noethérien intègre et complet. 

Soit x l'image de x dans le corps résiduel k' de B. Alors k' = k[xj où k 
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désigne le corps résiduel de A. Donc il existe un polynôme unitaire f(T) à 

coefficients dans A tel que f(x ) e ^ = idéal maximal de B. Soit L une ex­

tension finie de K tel que 

f(T) = n (T-a.) avec a. € L. 
I<i<n 

Les a^ sont donc entiers sur A. Soit A la fermeture intégrale de A dans L 

qui est un anneau noethérien local intègre et complet (cf II 4.8) et un A-
A 

module de type fini (cf II 4.5). Pour prouver que B est réduit, il suffit 

de prouver que le complété de BjA'] est réduit, donc que les complétés des 

anneaux locaux de Spec(B[A'J ) en ses points fermés sont réduits. 

On est donc ramené au cas où A est normal et 
f(T) = n (T-a^ avec a^e A. 

I<i<n 
Il existe donc un entier i Q tel que l'image de x-a^ dans k ! est égal à 0. 

o 
Quitte donc à remplacer x par x - a. , on peut supposer que x appartient à 

o 
l'idéal maximal de B. Soit : A[TJ • A[x] le A-homomorphisme défini par 

^(T) = x. Alors le noyau de *f est engendré par les polynômes aT-b avec 

x = a/b (En effet, si g(T) = a T=+' +a TT+a e Ker((f ), alors a x est 
° o m-1 m 7 o 

entier sur A, donc b = a Qx E A puisque A est normal. 

Donc g(T) - (aT-b)!^ e Ker(^ ) et l'assertion x prouve par induction sur 

m = deg(g(T))). 

Soit a l'idéal de A engendré par de tels éléments b, alors 

a - xAPxl H A. Mais A = O A , 
L ht(q)=I q 

donc si q.j.,... ,q̂_ sont les idéaux premiers de hauteur I de A tels que 

x € q .A , alors a = xAfxl D A = P\ (xA f]A) , 

donc A/a - A[x]/(x) n'a pas d'idéaux premiers associés immergés et tout idéal 

premier minimal de a est de hauteur I. Puisque A/a ~ A[x] /(x) ,tout idéal pre­

mier minimal de xA x est au-dessus d'un idéal premier minimal de a , donc 
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pour tout idéal premier minimal p de xA[x] , A[ x]p e s t un anneau de valuation 

discrète puisque est un anneau valuation, et en outre A[xj/p qui est 

isomorphe à un quotient de A/a est un anneau local noethérien complet. 

En outre A[x]/(x) - A/a vérifie (S-j-). Donc B/xB vérifie (S-j-), pour tout 

idéal premier minimal p f de xB, B^ est un anneau de valuation, et B/pf est 

un anneau de fractions dTun anneau local noethérien complet, donc son com­

plété est réduit dTaprès ce qu'on a démontré au début. Donc B est réduit 

dTaprès le lemme de Zariski (£l0| 36.3, p. 132). 

(III 1.2) Démonstration du théorème (III I) : Il est clair que (i) implique 

(ii). Montrons maintenant que (ii) implique (i). Soit B = A[xI5...,xJ. 

Nous devons prouver que B vérifie la condition (ii) de (III I). 

En raisonnant par récurrence sur n, nous prouvons que B = A[x] , et même que 

B est intègre. Il suffit de montrer que B est un anneau japonais. 

Quitte à remplacer A par son image dans B, on peut supposer que A C B. 

Si x est transcendant sur A, B est un anneau japonais d!après (II 2). 

Si x est algébrique sur A, soit KT une extension finie du corps des fractions 

de B. Quitte à remplacer A par une sous-A-algèbre finie de K ! ayant K' pour 

corps des fractions, on peut supposer que KT est le corps des fractions de A 

et B. Soit p un idéal premier de p, alors tout anneau quotient intègre de 

C = Ap est un anneau japonais dTaprès (II 0.2(i)) puisque c'est un anneau 

de fractions d'un quotient intègre de A qui est par hypothèse un anneau 

japonais. Donc le complété C de C est réduit, donc aussi pour tout idéal pre­

mier p' de B, le complété de B , est réduit d'après le théorème de Rees 

(III I.I), donc B est un anneau de Mori (I 5.2), donc B est un anneau de Mori. 
P 

On a donc prouvé que la fermeture intégrale de B dans K' est un B-module de 

type fini, donc B est un anneau japonais. Donc (ii) implique (i). 
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D'autre part, (ii) implique (iii) d'après (II 0.2 (i)) et (II I). 

Montrons maintenant que (iii) împliqu^JSoit B un anneau quotient intègre de 

B. Soit K' une extension radicielle finie de son corps des fractions. 

Par hypothèse, il existe une sous-A-algèbre finie B ! de K 1 ayant K' pour 

corps des fractions et un élément f 1 e B ! , f ! i o, tel que B£, soit normal. 

Soit ^H' un idéal maximal de B', alors Bj^ T est un anneau japonais puisque 

^ g est un anneau japonais. Donc B' est un anneau de Mori d'après 

(I 3.3), donc la fermeture intégrale de B dans K' est un B-module de type 

fini, donc B est un anneau japonais d'après (II 0). 

Le reste de la démonstration découle du fait que tout anneau de fractions 

d'un anneau universellement japonais est un anneau universellement japonais. 

(III 2) Corollaire (Nagata-Zariski) : Soit A un anneau semi-local noethérien. 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A est universellement japonais 

(ii) Les fibres formelles de A sont géométriquement réduites 

( 4 7.3.13) 

(iii) Pour toute A-algèbre finie réduite B, le complété de de B est 

réduit 

(iv) Pour toute A-algèbre finie intègre B, le complété de de B est 

réduit. 

(III 2.0) Corollaire (Nagata) : Tout anneau semi-local noethérien complet 

est un anneau universellement japonais. 

(III 2.1) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien réduit et A 

son complété. On suppose vérifiées les conditions suivantes : 
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(i) A est universellement japonais (donc la fermeture intégrale A de A 

est un A-module de type fini (cf (III 2) et (II 4,6)). 

A 

(ii) Les fibres du morphisme Spec(A) ^ Spec(A) aux points géné­

riques de Spec(A) sont normales. 

Alors le complété (A) A de A est la clôture intégrale de Â. 

Preuve : Découle de (II 2) et de (I 6.3). 

(III 2.2) Corollaire : Soit A un anneau local noethérien intègre vérifiant 

les conditions (i) et (ii) de (III 2.1). 

Les conditions suivantes sont équivalentes 

(i) A est universellement caténaire 

(ii) Pour toute A-algèbre finie monogène et intègre, B contenue dans le 

corps des fractions de A, et tout idéal maximal ̂ i? de B, dim(B^) = dim(A). 

Preuve : Découle de (II 2.1) et de ([il] I.II). 

(III 2.3) Corollaire : Tout anneau semi-local noethérien hensélien qui vé­

rifie les conditions (i) et (ii) de (III 2.1) est universellement caténaire. 

(III 2.4) Corollaire : Tout anneau local noethérien unibranche qui vérifie 

les conditions (i) et (ii) de (III 2.1) est universellement caténaire et 

son complété est unibranche qui est intègre si A est intègre. 

Preuve : Soit A un anneau local noethérien unibranche qui vérifie les con­

ditions (i) et (ii) de (III 2.1). On peut supposer que A est intègre. 

Alors A est universellement caténaire d'après (III 2.2) et le complété de 

la clôture intégrale de A est un anneau noethérien local normal, donc un 

anneau intègre, donc le complété de A est intègre, donc A est unibranche 

(cf [2] 6.5.14, p. 151). 
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(III 2.5) Corollaire : Soit A un anneau semi-local noethérien normal qui 

vérifie les conditions (i) et (ii) de (III 2.1), Alors A est universellement 

caténaire et son complété est normal. 

Preuve : Découle de (III 2.1) et de (III 2.4). 

(III 2.6) Corollaire (Nagata) : Soit A un anneau local noethérien intègre, 

unibranche et universellement japonais. On suppose qu'il existe un sous-

anneau local noethérien B de A, dont le complété B est normal tel que A soit 

un A-module de type fini. 

Alors le complété Â, de A est intègre. En outre, si A est normal et si le 

œrps des fractions de A est une extension séparable de celui de B, le com-

plete A de A est normal. 

Preuve : Quitte à remplacer A par sa clôture intégrale, on peut supposer que 

A est normal. Soit C la fermeture intégrale de B dans la plus grande exten­

sion séparable du corps des fractions de B contenue dans le corps des frac­

tions de A. Alors le complété Ê de C est normal d'après ( ) 

appliqué avec A = B et B = C. Ce qui établit la deuxième partie de la propo­

sition puisque dans ce cas C = A. 

D'autre part, le corps des fractions de A est une extension radicielle de 

celui de C, donc pour tout élément a de A, il existe une puissance q de l'ex­

posant caractéristique du corps des fractions de A indépendant de a, tel que 

a H € C, donc donc est intègre. Mais puisque A est réduit d'après 

(II 2), l'homomorphisme % • Â q est bijectif, donc Â est aussi intègre. 

(III 2.7) Corollaire (Nagata) : Soient A un anneau local noethérien hensélien 

universellement japonais dont le complète A est normal. Alors pour toute A-
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A 

algèbre finie intègre contenant A , le complété B de B est intègre et B est 
A 

algébriquement fermé dans B. 

Preuve : En effet, B étant un anneau local noethérien intègre et unibranche, 

B est intègre d!après (III 2.6) et (II 2.7). 

DTautre part, soient a un élément de B qui est algébrique sur B et b {i o) 

un élément de B tel que c = ab soit entier sur B. Si B* désigne la clôture 

intégrale de B, B T est intègre d'après la première partie de la démonstra-

A A _ A 

tion et B c B', Donc puisque B![c] C B T, BT[c] est intègre, donc aussi son 

complété (B![c|) dfaprès la première partie de la démonstration. Soit f(T) 

un polynôme unitaire sur B f de degré minimal annulé par c, 

alors Bf[c] ^ B![T]/(f(T)) (cf I ) puisque B ! est normal. 

Donc (B![c])A ^ BT[c] ^ B ! * B ! [T] / (f (T) ), ce qui implique que f(T) est 

irréductible dans B ' p f J . Finalement, puisque c e B ! est zéro de f(T), on en 

conclut que f (T) = T-c, donc c e. B ! puisque f(T) e BT[f| . Si K désigne le 

corps des fractions de B, on a alors a e K O B = B (cf [lu] 18.4, p. 59). 

c.q.f.d. 

(III 2.8) Corollaire : Soient A un anneau local noethérien hensélien japonais 

A ^ A 

de dimension I, et A son complété, alors A est intègre et A est algébrique-
A 

ment fermé dans A . 

Preuve : Soit A la clôture intégrale de A , alors A est un anneau de valuation 

discrète, donc %. ( C. ( A ) ^ ) est intègre. En outre, A est un anneau universelle­

ment japonais d'après (III I (ii)) puisque tout anneau quotient intègre de A 

est un anneau japonais, donc A est algébriquement fermé dans ( A ) ^ (cf III 2.7) 

puisque (A/ 1 est normal. Soit c un élément de A ( ç ( A ) ^ ) algébrique sur A et 

soit K le corps des fractions de A , 

alors c e Â A Â çjk f) K = A (cf [ ] 18.4, p. 59) c.q.f.d. 
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(III 3) Théorème (Nagata) : Soient A un anneau semi-local noethérien uni­

versellement japonais et X = Spec(A). Alors l'ensemble Reg(X) des points x 

de X, où l'anneau local 0^ ̂  est régulier est ouvert dans X (donc l'ensemble 

IL (X) des points x de X où l'anneau local 0 V vérifie (R ) est ouvert dans 
K "~A 5 x — n 
n 

X (cf Grothendieck ([V] 6.12.9)). 

En outre : 

(i) Si pour tout point x de X, l'anneau local 0 y est caténaire et 

équidimensionnel, 1'ensemble M^(X) des points x de X où l'anneau local 0^ ^ 

est de multiplicité < n est ouvert dans X. 

(ii) Pour tout morphisme localement de type fini S — • X, 1'ensemble 

Reg(S) est ouvert dans S (donc l'ensemble (S) des points s S où l'an-
n 

neau 0 o vérifie (R ) est ouvert dans X (cf Grothendieck (loc. cit)), et 
b ,s —• n 2 

si pour tout point s de S, l'anneau local 0 Q est caténaire et équidimen-
sionnel, l'ensemble M (S) des points de S où l'anneau local 0 Q est de mul-

n u j S 

tiplicité < n est ouvert dans S. 

Preuve : Découle des deux théorème suivants 

(III 3.1) Théorème (Nagata) : Soient A un anneau noethérien et X = Spec(A). 

On suppose que pour tout anneau quotient intègre B de A, il existe f (i o) €. B 

tel que B^ soit un anneau régulier. Alors : 

(i) L'ensemble Reg(X) des points x de X où l'anneau local 0^ ̂  est ré­

gulier est ouvert dans X( donc l'ensemble (X) des points x de X où l'an-
n 

neau local 0 W vérifie (R ) est ouvert dans X (cf Grothendieck M 6.12.9)). 
X,x n — 

De plus, si pour tout point x de X. l'anneau local 0 y est caténaire et 

équidimensionnel et tout anneau quotient intègre de 0^ ̂  est un anneau de Mori 

(cf ), alors l'ensemble M (X) des points x de X où l'an­

neau local £ Y est de multiplicité < n est ouvert dans X, 
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(ii) Si pour tout anneau quotient intègre B de A et toute extension 

radicielle finie K' du corps des fractions de B, il existe une sous-B-al-

gèbre finie B' ayant KT pour corps des fractions, il existe un élément 

f'{i o) de B tel que B£f soit régulier, alors pour tout morphisme locale­

ment de type fini S — • X, 1'ensemble Reg(S) des points s de S où 1Tanneau 

local 0 Q est régulier est ouvert dans S (donc 1Tensemble IL (S) des points 
o • S JK 

5 n 
s de S où 1Tanneau local 0 o vérifie (R ) est ouvert dans S (cf Grothendieck b,s n — 

(loc. cit)). De plus, si pour tout point s de S, l'anneau local 0_Q est ca-

tenaire et équidimensionnel et tout anneau quotient intègre de CL est un 
o, S 

anneau de Mori, alors l'ensemble M (S) des points s de S où 1Tanneau local 

0 Q est de multiplicité <; n est ouvert dans S. 
o, S 

Preuve : Découle de ( | V | 6.12.4) et de (QlOj 40.3, p. 155) où pour prouver 

que M (X) est ouvert on doit supposer que les anneaux locaux 0 V sont ca-
n —x ,x 

tenaires et équidimensionnels et les quotients intègres des 0^ ̂  sont 

"formellement réduits", i.e leurs complétés sont réduits (cette dernière 

condition étant équivalente au fait que tout anneau quotient intègre de tout 

0 V est un anneau de Mori (cf I 5.1)) puisque la démonstration de ce fait 
—x ,x 

s'appuie sur (|l0| 40.1, p. 153)). 

(III 3.2) Théorème (Nagata ( ) ) : Soit A 'un anneau semi-local noethérien 

tel que tout anneau quotient intègre de A soit un anneau de Mori (ou ce qui 

revient au même, le complété de tout anneau quotient intègre de A est réduit 

(cf I 5.D). Alors l'ensemble Reg(Spec(A)) des points x de X = Spec(A), où 

l'anneau local 0^ ̂  est régulier est ouvert dans Spec(A). 

(III 3.3) Nagata prouve même dans [[9] Q u e s ^ A e s _ t m semi-local noe-
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thérien tel que Reg(Spec(A)) soit un ouvert non vide (ou ce qui revient au 

même d'après (III 3) et (III 2.0), Reg(Spec(Â)) contient un ouvert non vide), 

alors il existe un élément f £ A non nilpotent tel que Â . soit un anneau ré­

gulier, donc si le complété de A est réduit, il existe un élément f € A non 

nilpotent tel que A^ soit un anneau régulier. 

(III 4) Théorème : Soit A un anneau de Mori noethérien. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Pour tout idéal maximale de A, l'anneau local A w est "formelle-2 jfly 

ment réduit", i.e son complété est réduit. 

(ii) Toute A-algèbre affine dont le corps des fractions est une exten­

sion séparable de celui de A est un anneau de Mori. 

(iii) Toute A-algèbre affine contenue dans le corps des fractions de A 

est un anneau de Mori. 

(iv) Toute A-algèbre locale essentiellement affine dont le corps des 

fractions est une extension séparable de celui de A est un anneau de Mori. 

(v) Toute A-algèbre locale essentiellement affine contenue dans le corps 

des fractions de A est un anneau de Mori. 

De plus, si A vérifie ces conditions, il en est de même de toute A-algèbre 

essentiellement affine, dont le corps des fractions est une extension sé­

parable de celui de A. 

Preuve : Montrons que (i) implique (ii). 

Soit B une A-algèbre affine dont le corps des fractions est une extension 

séparable de celui de A. Alors pour tout idéal premier p ! de B, le complété 

de l'anneau local B^. est réduit d'après (III I.I) puisque celui de A^. ̂  ^ 

l'est (En effet, si ffllp est un idéal maximal contenant p = p' f] A, (A ) 
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est réduit, donc (A )^ est aussi réduit dTaprès (III I.I)). Donc B est un 
P P 

anneau de Mori. DTautre part, dfaprès ( [ . 1 6 ] 39.11, p. 152), il existe des 

éléments x^,...,xn de B algébriquement indépendants sur A tels que le corps 

des fractions de B soit une extension finie séparable de celui de A[X^,..,x ] 

et qu'il existe un élément f o) de A tel que A^.[xj,.. . ,xj • B^ soit 

fini. Donc est un anneau de Mori d'après (I 4.3) puisque Â [x-j-,... ,xj 

est un anneau de Mori d'après (I 0.1) et (I I). Donc B est un anneau de Mori. 

Maintenant prouvons que (v) implique (i). On peut supposer que A est local. 

Soit A la clôture intégrale de A qui est une A-algèbre finie. Pour prouver 

que A est réduit, il suffit de prouver que (A)^ est réduit. Nous allons rai­

sonner par récurrence sur n = dim(A). Si n I, A est un anneau régulier, 

donc son complété qui est également régulier est réduit. 

Supposons dim(A) > 2. Soient a et b e.Â tels que ht(aA+bÂ) = 2. Alors aT-b 

engendre un idéal premier dans l'anneau des polynômes A[T] , donc aussi dans 

A(T). Soit C = A(T)/(aT-b), alors C est contenu dans le corps des fractions 

de A et dim(C) = n-I, donc pour tout point fermé x de X = Spec(C), le com­

plété de 0 V est réduit d'après l'hypothèse de récurrence puisque 0 V vé-

À , X X,x 

rifie aussi l'hypothèse (v), et c'est un anneau de Mori à cause de l'hypo­

thèse (v). Donc puisque C est semi-local, son complété C est réduit, donc le 

complété de A(T) est réduit d'après le lemme de Zariski ( JJOJ 36.3, p. 132), 

— A 

donc (A) est réduit par fidèle platitude. * On a donc prouvé que (v) implique 

(i). Mais (ii) implique (ii) et (iv) qui impliquent tous les deux (v), et 

puisque (i) et (v) sont équivalentes et que (i) implique (ii), on en conclut 

que toutes les cinq conditions sont équivalentes. c.q.f.d. 

(III 4.1) Remarque : L'implication (i) = = > (ii) de (II 4) est due à Kikuchi, 

l'équivalence des cinq conditions précédentes est due à l'auteur. 
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(III 4.2) Corollaire : Soit A un anneau régulier intègre. 

Alors toute A-algèbre essentiellement affine, dont le corps des fractions 

est une extension séparable de celui de A est un anneau de Mori. 

En particulier, toute algèbre essentiellement affine sur un anneau régulier 

intègre, dont le corps des fractions est de caractéristique 0 est un anneau 

j aponais. 
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IV - ANNEAUX JAPONAIS DISTINGUES 

(IV 0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau japonais distingué, 

si A est intègre et si toute A-algèbre affine est un anneau japonais, ou ce 

qui revient au même si toute A-algèbre affine est un anneau de Mori. 

(IV 0.1) (i) Tout anneau japonais distingué est un anneau japonais. 

(ii) Tout anneau de fractions dTun anneau japonais distingué est un 

anneau japonais distingué. 

(iii) Tout algèbre affine sur un anneau japonais distingué est un an­

neau japonais distingué. 

(iv) Tout anneau universellement japonais intègre est un anneau japonais 

distingué. 

(IV I) Théorème : Soit A un anneau noethérien intègre. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un anneau japonais distingué. 

(ii) A est un anneau japonais et toute A-algèbre locale essentiellement 

affine est un anneau de Mori. 

(iii) A est un anneau japonais et pour tout idéal maximal 4 ^ de A, si 

R désigne 1Tanneau total des fractions du complété de l'anneau local A^^, 

et K le corps des fractions de A, R est une K-algèbre séparable. 

Preuve : Il est clair, d'après la définition (iv o) que (i) implique (ii). 

D'autre part, (ii) implique (i) d'après (II 3.2). Montrons maintenant que 

(i) implique (iii). On peut supposer que A est local puisque la condition 

A est un anneau japonais est impliquée par (i). Dans ce cas, toute A-algèbre 

finie intègre B contenant A est un anneau japonais distingué. 
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Donc pour tout point fermé x de X = Spec(B), le complète 0 y de CX, est 
X, x x, x 

réduit d1après (III 4), et puisque B est semi-local, son complété B est donc 

réduit. Soit alors K F une extension finie de K et soit B une A-algèbre finie 

admettant K' pour corps des fractions, alors RH^K' - Rs^K1 est un anneau de 
A 

fractions de B, donc R E ^ ' est réduit puisque B est réduit dTaprès ce qu'on 

vient de voir, et puisque K T est arbitraire, on en conclut que R est une K-

algèbré séparable, donc (i) implique (iii). 

Montrons maintenant que (iii) implique (ii). On peut supposer que A est local. 

Soit C une A-algèbre locale essentiellement affine. Pour prouver que C est un 

anneau de Mori, on peut supposer que C est localisé de A^ = AQtp. .. ,xj C 

en un idéal maximal Aïh> de Aj.. Soit p = Ml? D A et soit p ! un idéal premier 

de A au-dessus de p. Alors l'anneau total des fractions R du complété de A^ 
A 

est un sous anneau de 1Tanneau total des fractions R' du complété de A ?• 

Puisque l'anneau total des fractions de Â est par hypothèse une K-algèbre 
A 

séparable, on en conclut que lfanneau total des fractions de A , est composé 

direct dfun nombre fini de corps L. extensions séparables de K. Mais Â est 

un anneau universellement japonais, donc A^ est aussi un anneau universelle-
A ^ 

ment japonais (cf III I), donc les fibres formelles de A , sont géométrique­

ment réduites (cf III 2), donc 1'anneau total des fractions R' de (A ./̂  
P 

est composé direct d'un nombre fini de corps qui sont chacun extension sé­

parable d'un des L^, donc R T est une K-algèbre séparable et à fortiori 

R £ R ? est une K-algèbre séparable. Quitte donc à remplacer A par A , on peut 

supposer que p est l'idéal maximal de A. Donc il n'existe qurun seul idéal 

premier /ïïl^. de A' = Asî  A^ au-dessus de et A ^ a même complété que 

C = (Aj)#|ŷ  . Mais A' est un anneau universellement japonais puisque c'est 
A 

une A-algèbre de type fini, et A est universellement japonais (cf III 0 et 

III 2.0), donc A ^ est universellement japonais (cf III I). 
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Mais si L désigne le corps des fractions de A-p on voit que A* Q, RE^L qui 

est réduit puisque R est une K-algèbre séparable, donc est un anneau 

réduit, donc son complété qui est aussi le complété de C est réduit d'après 

(III 2) puisque A ^ est un anneau universellement japonais, donc (iii) im­

plique bien (ii). c.q.f.d. 

(IV I.I) Corollaire : Soient A un anneau semi-local noethérien intègre, K 

son corps des fractions, A le complété de A et R 1Tanneau total des frac­

tions de *k. Les conditions suivantes sont équivalentes 

(i) A est un anneau japonais distingué. 

(ii) R est une K-algèbre séparable. 

Preuve : Montrons dfabord que (i) implique (ii). Soient ÀfH*^,..., Atfo les 

idéaux maximaux de A, pour tout entier i (I<i<r), soit R^ 1!anneau total des 

A A 

fractions du complété (A^ ) de l'anneau local Ay^ . Puisque A est composé 
A 1 1 

direct des (A^ ) , R est composé direct des R^. Mais dTaprès (IV I (iii)), 
i 

chaque R^ est une K-algèbre séparable, donc R est une K-algèbre séparable. 

Prouvons maintenant que (ii) implique (i). Si la condition (ii) est satis­

faite, A est un anneau japonais dTaprès (II 5) et chaque R^ est une K-al­

gèbre séparable, i.e A. satisfait à la condition (iii) de (IV I), donc A est 

un anneau japonais distingué. c.q.f.d. 

(IV 1.2) Corollaire : LTanneau A q de (II 9) est un anneau japonais qui n
Test 

pas un anneau japonais distingué. 

(IV 1.3) Corollaire : Soient A un anneau noethérien intègre et x un élément 

de A. On suppose : 

(i) p = xA est un idéal premier et A est séparé et complet pour la to­

pologie p-adique. 
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(ii) A/p est un anneau japonais distingué. 

Alors A est un anneau japonais distingué. 

Preuve : DTaprès (II 4) A est un anneau japonais. 

DTautre part, puisque A est séparé et complet pour la topologie p-adique, 

x appartient au radical de Jacobson de A. Montrons maintenant que A satisfait 

à la condition (iii) de (IV I). On peut pour cela supposer que A est local 

parce qu'on ne se servira que du fait que x appartient au radical de Jacobson 

de A et p = xA premier. Il nous suffit donc d'après le raisonnement de (IV I 

(iii)) de prouver que pour tout homomorphisme injectif et fini A — • B avec 

B intègre, le complété B de B est réduit. Quitte à remplacer B par sa clôture 

intégrale (puisque A est un anneau japonais), on peut supposer que B est nor­

mal. Soit p' un idéal premier minimal de xB, alors 

p !n A G As^(A/xA) = {p} 

(cf II 6.3), donc p' f) A = p et puisque A/p est un anneau japonais distingué 

par hypothèse, on en conclut que le complété de B/p' est réduit. Donc le 

complété B de B est réduit d'après le lemme de Zariski (JjE0| 36.3, p. 132). 

c.q.f.d. 

Dans la démonstration de (IV 1.3), l'hypothèse (i) n'intervient que pour 

prouver que A est un anneau japonais, et que x appartient au radical de 

Jacobson. On peut donc prouver de la même manière le 

(IV 1.4) Corollaire : Soient A un anneau noethérien japonais et x un élément 

de A appartenant • au radical de Jacobson de A. Alors A est un anneau japonais 

distingué si A/xA est un anneau japonais distingué. 

(IV 1.5) Corollaire : Soient A un anneau japonais distingué noethérien. 
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Alors tout anneau de séries formelles B = A[[T^,... 5Tj] à un nombre fini de 

variables sur A est un anneau japonais distingué. 

(IV 2.1) Théorème : Tout anneau régulier intègre, dont le corps des fractions 

est de caractéristique 0, est un anneau japonais distingué. 

Preuve : C'est une conséquence de (III 4.2). 

En fait, on a le résultat plus général suivant 

(IV 2.2) Théorème : Soient A un anneau régulier intègre, K son corps des 

fractions et p l'exposant caractéristique de K. Supposons que [K : K̂ j < + ». 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un anneau japonais. 

(ii) A est un anneau japonais distingué. 

Preuve : Il est clair que (ii) implique (i). 

Pour prouver que (i) implique (ii), on peut supposer que A est local. 

A 

Il suffit de prouver que la fibre du morphisme Spec(A) • Spec(A) au point 

générique de Spec(A) est géométrique réduite d'après ((III I.I) et sa démons­

tration) . 

Il suffit donc de prouver la proposition suivante : 

(IV 2.3) Proposition : Soient A un anneau semi-local régulier japonais, K 

son corps des fractions et p l'exposant caractéristique de K. Supposons que 

[K : ¥pj < + ». Alors la fibre du morphisme Spec(Â) • Spec(A) au point 

générique de Spec(A) est géométriquement régulière. 
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Preuve : Soit K' une extension radicielle finie de K. 

Il existe donc une puissance q de p tel que K' C" = k^ . 

Puisque [k : K^] < + 0 0, alors [iCj- : KJ < + 0 0, donc la fermeture intégrale Aj. 

de A dans est un A-module de type fini. 

Dfautre part, si est un idéal maximal de Â ., et Aftb - <Wl^n A, si les 

x^ (I^i^n) engendrent l'idéal maximal de A y ^ , les y^ = x? (I<i<n) en­

gendrent l'idéal maximal de A T j, ; et puisque dim(A ) = dimCA,. ) (cf fiol 

10.14, p. 32), on en conclut que A T est un anneau local régulier, donc A 

est un anneau semi-local régulier. Donc A^ est un anneau semi-local régulier 

et par conséquent 

^ ® A K I ~~ ( Â « A V \ KI ~~ \ \ KI 

A 

qui est un anneau de fractions de Aj. est un anneau régulier. 
A A 

Mais B-j. = A iŝ  Kj. - (À K' ) 8 ^ , K^, donc un A a^K'-module fidèlement 

plat, donc Â œ^K' est un anneau régulier (cf Q Q 17.3.3), donc la fibre du 

morphisme Spec(X) • Spec(A), au point générique de Spec(A) est bien géo­

métriquement régulière. 

(IV 2.4) Corollaire : L'anneau R de ([io] Ex 7, p. 209) dans le cas où K 

est un corps de caractéristique 0 est un anneau local régulier de dimension 

2, qui n'est pas un anneau universellement japonais, mais qui est un anneau 

japonais distingué. 

En effet, puisque R est un local régulier dont le corps des fractions est de 

caractéristique 0, c'est un anneau japonais distingué (cf III 2.1), et la 

A 

fibre du morphisme Spec(A) • Spec(A) au point générique de Spec(A) est 

géométriquement régulière (cf IV 2.3), donc la fibre du morphisme 

X' = Spec(R[x]/(X2-z)R[x] ) • X = Spec(R]YJ/(X2-z)R[x] ) 

-I 
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au point générique de X. Or A = R[X!/(X 2-Z)R[X] est un anneau local normal, 

donc si A était un anneau universellement japonais, son complété A serait 

normal d'après le théorème de Zariski (I 6), ce qui n'est pas la cas, donc 

R n'est pas non plus universellement japonais. 

(IV 3) Proposition : Soit A un anneau noethérien intègre. 

On suppose qu'il existe une A-algèbre noethérienne réduite B qui est un A-

module fidèlement plat, et qui vérifie les conditions suivantes : 

(i) L'anneau total des fractions de B est une algèbre séparable sur le 

corps des fractions de A. 

(îî) Pour tout idéal premier minimal p de B, l'anneau quotient B/p est 

un anneau japonais distingué. 

Alors A est un anneau japonais distingué. 

Preuve : En effet, d'après (II 5), A est un anneau japonais. 

Pour-prouver donc que A est un anneau japonais distingué, on peut d'après 

(IV I (iii)) supposer que A est local, donc aussi que B est local. 

Soit A' une A-algèbre intègre finie contenant A. Posons B' = BE^A'. 

Soient K le corps des fractions de A, K' celui de A' et R l'anneau total 

des fractions de B. Par platitude on voit que 

B' C R' = R a K K' - R ® A K' , 

donc B' est un anneau réduit, puisque R' est réduit parce que R est une K-

algèbre séparable par hypothèse ; et il est alors clair que R' est l'anneau 

total des fractions de B'. Soit p' un idéal premier minimal de B, alors p'R' 

est un idéal premier de R' , donc p'R' rï R est un idéal premier de R, donc 

p = p ? H B est un idéal premier minimal de B puisque B est réduit, donc 

(P'/p')^ complété de B'/p' est réduit (cf IV I (iii)) puisque B/p est un 

anneau japonais distingué par hypothèse et B/p — • B'/p' est fini. 
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Cela étant vrai pour tout idéal premier minimal p T de B', et B' étant réduit, 

on en conclut que le complété B T de B F est réduit. A fortiori, le complété A 1 

de A T est réduit puisque A' — • B ? est fidèlement plat. Cela étant vrai pour 

toute A-algèbre intègre et finie A T contenant A, on en conclut dfaprès 

((IV 1.2) et sa démonstration que l'anneau total des fractions Q du complété 

A de A est une K-algèbre séparable, donc A est un anneau japonais distingué 

d'après (IV 1.2) c.q.f.d. 

(IV 4) Corollaire : Soient A un anneau local noethérien et A f son henselisé 

(resp. son henselisé strict). Alors A T est un anneau japonais distingué, si 

et seulement si A japonais distingué unibranche (resp. un anneau japonais 

distingué géométriquement unibranche). 

Preuve : Si A f est un anneau japonais distingué, alors A (CA f) est intègre 

et cTest un anneau japonais distingué dTaprès (IV I.I), puisque le corps des 

fractions de A' est une extension séparable de celui de A ( cf jV] 18.6.9. 

et 18.8.12). Réciproquement, si A est un anneau japonais distingué unibranche 

(resp. un anneau japonais distingué géométriquement unibranche) A f est in­

tègre (cf [V[ 18.6.1). Soit B une A!-algèbre finie intègre contenant A !. 

Il existe alors une A-algèbre essentiellement étale A q (cf [V{ 18.6.1) et 

une AQ-algèbre finie (nécessairement intègre et contenant A Q ) B q telle que 

B - B q ^ A'. Puisque A est un anneau japonais distingué, le complété de B Q 

o 

qui est isomorphe au complété de B est réduit. Donc A ! est un anneau japonais 

distingué d'après (IV I.I). 
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V - ANNEAUX PSEUDO-GEOMETRIQUES 

(V 0) Définition : On dit qu'un anneau A, est un anneau pseudo-géométrique, 

si A est noethérien et vérifie les deux conditions suivantes : 

(i) A est un anneau universellement japonais (III 0) 

(ii) Pour tout anneau quotient intègre B , et pour toute extension radi­

cielle finie KT du corps des fractions K de B, il existe une sous-B-algèbre 

finie B T de K' admettant KT pour corps des fractions, et un élément 

f ! {i o) £ Bf tel que B£, soit un anneau régulier. 

(V 0.1) En vertu de (III I (iii)), A est un anneau pseudo-géométrique si A 

est noethérien et satisfait à la condition (ii) de (V 0) et à la condition 

suivante : 

(i)f Pour tout idéal maximal «ffîj de A, l f anneau local Ayyj^ est un anneau 

universellement japonais. 

(V 0.2) Théorème (Nagata) : Soit A un anneau noethérien. Si A est un anneau 

pseudo-géométrique, alors toute A-algèbre de type fini B est un anneau pseudo­

géométrique . 

Preuve : En effet, B est un anneau universellement japonais d'après (III 0), 

et pour toute B-algèbre de type fini B T (donc B T est une A-algèbre de type 

fini) l'ensemble Reg(X') des points x f de X ! = Spec(Bl), où l!anneau local 

0 f .est régulier est ouvert dans X T d'après le théorème de Nagata ([iOJ 
x , x 

6.12.4-), donc si B f est "intègre, il existe f T(^ o) € B ! tel que B£T soit un 

anneau régulier, donc B satisfait aux conditions (i) et (ii) de (V 0). c.q.f.d. 

On a en même temps prouvé 



12-72 

(V 0.3) Théorème : Soit A un anneau noethérien pseudo-géométrique. 

Alors l'ensemble Reg(X) des points x de X = Spec(A) où lranneau local 0 y 

est régulier est ouvert dans X. 

En particulier, l'ensemble LL (X) des points x de X où l'anneau local 0 V 

K n -X,x 
vérifie (R ) est ouvert dans X (cf Grothendieck ( )), 

n 

En outre, si pour tout point x de X, l'anneau local 0 V est caténaire et 
—X , X 

équidimensionnel, l'ensemble M (X) des points x de X où l'anneau local 0 V 

n —x ,x 
est de multiplicité ̂  n est ouvert dans X quel que soit n >y I. 

(V I) Théorème (Nagata) : Tout anneau semi-local noethérien universellement 

japonais est un anneau pseudo-géométrique. 

En particulier, tout anneau semi-local noethérien complet est un anneau pseudo­

géométrique . 

Preuve : Découle de (III 3) et (III 2.0). 

(V 2) Théorème : Soient A un anneau noethérien pseudo-géométrique, X = Spec(A) 

et F un 0^-module cohérent. Alors les ensembles suivants sont ouverts dans X 

(quel que soit l'entier n > o) : 

(i) IL (F) = ensemble des points x de X où F est un 0 Y module de 

coprofondeur ̂  n. 

(ii) LL (F) =. ensemble des points x de X où F est un 0 V module qui 
B

N

 X X 5 X — 
vérifie (S ). n 

(iii) CM(F) = ensemble des x e X où F est un 0 V module de Cohen 
— x X,x 

Macaulay. 

Preuve : Découle de (V 0.3) (£+] 6.II.3). 
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(V 2.1) Remarque : Le théorème (V ) est vrai lorsque A vérifie seule­

ment la condition (i) de (III 3.1). 

(II 2.2) Corollaire : Soient A un anneau noethérien pseudo-géométrique et 

X = Spec(A). Les ensembles suivants sont ouverts dans X (quel que soit l'en­

tier n > o) : 

(i) Uç (X) = ensemble des points x de X où l'anneau local ^ est de 
n ' 

profondeur <̂  n. 

(ii) U Q (X) = ensemble des points x de X où l'anneau local 0 Y vérifie 
n A ' X 

(S ). 
n 

(iii) CM(X) = ensemble des points x de X où l'anneau local 0 V est un 
• • 1 —"A , X 

anneau de Cohen-Macaulay. 
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VI - ANNEAUX DE NAGATA 

(VI 0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau de Nagata, si A est 

un anneau pseudo-géométrique (V^O) universellement caténaire. 

(VI I) Théorème : Si A est un anneau de Nagata, alors toute A-algèbre de 

type fini est un anneau de Nagata. 

Preuve : Découle de (V 0.2) et ([lf| 1.5). 

(VI 2) Théorème : Tout anneau semi-local noethérien complet est un anneau de 

Nagata. 

Preuve : Découle de (V I) et ([lf] I.II). 

(VI 3) Remarque : Les théorèmes (V 2) et (V 2.2) sont en particuliers vrais 

si A est un anneau de Nagata. 

En outre, comme cas particulier de (V 0.3), on a 

(VI 4) Théorème : Soient A un anneau de Nagata et X = Spec(A). 

Les ensembles suivants sont ouverts (quel que soit l'entier n > o) 

(i) Reg(X) = ensemble des points x de X où l'anneau local 0_Y est ré-
A. , x 

gulier. 

(ii) U^ (X) = ensemble des points x de X où l'anneau local 0^ ̂  vérifie 
n 5 

(Rn). 

En outre, si pour tout point x de X, l'anneau local 0 V est équidimensionnel, 
X ,x 

l'ensemble M^(X) des points x de X où l'anneau local 0^ ̂  est de multiplicité 

n est ouvert dans X quel que soit l'entier n > o. 
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(VI 5) Théorème : Soit A un anneau de Nagata. Alors A possède les propriétés 

suivantes : 

(i) Pour tout anneau quotient intègre B de A, 1Tanneau (notation 

de K l 5.10.17) est une B-algèbre finie. 

(ii) Pour toute partie fermée T de X = Spec(A) et tout 0^-module co­

hérent ^ (où U = X - T) tel que pour tout x An(^) , on ait 

codim({x} H T, {x} ) > 2, i^(^) (où i : U —*• X est l'injection canonique) 

est un 0^-module cohérent. 

Preuve : Découle de (VI 0) et ([¥] 5.II.6). 

(VI 6) Théorème : Soit A un anneau semi-local noethérien pseudo-géométrique 

réduit. On suppose que les fibres formelles de A aux points génériques des 

composantes irréductibles de X = Spec(A) sont normales. 

Alors la clôture intégrale A de A est un anneau de Nagata. 

Preuve : Elle découle de (I 6.3), (\jl\J I.II) et (VI 0). 

(VI 7) Remarque : Lfanneau R de ( [ÎÔ] Ex 2, p. 203) dans le cas où m > o est 

un anneau pseudo-géométrique (et même géométrique (cf VII)) qui n?est pas un 

anneau de Nagata, i.e qui nTest pas universellement caténaire, donc un anneau 

pseudo-géométrique, n'est pas nécessairement un anneau de Nagata. 
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VII - ANNEAUX GEOMETRIQUES 

(VII 0) Définition : On dit qu'un anneau A est un anneau géométrique, si A 

est noethérien et vérifie les deux conditions suivantes : 

(i) Pour tout idéal maximal tyfls de A, lfanneau local A ^ est à fibres 

formelles géométriquement régulières. 

(ii) Pour tout anneau quotient intègre B de A, et pour toute extension 

radicielle finie KT du corps des fractions K de B, il existe une sous-B-al-

gèbre finie B f de K T, admettant Kf pour corps des fractions, et un élément 

f T{i o) de B T tel que B£f soit un anneau régulier. 

(VII 0.1) Tout anneau géométrique est un anneau pseudo-géométrique. 

(VII 0.2) Tout anneau semi-local noethérien complet est un anneau géométrique. 

(VII I) Théorème : Si A est un anneau géométrique, alors toute A-algèbre de 

type fini est un anneau géométrique. 

Preuve : Découle de ( [V] 7.3.13), (VII 0.1) et (V 0.2). 

(VII 2) Théorème : Soit A un anneau semi-local noethérien. Alors A est un 

anneau géométrique, si et seulement si A vérifie la condition (i) de (VII 0). 

Preuve : En effet, si A vérifie la condition (i) de (VII 0), A est univer­

sellement japonais, donc A est un anneau pseudo-géométrique (cf V I), donc 

A vérifie la condition (ii) de (VII 0) d'après (V 0). 

On a le théorème suivant que nous énonçons sans démonstration. 



12-77 

(VII 3) Théorème (E. Kunz ( [j\ Corollaire 2.6, p. 77) : Soit A un anneau 

semi-local noethérien contenant un corps de•caractéristique p t o, et tel 

que A soit un A^-module de type fini. Alors A est un anneau géométrique. 

(VII 3.1) Corollaire : Soit A un anneau semi-local noethérien japonais, dont 

le corps des fractions K est de caractéristique p i o, et tel que 

+ °°. Alors A est un anneau géométrique. 

Preuve : En effet, A contient le corps F^, donc il suffit d'après (VII 3) de 

prouver que A est un A^-module de type fini. Soient K' - ¥p et A' la fer­

meture intégrale de A dans K !. Puisque [K : YP] < + 0 0, alors [K} : K] < + 0 0, 

donc A T est un A-module de type fini, puisque A est un anneau japonais par 

hypothèse. Donc A'^ est un A^-module de type fini. Or A'^ est la clôture in­

tégrale de A, donc A est un A^-module de type fini. c.q.f.d. 

(VII 3.2) Remarque : Le corollaire (VII^3.I) est faux en caractéristique 0, 

en effet on a vu (IV 2.4) que l'anneau R de ({jo] Ex 7, p. 209) dans le cas 

où K est de caractéristique 0, est un anneau japonais distingué qui n'est pas 

un anneau universellement japonais, donc R est un contre exemple à (VII 3.1) 

en caractéristique 0, et R est même un anneau japonais distingué. 

(VII 4) Théorème : Soient A un anneau local noethérien intègre contenant un 

corps de caractéristique p i o, K son corps des fractions. On, suppose que A 

est un anneau japonais distingué et son corps résiduel k est tel que 

0< : kPJ < + 00. Alors Q< : K^| < + 0 0, donc A est un anneau géométrique (cf 

VII 3.1). 

Preuve : Nous allons raisonner par récurrence sur n = dim(A). 
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Supposons d'abord n >/ 2. Soit A la clôture intégrale. Alors quitte à remplacer 

A par un anneau local A ^ où 47̂  est un idéal maximal (ce qui ne détruit pas 

les hypothèses faites sur A), on peut supposer que A est normal. 

Soient a et b £ Autels que ht(aA+bA) = 2j alors B = A(T)/(aT-b) est un anneau 

intègre contenant A, et qui est essentiellement de type fini sur A (cf [joj^ 

II.13, p. 39), donc B est un anneau japonais distingué (cf IV 0). Or le corps 

résiduel de B est kT = k(T), donc [k' : k'̂ J < + °°. Mais K est le corps des 

fractions de B. On est donc ramené à prouver le théorème pour B. 

Mais dim(B) = dim(A) - I, on voit donc qu'on est ramené au cas où dim(A) ,< I. 

Si dim(A) = o, A est un corps et c'est trivial. Si dim(A) = I, comme précé­

demment, on peut supposer que A est normal, donc un anneau de valuation dis-
-I 

crête. Soit A y la fermeture intégrale de A dans K T = qui est un anneau 

1 1 -I 

de valuation discrète (cf [lu] 12.5, p. 40). Alors kj = k^ est le corps ré­

siduel de A-j- ; donc £kj : k] < + 0 0 puisque [k : k̂ ] < + 0 0. Mais puisque A est 

un anneau japonais, il existe alors une sous-algèbre finie A' de Aj dont le 

corps résiduel est kj, dont l'idéal maximal engendre celui de Aj et qui est 

normale, donc A' — • Aj est un isomorphisme. Soit R le henselisé de A'. 
A A 

Alors R est algébriquement fermé dans R = A' = Aj (cf ). 
A . . 

Or Aj C . A J est entier sur A ' C R , donc A - ^ C R , donc le corps des fractions 

Kj de Aj est une extension séparable du corps des fractions K' de A' puisque 

le corps des fractions de R est une extension séparable de celui de A' d'a-
-I 

près (DiJ 18.6.9 (ii)), donc Kj = K' puisque KjC^K'P . 

On en conclut donc que Kj est une extension finie de K, donc 

c.q.f.d. 

(VII 4.1) Corollaire : Soit A un anneau local noethérien contenant un corps 

de caractéristique p t o, et dont le corps résiduel k est tel que 

De : kPJ < + 00. Les conditions suivantes sont équivalentes 
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(i) A est un anneau géométrique. 

(ii) A est un anneau universellement japonais. 

(iii) Les fibres du morphisme Spec(A) • Spec(A) aux points génériques 

de Spec(A) sont géométriquement réduites. 
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VIII - ANNEAUX EXCELLENTS 

(VIII 0) Définition : On dit quTun anneau A est un anneau excellent si A est 

un anneau géométrique universellement caténaire. 

(VIII 0.1) Tout anneau excellent est un anneau de Nagata. 

(VIII 0.2) Tout anneau semi-local noethérien,complet est un anneau excellent. 

(VIII 0.3) Tout anneau noethérien japonais ou universellement japonais de 

dimension ^ I est excellent. 

(VIII I) Théorème : Si A est un anneau excellent, il en est de même de toute 

A-algèbre de type fini B. 

Preuve : Découle de (VII I) et de (VIII 0). 

(VIII 2) Théorème : Soit A un anneau noethérien. 

On suppose que A vérifie l'une des conditions suivantes : 

(i) A est un anneau normal. 

(ii) A est un anneau local unibranche. 

(iii) A est un anneau semi-local noethérien. 

Alors pour que A soit un anneau excellent, il faut et il suffit que A soit 

un anneau géométrique. 

Preuve : Découle de (VIII 0), (II 2.3), (II 2A) et (II 2.5). 

(VIII 2.1) Corollaire : Soit A un anneau pseudo-géométrique réduit. 

Alors la clôture intégrale A de A est un anneau excellent. 
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(VIII 3) Théorème : Soit A un anneau excellent. Alors A possède les propriétés 

suivantes : 

(i) Pour tout anneau quotient intègre B de A, l'anneau (notation de 

[V] 5.10.17) est une B-algèbre finie. 

(ii) Pour toute partie formée T de X = Spec(A) et tout 0^-module cohérent 

^(où U - X-T) tel que pour tout x e As<^), on ait codim({x} O T, {x}) > 2 , 

Î (vfî ) (où i : U — • X est l'injection canonique) est un 0^-module cohérent. 

(iii) Si A est local pour que A soit un anneau unibranche (resp. intègre 

et unibranche, resp. normal), il faut et il suffit que son complété Â le soit. 

Preuve : Découle de (VI 5), (III 2.3), (III 2.4) et (III 2.5). 

(VIII 4) Remarque : A part le fait que les anneaux excellents possèdent de 

très bonnes propriétés arithmétiques et que certaines de leurs propriétés 

se conservent par complétion (on ne sait pas cependant si le complété d'un 

anneau excellent A pour une topologie I-adique (I idéal de A) est encore ex­

cellent), on connaît très peu de choses sur les anneaux excellents. 

On ne sait même pas si l'anneau des séries formelles sur un anneau excellent 

est excellent. 
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