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EQUIDIMENSIONNALILF DE3 TIBRES FORMILLES

DIUN ANNEAU LOCA , HOLUITERIEN

Mme M. FLEXOR

I - Rappels

Soit A un anneau locel noetherien. On dit que A est “quidinmen-

It

siomnel, si pour tout idéal premier mininal P de /., on a : dim »/P = din A.
11 est Cit strictement équidimensicmmel si pour tout P« Ass A, on a

di A/P = dim A. (Par exemple A intégre). Ceci signifie encore que si on pose
X = Spec A, toutes les composantes irréductibles (resp. tous les cycles as-
sociés dans le cas "strictement") sont de dimension dim(X).

On dit que A,est_caténaigg si, étant donnés deux idéaux P € Q, ies chailnes
d'icéaux premiers joignant P & Q ont méme longueur. Lorsque A est écuidi-
mensionnel, on a dim A/P + dim AP = dim A pour tout idéal premi:r P.

I1 est universellement caténaire si toute A-algeébre de type fini est ca-
tenaire. On peut voir qu'il suffit que A[ﬁj soit catenaire.

Par exemple, un anneau complet est catenaire.

5]

Posons maintenant m = rad(A), k = A/m, F = Frac(A), A le complété m-adique

" N\ ~ .
de A. Posons Y = Spec A, Y = Spec &, £ : Y —> Y, U =Y - {m}, A intégre.

Nous avons alors la caractérisation suilvante

. . . . A
Proposition I. A est universellement catenaire, sl et seulement si A est

équidimensionnel.

I1 est tres facile de voir que si A est équidimensicrmel, alors
A est catenaire. Pour la condition suffisante, cf. E.G.A. IV, 7.1.1IT.
Inversement, supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Il existe donc une com-
N

posante irréductible 7 de Y telle que dim Y > dim Z. Hous allcus procéder a

plusieurs réductions.
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a) Réduction au cas ol A est hensélien

Soit A' une A-algébre finie unibranche, A'  Frac A comme A est

universellement catenaire, pour tout idéal maximal n de A', on a

din Aﬁ = dim A. De plus, (nAr'l)A = (A')A et on veit facilement que Spec(A')A

7

n
Zz' dominant Z telle que dim Z' = dim Z.

posséde une composante irréductible

Cette composante irréductible est une ammm&ﬁejr&ﬁmiﬂﬂedeEﬁaﬁﬁpA

pour un certain idéal maximal n de A'.

On peut alors supposer A = nA% qui est integre et hensélien.

b) Réduction au cas ou dim Z = I

Si dimZ > T, soit F = {z €2, z ¢ £ (), din 0_ = I}.

Comme dim 7 > I, iy ¢ F et I est infini. Soit ZI""’Zi les autres composantes

H

A
irréductibles de Y. On a dim F N Zi > I, donc F AN Zi @ ou est fini.

I

Soit z un élément de F tel que z ¢ U(F 1 Z.). Soity = f(z), onadim0Q =1

et comme A est catenaire dim {y} = dim Y-I. Posons B O{§}, donc
_ . . . A
dim B = dim A-I. De méme =i Z' = {2z}, on a dim Z' = dim Z-I < dim B et 2'
N
est une composante irréductible de Spec B. En réitérant 1l'opération, on abou-
A

tit 4 un anneau hensélien de dimension 2 tel que Spec B a utne composante ir-

réductible de dimension I. Ceci est impossible en vertu du lemme suivant :

Lemme. Soit (A,m) un anneau hensélien intécre de dimension » 2, alors U est

connexe .

Soit A' le cliture intégrale de A qui est un anneau local,
dim A' > 2, posons V = Spec A' - {vad(A')}. Alors
0 — A(U) — AT(V) = A",
Donc A(U) est entier sur A et donc local.
Nous allons maintenant donner une "caractérisation birationnelie' des anneaux

universel lement catenaires. Pour cela, nous allons faire quelques prélimi-
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naires. Soit q un idéal de définition de A, on considére Z = Proj(@ )
1'éclaté de A le long de q. Soit g : Z — Y le morphisme projectif bira-

. . AN N L N
tionnel canonique, g : Z —> X dedult de z par le changement de base Y —s Y.

A
On a Z = Proj( E’qn B et 1'isomorphisme canonique, grqA = grqﬁC@), montre

A
que si D = Proj(grqA), alors fD t Y ? D — D est un isomcrphisme, ce qui

N
permet d'identifier D au diviseur exceptionnel de Z.
Si de plus q est engendré par un systéme de parametres, D est
irreductible et si D, est le schéma réduit associé, on a D, = f_I(y) x PE_I
C

oun = dim A, c'est-a~dire si (x. ). est le systéme de parametres engen-

drant g et si Bi = A[xi/xi,...,xn/xil, les images des xj/xi dans Bi/g@i sont

algébriquement indépendants sur K.

q Lyd

Enfin, notons W le normalisé de 7, W —> Z le morphisme associé,

D' = hT®), T= {zeD, dinm 0, , %2, T'={z'e D', din 0 5 2}

»Z W,z!

On a le résultat suivant :

Proposition I : Les conditions suivantes sont équivalentes

i) A est universellement catenaire ;

- - - /\
ii) Soient (Zj) les composantes irréductibles de Z, alors

codim(D F\Zj,ﬁ) = I ou encore DO(; Zj 3

i) g = T

A
iv) pour toute composante irréductible Zj de Z, on a :

. A
codim (Zi NT,2) 22

iv) bis : pow tout ouvert V tel que T D Z-V, alors la Oz—algébre

i*(OV) est entier sur OZ’-QE 1:V— 7.

Nous allons donner quelques indications pour la démonstration de

cette proposition :
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-I

iii) == 1iv) Soit V un tol ouvert, V' = Y “(V), c'est un ouvert qui contient

tous les points de codirension ¢ I de W, donc Oy C—> Oyr = 0y et Oy est hien

entier sur OZ'

i) = 1i) Tout d'abord, g est fermé et est un isomorphisme en dehors de U,

donc pour tout 7j, Zj(W D # §. Soit £ un point fermé de ijﬁ D, c'est ausgi

N I
un point fermé de D, donc k(g) est algébrique sur k. Comme Z —> Y est ur

I

ot

oD
2
1

isomorphisme sur U' = f ~(U), =i z est un point générique de Zj’ z es
. ~ -~ . e . o . A
core un point générique d'une composante irréductible Vj de Y. Par hypo-

thése dim Yj = dim Y. La formule des dimensicns donne

dim 0, = dlm_ij t deg tr, k(&)
15
= dim Y.
De plus 05 ,— O —> 0 et O, — O o) — 0.
Z Z- D 7. 2.
: 3,8 O,E 3,8/m T35

Comre D_ est intégre et dim Oy = n-I, on voit que la précédente surjec-
0,&

. . . . . e
tion est un isomorphisme, en effet comme q est primaire pour m, m~ c ¢ pour

r

un certain entier e et q 0, est principal. Donc D, ¢ Aj.

Jst

ii) ==> 1) Comme Zj # DO et dim D_ = n-I, pour tout j, on a dim.Zj = n et

=~ O

. . N o . z
toute composante irréductible de Z domine une composante irréductible de Y.

iii) == 1i) Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Soit ¢ un point génériqre
d'une composante irréductinle de DN Zj. Comme D est défini par une équation,
“on a din{OZ = I, autrement dit si on pose R =0 R' = 02 , on a

j,£ 7,8 Ly
- ] ol .
dim R > 2 et Spec R' - {£} n'est pas connexe. Comme ¢ ~ (1) = T', on peut voir
que cette solution se transmet & toute R-algébre locale essentiellement finie

-

sur R. On peut donc supposer & unibranche ou ceci devient alors impossible.
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Proposition I-bis. Les conditions suivantes sont équivalentes :

I) A est strictement équidimensionnel

2) D, est _contenu dans tout cycle associé & 2.

3) Pour tout ouvert Vo Z - T, OX est fini sur OZ'

(On note encore O, 1a O

Y Z—algébre i, (0,), oui: V— 7).,

* TV

Corollaire I : Soit A — R un homomorphisme plat d'anneaux locaux intégres

tels que (rad A) R = rad(R) et tels que k(R) soit algébrique sur k(A).

n Y . . . A
Alors A est équidimensionnel (resp. strict.), si et seulement si R l'est.

En particulier

Corollaire 2 : Si A est géométriquement une branche, alors A est strictement

s e s . . . A
équidimensionnel, si et seulement si (nSA) 1'est.
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