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INTRODUCTION

BEINEKE énonce dans [1] le probléme qu'il appelle "the general covering
problem" et qui consiste & déterminer le nombre minimum de sous-graphes
partiels d'un graphe G qui vérifient une propriété P et dont 1'union est

égale a G,

CHEIN [4] a commencé 1'étude générale de ce probléme en mettant en évi-

dence la généralité de la notion de "graphe critique',

Dans cet article, nous nous intéressons a un probléme de couver-
ture encore plus général et qui consiste & déterminer le nombre minimum de
sous-graphes partiels d'un graphe G, qui sont non seulement élément d'un
ensemble donné P de graphes mais, qui vérifient également avec G une
relation a et dont 1'union est non plus nécessairement égale & G mais con-
tient une partie m(G) de G. Nous appelons indice de Po? - recouvrement de G

ce nombre (notation r _ (G) ).
PTT

Q
Ces dernieres années de nombreux résultats ont été obtenus con-

cernant des classes d'invariants particuliers qui sont des indices de Poc -
recouvrements,
Citons quelques articles qui contiennent des idées qui nous ont

aidé dans ce travail.

LICK [91], a partir de la similarité de certains résultats concernant le
nombre chromatique et l'arboricité d'un graphe étudie une classe d'invariants
plus généraux et qu'il appelle "point partition number",

HEDETNIEMI [7]et [8], s'intéresse & des généralisations du nombre
chromatique et CHARTRAND, GELLER,HEDETNIEMI (3] étudient des
indices obtenus en prenant pour P un ensemble de graphes qui ne contiennent

pas certainescliques et graphes bipartis complets,



Mais, il est possible de trouver des propriétés communes a des in-
variants comme le nombre chromatique, l'indice chromatique, 1'arboricité,
l'épaisseur, ... par exemple tous ces nombres n'augmentent pas lorsqu'on
enléve des arétes & un graphe donné (par contre, le nombre de composantes
connexes, lui, ne diminue pas), on est ainsi amené a étudier des indices de

i .
POL - recouvrement qul sont monotones,
Plus précisémment, apres avoir donné nos notations,définitions et

quelques exemples, nous étudions dans la partie Il les indicesr , c'est-

P

a-dire ceux pour lesquels on recouvre tout le graphe. «

L'étude des indices rp monotones fait 1'objet de la partie III, alors que
a
dans la partie IV nous donhons des résultats concernant les graphes critiques
relativement a un invariant quelconque que nous appliquons ensuite au cas des

indices de recouvrement,

Enfin, la partie V est un début détude de r S

P
a

Dans cet article, nous nous sommes volontairement limités aux résultats
qui utilisent essentiellement des arguments de théorie des ensembles et peu
de théorie des graphes. Ce que, dans chaque partie, nous appelons "étude
des cas usuels" (la relation o étant l'inclusion, ou le fait d'étre sous-graphe...
et m (G) étant 1'ensemble des sommets de G, ou celui des arétes, ... ) doit &tre
comprise comme une application des résultats généraux obtenus beaucoup plus
que comme une étude approfondie de ces questions., Nous indiquons enfin en
conclusion les points qui nous semblent particuliérement intéressant de tra-

vailler pour faire avancer cette étude,



NOTATIONS

Les notations non rappeiées ici et qui concernent les graphes et
ies hypergraphes sont celles de BERGE (21,
Un graphe G simple, non orienté ect fini est défini par
X @, EG)) X (G) étant un ensemble fini (les sommets) et
E (G) un ensemble de parties a 2 éléments de X (G)
(ies arétes).
Le degré d'un sommet x d'un graphe G, dG (x), est égal au nombre
d'arétes de G qui contiennent x.
I (G) est l'ensemble des sommets isolés de G (i.e, des
sommets dont le degré est 0),
A (G) est 1'ensemble des arétes isolées de G (i.e. des
arétes dont les sommets sont de degré 1),
On posera également [X(G)|=n, |E(&)|=m, [(G)]|=k.Un
couplage est un graphe dont tous les sommets sont de degré = 1,
Un graphe G' est appelé : sous-graphe partiel de G, noté G'c G,
si XGDcX(@G) et EGY) € EWG)
Un sous-~-graphe partiel strict de G sera noté G' ¢ G
sous-graphe de G, noté G sg G, si
X(GYc X (@) et E(G") estl'ensemble des arétes de G dont les som-

mets sont éléments de X (G").

graphe partiel de G, noté G' gp G, si
XGY=XG)etE@G) c EWG).
graphe dense de G, noté G' gd G, si

EGY=E G et X(G) < X @),

L3N 2 J



c, sg, gp, gd sont des relations d'ordre sur la classe des graphes
et les implications entre eux sont les suivantes :
c
gp sg

)

gd
Si x est un sommet d'un graphe G,{x}représentera le sous-graplie
de G ayant x pour sommet et aucune aréte, si e est une aréte de G
{e} représentera le sous-graphe de G ayant pour sommets les éléments
de e et pour seule aréte e,
G1 et G2 étant deux graphes, f est un isomorphisme de G1 sur G2

si f est une application bijective de X (G 1 sur X (GZ) telle que :

fyy %y} € BE(GD = {FGp,fl) ) € E Gy
(on note alors G; = G2). Un invariant ¢ est une applicatiqn de la classe
des graphes dans IN telle que G = G' = 9(G) = ©(G".
G UGy, =X GPUXGY, EGP U EGY)
G, NG, = X (Gl) n X (Gz), E (Gl) n EGy)
Gl + G2 utilisé quand Gl N G2 = @ signifie G1 U G2

G -Gy =X G, EG)-EGY)

Un hypergraphe est un couple (X,€) constitué d'un ensemble fini

X et d'un ensemble & de parties de X dont l'union est égale a X,



1 - Définitions et exemples.

I. - Définitions,

E étant un ensemble dénombrabie, on notera 9 I'ensemblie
des graphes finis, simples, dont les sommets appartiennent & E, Tous
les graphes considérés dans cet articie sont des éiéments de 9 .

Sauf mention contraire, toutes lesparties P considérées de f'}

-
seront supposées stables pour l'isomorphisme (i.e. VG € P, ¥ G' E%}

G' G =G'eP),

Si P est une partie de g ne contenant pas de graphe vide
(et stable nour 1'isomorphisme), si a est unc relation binaire dans g
impliquant l'inciusion G.e, VG, G' : Ga G' > Gc GD et si m est une
application de 9 dans J vérifiant VG : m(G) < G alors nous po-
serons :
Définition 1,

P (G - {H|H€P et HaG)
Définition 2,

On appellera Pg - recouvrement de G tout ensemble

{Gl, eeesGirene ’Gr} de graphes vérifiant :

@D Vi G, € Pa(G)

) m(G) < U G,

1

R o (G) désignera l'ensemble des Pg - recouvrements de G,
P

o L'union de deux Pg - recouvrements d'un graphe G est un

rr
POL - recouvrement de G donc :



Proposition 1.

R-Prr (G) estun U - demi - treillis ayant Pa (G) pour
a

maximum,

Définition 3.

Si R _(G) n'est pas vide , on appellera indice de Pg - recou-

P
a
vrement de G, noté r - (G) , le cardinal minimum d'un élément de
PC(.
R o ©.
a

1.2.- Exemples et notations,

n étant un entier positif, Kn représente une n-clique arbi-
traire de g , K représente une n - coclique de g .
Les relations a wusuelles seront <, sg, gp, gd. Les appli-

cations 1 usuelles seront :

™ (G) I G X (&) E @& 1(& A @G
notation de m I X E I A
Lorsque m = identité ou a = < , nous ne les écrirons pas dans

P [} R 1] r LN ]
a pT P
a a
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1. 3. Propriétés élémentaires.,

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriédtés &1é-
mentaires permettant de comparer certains indices en supposant que
les ensembles de recouvrements considérés sont non vides (1'étude

de l'existence des indices est faite en I1.2 et V..

Proposition 2,

RH(G)CR T](G)=:>r'

- G =2 r @)
PO. QB

it
POL QB

Proposition 3.

Si a et B sont deux relations dans § telles que o = B

v

alors :
D v G P G < P_W©G)
Q. B
) 7 G ¥y7 R (G R _(G)
pr 124
o B8
©)) VG Yo oor G zr @)
. 123 p"
o4 B8
Démonstration,

(D HEPOL(G)=>H0LG etHEP:HBGetHEP:HEPR(G)
) Si {Gl’”"Gi""’Gr} est un Pg - recouvrement de G :

Gi € PCI. G) etiUGi:)‘lT G) = Gi € PB (G) et L].J-GiDTT(G) = {G 9-.-9G]'_, -..,Gr}

T
estun P_ - recouvrement de G.

B
Q) Immédiat avec la proposition 2, /
Etudions maintenant quelles conditions doivent vérifier a,B
et P pour que l'inclusion de (1) soit remplacée par une égalité. On notera

Cl ia conditicn suivante :

Cl(G):VH : HaG et HEP)e (HBGetH€EP)



Nous avons alors :

Proposition 4.

R n(G)-—-R - (SR PQ(G) = PB(G) e a ,Bet P vérifient Cl(G)

POL PB

Démonstration.
Pour tout graphe G,
P @)= PB(G) o[ VH :H € Pa(G) o HE€ PB(G) ]l e c, )

RPW (G)=RPTT (G) ad [ {Glyooo,Gi,ooo,Gr} € RPT'_(G) e
Q 5 a
GyyeeesGyyennyGLle RPn G 1le P, @ - P, (@) car P_ (G) est
B
un P"- recouvremaat de G, /
a

Sil'on regarde les cas usuels on constate qu'il y a un seul
cas ol Cy (G) est vérifié pour tout G , celuioll a =c et B=sg :1la
condition étant que P ne contienne que des cliques.

Laissant a fixe et faisant varier m , nous obtenons :

Proposition 5.

Sim et n sont deux applications de 3 dans 4 telles que
. 14

¥G : 7 (G) « n(G) alors :
D VG R TT(G) - R (&)

P p"
04 a
@) ¥ G r G s r @G
PT Pg
Q

Démonstration,
Si {Gl, eeesGiyen .,Gr} est un Pg - recouvrement de G
alors Vi : G, € P, G) et U G, = (G 2 1 (G), c'est donc un Pg -

i
recouvrement de G./



En prenant o« = < ou = identité, les indices sont

ordonnés de la maniere suivante :

Proposition 6.

Si P et P' sont deux parties de ,G telles que P' < P alors :
o

D VG RP'” @) c RP” ()
Q a

@ vG rP.n G = rPTT (®)
a o

(évident).
Nous étudierons dans les parties Il et V a quelles conditions

P et P' définissent les mémes indices,






11 - ETUDE DE rP
x

II.1 - Indice et transversalité.

Définition 1., G étant un graphe, P un ensemble de graphes et o une relation

sur g on notera }r (G,P,a ) 1'hypergraphe ayant X(G) U E (G) pour en-
semble de sommets et P_ (G) pour ensemble d'arétes.

Considérous un P_- recouvrement de G :{Gl, oGy eee ,Gr}
chaque G, est une aréte de & et UG, = X (G U E (G) donc GiseeesGiyeee,G

T
est une couverture de l'hypergraphe Zf . Et réciproquement, toute couverture
de JC peut étre considérée comme un POL - recouvrement de G, il y a ainsi
une bijection eutre les Pa' recouvrements de G et les couvertures de ;(' .
Donc, si 6(36) est le cardinal minimum d'une couverture de & et T ¥
le cardinal minimum d'un transversal de 3{,['2] p.402, nous avons

Théoreme 1, - rp (@ = ((H @,P,20= 2 (K G,P,0)),
xQ

I1.2 - Existence de l'indice.

L'indice rp (G) sera dit toujours défini s'illest pour tout graphe G 4 @ .
a

Définition 2, Nous drons que la relation o est couvrante si :

¥ G U H = G .
Hoa G

Toute relation réflexive est donc couvrante .
Définition 3. ff) -{G| U H4 GetG{ D}
a
{H(IG
H4G
Il s'agit donc de 1'ensemble des graphes G qui ne peuvent étre entierement

recouverts par leurs sous-graphes partiels stricts en relation o avec eux.



P lati d YK, K, K, € (S—) K ?
our toute relation & on a donc ) 1 q Ko € a
et si @ est couvrante alors VG ¢ (\53(1 Ga G,

Proposition 1. Pour que l'indice rp (G) soit défini pour tout G
a

il faut que a soit couvrante et que @a c P,

Démonstration,
Si rp (G) est défini, le graphe G posséde un Poc_ recuuvrement
a
{ G1,Gy, ...,Gi,...,Gr} etl'ona :
G=UGiC U H donc U H = G
i Ha G Ha G
11 en résulte bien que a est couvrante.,
upposons, en outre, que le graphe G défini ci-dessus appartient & a

alors, nécessairement il existe i tel que Gi = G,(Sinon, l'on aurait :

UGiC U H donc UGiaéG',
i HaoG
H{G

contradiction),

Par suite, G € P et g)ac P./

Théoréme 2.

(1) Si la relation a est transitive

(rp (G)_toujours défini) »(a couvrante et 32 c P)
a

(2) Si a est une relation d'ordre

(rP (G) toujours défini) «( \T)a < P).
0

Démonstration,
Les implications de gauche a droite résultent de la proposition 1.

(1) Supposons a transitive et couvrante et Qc P.



Soit G un graphe et t un sommet isolé ou une aréte de G. Posons :

f:{mﬂ o G et {tlc 1}

L'ensemble { n'est pas vide car{t!(n'.est pas couvert par ses parties
strictes or a est couvrante,

En outre, { est fini car o implique 1'inclusion.

Soit Ht 1'un des graphes minimaux de Cf pour la relation <,
Montrons par l'absurde que Ht € @o.

Si ce n'était pas réalisé, on aurait puisque{t}c Ht
2K {§c K et K o H et K g H

Or la relation o est transitive : K « Ht et Ht aG =K aG.
Le graphe i inclus strictement dans Ht appurtiendrait a f , c'est
impossible.
Conclusion H_ ¢ T donc H, € P,
t a t
L'ensemble fini des graphes Ht quand t décrit G est un Pd-recouvrement

de G, Rp (G) est non vide, rp (G) est toujours défini.
a a

(2) La relation @ est antisymétrique, ajoutons a la transitivité du (1) la

réflexivité, a devient un ordre et o est alors couvrante ; on a bien :

T
rPa (G) toujours défini & S, cP /

Proposition 2, Si o est transitive les propriétés suivantes sont

équivalentes :
/\) s
€] Ja={Kl,K2| Kle;,Kzei}

@) vG il ¢ G sommet isolé ou aréte de G :{t@oc G

Démonstration.

(V=@
Supposons que j; = {Kl,Kz lKl,Kz € 9; }

{



0
Soit un graphe G ¢ Jon , bien que a ne soit pas supposée couvrante
la famille :

‘f:{H!HQG et{t}cH}
vérifie les propriétés utilisées dans le théoreme 2 car :

HoG
H{G

G ¢

Deés lors, pour tout t sommet isolé ou aréte de G,
(tle 32 et{tfc H et H € @a) = H, =&t}
ce qui prouve bien que l'on a{t}cx G.

2) =
La condition (2) implique que tout graphe G autre que K]_,K2
peut étre recouvert par l'ensemble de ses sommets isolés et de ses
arétes qui constituent des parties strictes de G , un tel graphe G ¢ @a.
e )
. %
Or,Va,VKl,Kz K1€ Jon et K2€ S g

Conclusion :

(j}a:{Kl,Kz X, € é,K?_ € ?}/

Proposition 3. Si pour tout graphe G et pour toutjt(c G, t sommet isolé

ou aréte de G l'on a{t}a G alors :

@D o est couvrante

@) I‘POL (G) toujour s défini & {Kl,K2 | K1 Egvet Kzeg\/}c P.

Démonstration,

Cette proposition ne suppose pas a transitive,



Soit un graphe G et R (G) = {{t}l{t}c G, t sommet isolé ou aréte de G},

Chaque{t}est en reiction a avec G et U {t} = G,

[HER(G)

™ .
Donc a est couvrante et jon = {Kl,K2 | K, € g » Ky 69 }
Enfin si {Kl,Kz | Kleé’ K, € g }cP,R(G) estun P_- recouvrement

de G et rp (G) est toujours défini, /
a

Convention importante.

Dans toute la suite on supposera que l'indice rp (G) est

Q
toujours défini, donc :

o couvrante et {K,,K, | K, € et K E;} c SDCP
-~ 1772 1 2 a
VG ¢ ja:GocG

vG r G =21,
P_
a
Notons en outre que si 2 , B8 sont deux relations :

(a=B) = (rP toujours défini = rp toujours défini)
en particulier : * :
rp toujours défini = Tp toujours défini.
En effet, siaoc = B tout Poc' recouvrement de G est un PB- recouvrement

de G.

11.3. - Existence de l'indice dans les cas usuels.

Les relations usuelles sont des relations d'ordre, il suffit donc de
trouver gz.
Proposition 4,

W 52:= (KK, [K; €45 Ky €l ]

@ ffzgf KK, | K, e}, K, e} }




P
Q) o ° { graphes ayant au plus une aréte}
%) ng’ = { graphes ayant au plus un sommet isolé}

Dans ces quatre cas : rp (G) toujours défini « (So)L cP.,
Démonstration, *

(1), @) résultent de la proposition 3,

(3) Si un graphe a au plus une aréte, ses graphes partiels stricts
ne le couvrent pas. Si un graphe G a plus d'une aréte, on peut couvrir
ses arétes une par une a l'aide des graphes partiels de G obtenus en
supprimant toutes les autres arétes,

(4) Tout a fait analogue a (3). /

II.4. - Graphes d'indice un,

Proposition 5.

@D) "G rp G)=1e G € Pet Ga G
a

@ veeP rp ©@-1
a

@) Si a est réflexive, P est 1'ensemble des graphes d'indice 1.

Démonstration.
D Par définition de 1'indice.
(2)  Résulte de 32 cPet Vv G € @QG a G.
Q) Evident d'apreés 1. /

Dans les cas usuels, P est l'ensemble des graphes d'indice un,
Corollaire,

SI o est une relation réflexive et si P, P' sont deux ensembles

de graphes pour les quels rp (G) et T'ps (G) sont toujours définis alors :
Q ,

a
o8 a

(P est caractéristique de 1'indice,).,



II. 5. - Invariants et indices de Pa-recouvrement.

Définition 4. Une relation a sera dite compatible avec l'isomorphisme
des graphes si elle vérifie :

(D pour tout isomorphisme fde G sur G' , ¥ H, Ha G =f(H) o £f(G)

Remarque : Les relations usuelles <, sg, gp, gd vérifient L.

Théoréme 3. Pour toute relation a qui vérifie (1), 1'application

rp ff - IN  est un invariant de graphe,
Q L4

Démonstration.
Soit {Gd.’ G2 .ee Gi oo Gr } un Pon_ recouvrement de G,
ViG. € PetG, a«a G, U G, = G
i i |

1

Soit f un isomorphisme de G sur G', on aura Vi f (Gi) isomorphe a

Gi donc f (Gi) € P puisque P est stable pour 1'isomorphisme des graphes.
¥i G aG =2f(G) a f(G) car a vérifie (1).

Enfin, f(UG )= UF(G) = (G = G

Donc { f (Gll) , I (Gzl) R | (Gi) eee (Gr) } estun P recouvrement
de G'.

Conclusion : rp (G) 2 rP(I (G"H

a
On obtiendrait symétriquement 1'inégalité contraire et finalement

r = !
a a
Réciproquement, on peut se demander, étant donné un invariant ¢, si
c'est un indice de Poc" recouvrement, Notons d'abord que si 1'invariant
peut prendre la valeur zéro, ce ne sera pas un indice. Mais, on peut
en ce cas, tenter d'écarter cette situation en restreignantg . Si o est
réflexive 1l'ensemble P est facile a caractériser, c'est 1'ensemble des

graphes d'indice un , donc c'est cp_l D.



Théoréme 4. Si_o est une relation réflexive vérifiant (1), un

invariant @ est un indice de ch' recouvrement si et seulement si

P = cp"1 (1) etsir -1 o est toujours défini et coincide avec o :
R G
a

i,e. VG (@) = r
e e

(©);

Donnons un exemple d'invariant classique qui n'est pas un indice.

Corollaire,

Quelle que soit la relation réflexive o et un ensemble P, le

degré maximum d'un graphe n'est pas un indice de P g recouvrement,

Démonstration.
Posons ¢ (G) = deg. Max. (G), Il est toujours défini et
P = cp'l (1) = {couplages}.

Soit une relation a réflexive pour laquelle rp soit toujours
a
défini , rp le sera aussi et on aura :

VG rp @ 2rp@-=gq (G) =2 deg. max. (G)
a

En effet, a = c et rp (G) = q (@), indice chromatique de G qui est
minoré par le degré maximum,
Or, il existe des graphes G tels que q (G) > deg. max. G.

Conclusion pour tous ces graphes :
r‘POL (G) > deg, max, (G) . /
I1.6,- Partitions,

Si {G1,Gyy e sG] estun P_-recouvrement d'un graphe G,
les ensembles {X (Gl), eees X (G } et {E(Gl), eeesE (Gr)} sont des

recauvrements, au sens ensembliste, de X (G) et E (G).



On peut alors associer a un Paerecouvrement R un couple
d'entiers (G’X(R), GE(R) ), oy et ¢ étant les ordres de recouvrements
de X (G) et E (G) induits par R (I'ordre d'un recouvrement est égal au
plus grand entierd tel qu'il existe & + 1 éléments ayant une intersection
non vide).

Pour les ordres d'un Pa-recouvrement d'un graphe, on

pourrait avoir, a priori, les situations suivantes :

&) oy R) >0 ¢ 5 (R) > O
) oy (R) >0 o R) = O
@ &y R) =0 g R) = O
) oy R) =0 o (R) > O

Le cas (4) est impossible. En effet ¢,(R) =0= X (G)NX (Gj) =@ si
i4 ] 2EGPNEGY=0= e ®R) = 0,

Le cas (3) est peu intéressant car un Pa-f recouvrement d'un graphe G

vérifiant (3) est une partition de 1'ensemble des composantes connexes,

Le cas (2) nous améne a nous intéresser a de nouveaux problémes,

D'une part a 1'étude des Pg - partitions d'un graphe G (une Pz - partition

étant simplement un Pg - recouvrement vérifiant (2) ) et plus précisémment
a 1'étude de 1'indice de Pg - partition, P g (G) qui est égal au cardinal
minimum d'une POTLT - partition de G. |

D'autre part, si la recherche d'un POT- recouvrement ayant un cardinal
maximum n'est pas, a proprement parler, un probléeme de recouvrement,
car il existe un seul tel recouvrement et c'est P_(G) , par contre la
recherche des Pg - partitions ayant un cardinal maximum (et de 1'indice

associé p'g (G) ) est un probléme de recouvrement,
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Les conditions d'existence d'une Pg - partition étant plus

: X m .

restrictives que celies d'un Pa - recouvrement, on est souvent amené
a étudier un nouvel indice de partition :

Définition,

5 eeeG_}

Q (G) = cardinal maximum d'un ensemble {Gl,...,G1 -

Pa de graphes tel que :

(D G, € Pa (&)

@EGY NEGP=-0 siif]

@ UG @

(Sia est égale a l'inclusion et ma 1'identité c'est ce que BEINEKE [1]
appelie le probléme de "packing"),

Sous réserve de l'existence des différents indices nous

aurons les inégalités suivantes :

Nous ne referonspas ici une étude de ces indices comparable a 1'étude
faite pour rp dans cette partie our dans la partie V,
a PT
a .
Il est notamment immédiat de véridier que pour o = C ou gp ou sg
p__ est partout défini si et seulement si P = {Kl,K2 1.

P
@ Nous donnerons simplement quelques résultats partiels
fréquemment utilisés sur les rapports entre rp et pp , en supposant que
ces indices sont définis,

Théoréme,
Une condition nécessaire et suffisante pour que tout P -

recouvrement de G soit une P- partition est que P soit stable pour 1'union

de graphes non disjoints par les arétes,
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Démonstration,

La condition est nécessaire en effet, soit G = Gl UG2
avec E (Gl N E (Gz)% D et Gl’GZ € P, {Gl,GZ} est un P- recou-
vrement de G qui n'est pas une P-partition, il n'est donc pas minimum
donc G € P,

La condition est suffisante car si R = {Gl,Gz, .o .,Gr} est
un P-recouvrement minimum de G qui ne partitionne pas les arétes,

On a par exemple E (Gi) nE (Gj) £ @ aveci4# j mais alors G, U Gj

est un graphe de P donc R n'est pas minimum ce qui est absurde, /

Si P = {Kl,Kz} alors P vérifie la condition du théoréme
précédent, Un autre exemple simple est constitué par P = {Kl,Kz} U {

graphes dont i'une des composantes connexes a au moins k sommets } .

Théoreme.

Si P est gp-héréditaire et si a vérifie 7V Gl’G2 €EP,

VG:GloLGetGZOLG = Gl-,-_G2 o G alors rPﬂ = PPTT .
a a

Démonstration.
Soit {Gl, cee ’Gi’ .o 'Gr} un P;T - recouvrement minimum de

G, remplacons G, par G'. =G, - U G,
i i L < j

G'i € P puisque P est gp-héréditaire et G'i a G du fait de 1'hypothese

sur o donc G'; € Po, (G) et UG, = UG donc {Gl,G'z, ...,G'i,o..,G'}

r
i i
est une P - partition de G. Ceci entrafne que p < r or p _=r
a il PTT P'lT PTT
a o a a

donc pPT_r = rP” /
a x

Ceci permet de retrouver un certain nombre de résuitats

connus.,

Si nous considérons la liste donnée en 1.2, nous voyons que
ce théoréme s'applique pour le nombre chromatique, 1l'arboricité, 1l'indice

chromatique et 1'épaisseur.






[1I, - Indices rp monotones .,
a

III, 1 - Définition de ia monotonie,

rp estune application deg dans IN¥*, on peut chercher

a

a caractériser P et a pour que rp soit isotone pour un ordre B
a
de 9 et l'ordre naturel de IN,

Désignons par B une relation d'ordre sur g qui implique

l'inclusion,

Définition 1,

Un indice rp sera dit B - croissant si
o

VG,G' € 5 G'BG =rp (G) = rp G
04 a
Définition 2,

Un indice rp sera dit B - décroissant si :
o}

¥G,G' 65 G'8 G = rPa(G'.) = p ©)

Exemples,

1. P = { graphes planaires} , a =C , rp = épaisseur
a
Pour B =C G c G =2ep@B <ep G

L'épaisseur est un indice < -~ croissant,

2, P = { graphes connexes } , a =, rp = nombre de compo-
a
santes connexes,

Pour B=gp G gpG =p@G =2p@GH
Le nombre de composantes connexes est g p - décroissant,

Remarques Si rp est B- croissant (resp.décroissant) et si y est un
a
ordre plus fin que B alors rp est y-croissant (resp .décroissant),
a



Ii1.,2 - Indices B - croissants,

Définition 3.

L'ensemble P sera dit B - héréditaire si

VH, H'Eg, HeP et H'BH »H' € P
Si P est 3-héréditaire et si y est un ordre plus fin que B alors P

est y-héréditaire,

Théoréeme 1, Supposons o réflexive

a) Pour que rp soit B - croissant il faut que P soit § - héréditaire
a

b) Si o , B vérifient '» condition suivante T (a ,B) §

VGVUVYV(UaGetVBG = [WUNV) aVetWNVIB U 1)

e est B - croissant & P est B - héréditaire.
—a

Démonstration,
a) Supposons que rp soit 8 - croissant,
a
Soit H&€ P et K tel que K B H, ona :

1SrP(K) =rp () = 1
od a

car, étant réflexive H€ P = rp W =1,
a
Conclusicn rp (K) =1 donc K € P et P est B - héréditaire.
a

b) Supposons que a. soit réflexive, que T {a,B ) soit vérifide
et que P soit B - héréditaire,

Soit {Gl,Gz,...,Gi,...,Gr} un P_- recouvrement de G :

ViGia.G et GiEP,L‘{G].-:G
Soit alors G' vérifiant G' 8 G,
Posons vi Gl = Gi n G,



On obtient :

G's8 G = G'c G

donc
UG'1=U(GiﬂG")=(UGi)ﬂG'v=GﬂG'=G'
i i i

En outre, Gi a G et G'B G estvérifiée et

oD G, aGet G'BG=>(Gi NG oG’ =G a G
) GionGetG'BG:(GiﬂG')BGi=>G'iBG".

Or, Gi € PetP est’ - héréditaire donc G'i € P.

Conclusion {G'l,G'Z, eeesGlyees, Gl | est un P - recouvrement de
G' et il en résuite que :
rp (G" = rp (©))
a a

et que rp est B - croissant, /
a

Remarque. Pour les besoins de la démonstration la condition T (., 8

est trop forte, on pourrait la relativiser & P sous la forme TP(OL,B):
VG VU €P YV [UaGetVBG =(UNVaVet UNV BU) |

Notons alors que T (@ ,B) & VP TP (@ ,8).
En fait, T (o ,3) est vérifide dans les cas usuels, comme le montre
i'étude suivante :
Etudede T (a , 3).

a) Cette relation est symétrique en a , 8

T@,8) « TG ,w
b) T (@, ©) se réduit a :
VGVU VYV (UaGetVeG = WNAV) a V)
)T (o, o) se réduit a

TG YU ¥V (Ua G et VaG = (unv) aV)



d) SiT (@ ,=) estvérifié, T (a,8) se réduit a :

TGYU Y V(UaGetVBG =2(UNV) B U)

Démonstration,
a, b, ¢ évident
d) putsque B= C ona :
Uao GetVBG =UaGetVeG =2(UNV) a V
puisque T (a ,= ) est vérifié, la réduction de la condition est donc

obtenue. /

Proposition 1,

T@,c)etT(8,c) =>T(a,B)

Démonstration,
On utilise les hypothésesa = < et 8= <, T (@ , <) est
vérifiée donc
UaG etVB G =2UaV etVecG (U NV) oV
T (5, € ) est vérifide , T (¢, B) 1'est aussi donc :
UaG etVB G = UcV et VBG=2(UNV) B U

ce qui montre globalement que T (a ,B ) est vérifiée. /

Proposition 2. Cas usuels.

Sia ,B sont deux quelconques des relations usuelles :

<, 58, g gd ,alors T (@ ,B) est vérifide et donc(rp est
. a

B - croissant © P est B - héréditaire),

Démonstration,
Rappelons que G'gp G © X(GY =X (&)
G'gdG o G'cGetE(WGY=E @)



Les résultats suivants sont classiques ou dvidents :

UcG et VoG = UNV c V
UsgGet VcG = UNV sgV
UgpGetVcG =» UNV gV
Ugd Get VoG = UNV gdV
Ce qui signifie que i'on a :
T(c,2), T(sgyc), T(gp,c), T(gd, )
et par suite T (o , 8) pour a ,B € (<, sg, gp, gd ) en vertu de ia

proposition 1, /

Exemples.

L'ensemble des graphes planaires est < - héréditaire
(donc sg-héréditaire, g p -héréditaire, gd-héréditaire) il en résuite
que 1'épaisseur est C - croissante ( et sg-croissante, g p ~croissante,

g d - croissante),

111, 3. - Indices B - décroissants,
Définition 4.

L'ensemble P sera dit g - héréditaire supérieurement , en

abrégé B —herj
SiVH,H‘Eg H €P etHBH'= H'€ P, SiPest8~her et

si y est un ordre plus fin que B alors P est vy -her.

Proposition 3.

Supposons ¢ réflexive,

Pour que t:POL soit B - décroissant il faut que P soit B - héréditaire

supérieurement ,




Supposons que rp soit B - décroissant, Soient G,G'
a
telsque Ge€ Pet GBG',ona:
donc :

rp G =1 et G'e€ P

P est B - héréditaire supérieurement, /

Nous n'avons trouvé aucune condition générale sur o ,B
assurant une condition nécessaire et suffisante de B- décroissance.
La plupart des cas usuels conduisent toutefois a des résultats simples

qui résultent de la pro,: :sition suivante,

Proposition 4.

Supposons que o soit réflexive et que a = 8 , les propriétés

suivantes sont équivalentes

(D rp est B- décroissant
o

) P -

3) rp estcons-ant et égal a 1,
a

Démonstration,

(1) =@) Soit {Gl,GZ, e00sGiyeee, G }un P - recouvrement d'un
graphe G quelconque,

Ona Vi G, a G donc aussi Vi Gi 8 G or, d'apres la proposition 3,
P est B-;e—r'. doncGiE P et GiB G=>GeP,

Conclusion ( ¥ G € 8 G € P)donc P =5 .

(2) =(3) Evident.

(3) = (1) Evident, /

e 0



Proposition 5. Cas usuels.,

a) Si a est quelconque et B € { © , sg } les propriétés

suivantes sont équivaientes

(L rp est B - décroissant.,
a
)] P est B - héréditaire supérieurement,
QR P-=
4 rp estconstant et égel aun .
o!
b) Si o€ {c, sg, ep, gd } et 3 =god , rp est 8- décroissant ©
a
P est gd - héréditaire supérieurement,
Démonstration,
a) =@ Proposition 3,
2) =@ résulte du fait que si rp est toujours défini,

Q — ——
{Kl, K, } < P déslors sil'on suppose que P est © - her ou sg-her

P contient tous les graphes.

Q) = Evident,
4 = Evident,
b) Supposons que P soit gd-héréditaire supérieurement.

Soit un graphe G et un graphe G' vérifiant G' gd G.
Soit {G'l,G'z, eeesGlyaas, Gl } un P_- recouvrement de G'

UG'. =G', i G'.€P et G'. ¢ G
i 1 1 1

D Si o=c ousg posons G; =G', U1(G)
Ilvient UG, = UG, UIW@&)I)=(UG)IUIW

1 1 1

1l

G'UI® = G



En outre, G'i gd G.l donc Gi € P et enfin Gi a G.
Conclusion {Gl’GZ’ ceesGirens, G } estun P_-recouvrement de G

et rp (G < rp (G
a a
2)Si a=gp, posons G, =G U X (G
Chaque Gi vérifie Gi gp G, le reste de la preuve est inchangé,

3)Si a=gd, a= 8 1l'indice est constant et égal a un

(proposition 4), /

I1.4.~ Indices g p - décroissants.,
Nous n'avon: .es trouvé de condition nécessaire et suffisante
mais toutefois une meill2ure condition nécessaire,

Proposition 6.

Si a €{c<, sg, gp, gd } et si rp est gp - décroissant,
a

alors P est gp -héréditaire supérieurement et contient toutes les cliques.

Démonsiration,

=
3

Supposons Gua rp Soit gp - décroissant, P sera g p -héréditaire
supdrieurement (Propositiona3) . Distinguons alors selon a ,

i) =gp encecas P = g/ , Tp est constant et égal & un (Proposition
43 ot P contient toutes les cliques.,

bJa =gd en ce cas S od est l'ensemble des graphes ayant au plus
un sommet isolé, il contient toutes les cliques et S od c P.

c) Il reste les cas les plus difficiles o =< ou a=sg , montrons
que P contient toutes les cliques. On sait que Kl € P et K2 € P,
Raiscnnons par 1l'absurde en supposant que les cliques Kl,Kz, ‘”’Kn-l

de ,() appartiemnent 4 P et que & K_¢& P,
¢



En ce cas P ne contiendrait aucun graphe H de mémes sommets
que K , sinon en ajoutant des arétes a H on obtiendrait Kn et par
g p - hérédité supérieure on aurait Kn € P.
Choisissons une aréte a de Kn d'extrémités x et y.
Soit Kn%ﬂ;le graphe obtenu en enlevant i'aréte a au graphe Kn tout

en laissant ses extrenités,

1. Montrons que rp (Kn-ia}) = rPS ‘(Kn-ia? =2
En effet, X (K -{%) =X (Kn) donc Kn-&i¢ P et rP(Kn-{aP z 2,
P, n -4 > 2.
Constatons alors que K {xﬁ et n -}y}sont des cliques
d'ordre n-1 appartenant a P qui sont des sous-graphes de Kn-{a}

et qui couvrent Kn-ia} , ce qui montre que

rp &, A <2, "P., &, 4

ce qui fournit les égalités cherchées,

2. Montrons gue rp (K ) = I'P (K ) =3

D'abordK )} K —{y} et{ }couvreﬂt I\ _etrp (K )< 3, r P (K )< 3
s

g
En outre, K_ ¢ P donc

p&p > 1 rp () >

°%

Si 1l'on avait rp X ) =2, K pourrait étre couvert par deux graphes
a

distincts Gl TG,Gy & G etil existerzit un sommet z, z € Gy,
z ¢ G2 ) Gl serait un graphe d'ordre inférieur ou égal a n-1 et l'on

aurait :
deg (2) dans K =n-1=deg (z) dans Gl <n-2

contradiction,

Conclusion Tp (Kn) = rPSg(Kn) = 3
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3. En comparant 1 et 2, on voit que rp Te serait pas
a

g p - décroissant, contradiction, /

Les conditions nécessaires données dans la proposition
6 ne suffisent pas ; donnons en deux contre exemples.
1, a =C ou sg
P = { cliques}

P est gp -héréditaire supérieurement et contient toutes
les cliques.
Soit G ; G I>

rp G = 3 rp (G =2bienque G'gp G

rp =3 rp (G)=2bienqueG'gpG
58 5¢

2. a=gd
P = { graphes ayant au plus un sommet isolé U {§__ 911}
P est g p-héréditaire supérieurement et contient toutes

les cliques.

« o o o o o
G - A\ G' - o
[ —— ]
ro (G)= 3 ro, (G = 2 bienqueG' gpG
P P
gd gd

Exemples d'indices gp - décroissants.,

D P - { graphes connexes}

o« € {c,sgl

2) P = { graphes ayant au plus k composantes connexes}

o € {c,sgl
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3) P = { graphes ayant au plus i sommets isolés }

a € {C,sg,gd]

Majoration.

Si rp estgp -décroissant on &
a

¥vG rp G) =r(@+x < n
[04

Démonstration.
Soit en effet, un ensemble minimeal ¢'arétes de G couvren
tous les sommets non isclés : il y ena r (G) elles forment avec

les sommets isolés un graphe partiel G' Ze G, Alors :

Tp {G) =< rp GY
a a
or

ro GY = r(G)+X
PN
puisque couvrir G' c'est couvrir ses ardtes et ses sommets isciés.
Enfin, r (G)+x = 2 , car G' est vre forédt partielie 2e G et =

est le nombre de scmmets de G. /






IV, - Graphes critiques.

IV.1.- Graphe critique relativement a un invariant B - croissant,
Définition 1,

B étant un ordre sur (§ , un invariant © sera dit B - croissant

si: VG, H:H B H =G = oD

En d'autres termes, ¢ est une application isotone de l'ordonné (S/, B )

dans 1'ordonné (IN, <),

Proposition 1.

Si o est un invariant B-croissant et si yest un ordre sur g

plus fin que B alors @ est y - croissant,

Démonstration,
VG, H: Gy H = G B H puisque y est plus fin que B et
GeH=0G) = o). /

En particulier, un invariant croissant est gp, sg et gcl - crois-
sant,
Définition 2,
¢ étant un invariant B - croissant et y un ordre surj plus
fin que B , considérons les propriétés suivantes :
(D (@G =T
@ VG':G' 4 O ,G'£G,G' vy G = oGY < 0B
Q) VG':G'£#Q ,GEG,GyG'=» 909G < o @&

un graphe G vérifiant (1) et (2) sera dit € (¢ ,8 , y)-critique., et

un graphe vérifiant (1) et (3) sera dit T (v, B, y) - critique,




Pour simplifier les notations si B = y nous parlerons de graphes

]

(o ,B) - critiques et si B =y =C de graphes % (p )-critiques.,
Lorsqu'il n'y aura pas de risque de confusion nous parlerons de

graphes € ou % - critiques.

Proposition 2,

Quel que soit l'invariant ® B - croissant les graphes

minimaux fesp .maximaux) relativement & un ordre y plus fin que B

sont T(p, B, y)-critiques (resp., Z ).

Evident.
Exemples.,

€D Si nous considérons un invariant gp-croissant quelconque
et 1'ordre gp , les cocliques sont T -critiques et les cliques T -
critiques.

2 Si o = degré maximum et si nous prenons pour ordre l'inclu-
sion, ¢ est croissant, Un graphe 7 -critique est une étoile de
degré ¥ (c'est-a-dire un graphe dont tous les sommets sont de degré
1 sauf un de degré @ ). Par contre, il n'existe pas de graphe 7 -
critique (puisqu'en ajoutant un sommet isolé, par exemple, on n'augmente

pas le degré maximum d'un graphe),

&) Si ¢ est une fonction strictement croissante du nombre de
sommets et du nombre d'arétes d'un graphe, tout graphe est a la fois
T et ¥ -critique,

~

Si représente la relation de couverture associée a l'ordre
Y p Y

Gi,e.H3G © Hy G et # H',H 4H,H 4 G:HyH'yG) on con-

sidére la propriété suivante,



P 1 : Dans tout intervalle I il existe un élément couvert par le

maximum de I,

P 1 peut donc s'écrire :
VG,H : Hy G =(&H' :H v H' §G)

Dec nombreuses propriétés usuelles sur les ensembles ordonnés
entrainent P1, Par exemple, si tout intervalle est fini (ce qui est le
cas pour les ordres usuels, < , sg, gp, gd) alors l'ordre vérifie P 1.
(De méme, sil'ordre vérifie la condition de maximalité, tout ensemble

non vide admet un maximal), Dualement on considérera la propriété :

P'l : Dans tout intervalle I il existe un éiément qui couvre le minimum

de I.

Proposition 3.

@ étant un invariant B - croissant, y un ordre sur (; vérifiant

7

P 1 et plus fin que 8 et G un graphe non vide alors :

(@) = T et

G est ¢ (v ,8, y)-critique «
VH:H§ G= o= 7 -1

Démonstration,

VG',G' 4 ©,G # G etG'y G &H telque G'yHYG
donc, puisque ¢ est B -croissant et y plus fin que B

(G = o =T -1 <7 =00 &
donc G est bien 7 -critique.
Réciproquement, supposons G ¢ -critique, Cela entrafhe tout d'abord
que o (G)=7C etque VG ,G' 4 P,G 4 G etG'y G

0 (G < o (G) et ceci est vrai notamment pour les graphes couverts

par G. /






Jbis

Nous obtenons de la méme maniére :

Proposition 3'.

¢ étant un invariant B - croissant, y un ordre sur Q
U

vérifiant P'l et plus fin que B et G un graphe non vide :

(G = T et

G est -E’ (p,B, v )-critique &

yH:G{H = o2 T +1

Proposition 4,

o étant un invariant B - croissant et y , & deux ordres sur

9 tels que &6 = y = B alors :

¢
G T (p, 8, y) - critique = G T (g ,B, 5 ) - critique
G Z (v, B, Y - critique = G 7T (p, B,5 ) - critique
Démonstration,

VG',G'4 ©,G'£{GetG'8G = G'yG = (G) < 9(G) dans
le premier cas,
ViG', G'{D,G'$GetG65G' = GyG' =9 (G < v (G')dans

le second cas. /



Cette propriété entraine notamment que si un graphe est
T () - critique (ou T)Dil estalors Tl , gp), Tlp, sg et
T (p, gd) - critique (ou T ).

Nous dirons que trois ordres y ,6 , € vérifient la propriété P2si

P2 : vG',G:G'yGoe HG" :G'6G"eGouG'eG"d G,

Proposition 5,

@ étant un invariant B-croissant et y , 6, € trois ordres

sur plus fins que B vérifiant P 2 alors :

G 1 (,B,y) - critique ® G T (p ,B 486 et T(p ,B,c)-critique.

G (p, B,y)- critique ® G Z(p,8 ,8)et =(p, 8, g)-critique,

Démonstration,

Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ¥ -critique :
(1) la condition P 2 entre y ,6 et ¢ implique &6 = y ete =y
(il suffit de prendre G" = G ou G" = G'). La proposition 4 permet donc
d'affirmer que G € (p ,B8 ,v ) - critique entrathe G T (p, B, 8§)-critique

et T (p, B, €) - critique.

@) Réciproquement, si G est T (g ,8 , 8 D et T (v, B,e)-critique
considérons un graphe quelconque G' tel que : G' £ Q) et G'£ G et
G' y G. Supposons par exemple (P 2) qu'il existe G" : G' 8 G" ¢ G si
G" # G nous avons ¢ (G = p(GM < 9 (G), si G" = Galors G" £ G'
et © (G < 9 (G") = v (G) dans tous les cas 9 (G') < ¢ (G) donc G
est 7 (@ ,8, y) - critique, On a le méme résultat en supposant que

G'yG = 141 G":G'eG" b8 G, /
Cette proposition implique pour les ordres usuels :

Corollaire : G est T (®)-critique (resp, ) si et seulement s'il est

Tl , gp) et T (p, sg)-critique (resp. ©).




)

Démonstration,
Il est immédiat de vérifier que < , gp et sg vérifient bien
la condition P2, On peut également voir gue tout autre arrangement de
3 parmi les 4 ordres usuels (& l'exclusion de celui obtenu en échangeant
gp et sgcar 8 et e jouent un rdle symétrique dans P 2) ne vérifie

pas cette condition, /

Théoréme 1,

Si o est un invariant B - croissant alors quel que soit l'ordre

y sur Q plus fin que B et vérifiant la condition de minimalité (resp,

maximalité) et si G est un graphe d'invariant < alors il existe un

graphe G', G' y G (resp., G y G') qui est (o, B ,y )-critique (resp.zZ).

Démonstration,

Supposons que y vérifie la condition de minimalité , la démons-
tration est identique Jdans l'autre cas,

Considérons E= {G'| G'yGetp(G)= T}, E estnon
vide, puisque G € E, donc E a un élément minimal (puisque vy vérifie
la condition de minimalité), cet élément minimal est -z (v ,8,y)-critique

d'apres la proposition 2, /

L'inclusion sur (g vérifie la condition de minimalité donc
tout ordre plus fin la vérifiera donc en particulier gp,sg et gd, Par
contre, parmi les 4 ordres usuels seul gp vérifie la condition de maxi-
malité, Donc :

Corollaire :

Si p est un invariant croissant, sg ou gd-croissant alors

tout graphe d'invariant T admet respectivement un sous-graphe partiel,

un sous-graphe ou un graphe dense ¥ (p)-critique.




Sip est gp-croissant, tout graphe d'invariant 77 a

un graphe partiel 7 (p )-critique et est graphe partiel d'un

k4 (¢ )-critique,

Considérons la propriété suivante, ¢ étant un invariant B -croissant

et y un ordre plus fin que 8 :

P3. ¥vG,H {GyH,0o(@)=72,0MH) =7 +h, hentier 2 1}=
{EH s H' yH, oMH)=T+1}.

Le couple H',H de la propriété P 3 vérifie lui-méme les hypothéses
de P 3. Donc, sih =z 2, on ol:\tient un graphe H" tel que H" vy H et
w(H") = T + 2 , nous pouvons ainsi appliquer successivement h-1 fois

P 3. Nous aurons . de méme pour la propriété suivante :

P'3. {VG,H:GyH/cp(G)= T ,oMM =7 +h, hentierz21} =
{8G':GyG ,90GY=7 +h-11}

Il existe des conditions plus fortes que P 3 ou P'3, mais plus faciles

a vérifier, Par exemple, la condition suivante :

P4, VG, oG =T, T>1 » E§G" :G' yGetp(GD =7 -1
entrafne immédiatement P 3. (Nous verrons dans le § 3 que les indices

de recouvrement croissants vérifient précisément cette condition P 4),

Nous pouvons maintenant énoncer un théoréme de structure

qui met bien en évidence l'importance des graphes critiques :

Théoréme 2.

¢ étant un invariant B -croissant, y un ordre sur Q plus fin
v

gque B vérifiant la condition de minimalité et (o ,y) vérifiant P 3,alors :

1) 8G' : G'y G et G' T (v, B, y)-critique

@G =T = et
L @) £ G":G"y G et G" (T +1)ip, B, y)-critiqi




Démonstration,

Avec les hypothéses 9(G) = ¥ implique (1) par le
théoréme 1. Supposons que ©(G) = T et qu'il existe un graphe G"
tel que : G"¥ G et G" (T + D-critique,

G"y G »3G"B8G=0(GM =7 +1 = oG =T

ce qui est absurde donc ¢ (G) = € implique également (2).

Réciproquement, (1) entrafhe ¢ (G = € = o (G)
Montrons que (2) entrafne ¢ (G) < T , En effet, supposons que
©»(G) =T + h avec h entier >0, v et y vérifiant P 3, appliquons
P 3 au couple (G',G) de la propriété (1). Ceci entrafhe qu'il existe
un graphe Htel que : Hy G et o (H) = T + 1, En utilisant le théoréme
1, ce graphe H est supérieur a un graphe H' (€ + 1l)-critique donc
H'vHyG et H' (T + 1-critique, ce qui contredit (2),

Nous pouvons obtenir d'une maniere identique :

Théoréme 2',

pétant un invariant B -croissant, y un ordre sur § plus fin
1Y)

que B vérifiant la condition de maximalité et (p,y) vérifiant P'3 alors :

(1) 4G' :G vy G' G'E(@,B,y)—critique
p @& =T = et

QD EG" :G yG" G"(r -1)p,B,y)-critique

Donnons un dernier théoreme aux hypotheéses plus restrictives
que celles des théorémes 2 et 2' pour y mais n'utilisant la propriété
P3:

Théoréme 3.

© étant un invariant B-croissant et y un ordre plus fin que B

vérifiant les conditions de minimalité et de maximalité alors :




(D 4G : G'yG et G' 7 (B8,y)-critique
p@G) =z = et
K Q@ aG" ; GyG" et G" 2 (v, B, y)-critique

Démonstration.,
Le théoréme 1 montre que :  (G) = & =) et 3)
Réciproquement (1) = T < o (G) et =9 (G) =T ./

Nous pouvons remarquer que B =C et y = gp vérifient les hypo-

théses du théoréme 3.

IV.2, - Graphe critique relativement a un invariant B - décroissant,

Définition 3.

B étant un ordre sur , un invariant o sera dit B-décrois-
sant si : VG,H: GB8H= 0 (G 2 ¢ (),
Le nombre de composantes connexes est un exemple d'invariant gp-
décroissant,

Nous n'allons pas refaire une étude comparable au paragraphe
IV.1., car nous allons pouvoir utiliser le principe de dualité, Si Ef
représente l'ordre opposé a B, les propriétés non connue$ parmi les

propriétés suivantes sont immédiates a établir :

Proposition 6,

¢ étant un invariant, B et y deux ordres sur G nous avons :

J

D) ¢ B - croissant © © E - décroissant.
v V)
) (y=28)e (y =28).
v
«)) 8 vérifie la condition de minimalité (resp.maximalité) o B

vérifie la condition de maximalité (resp., minimalité),




(&) B vérifie P 1 (resp.P'1) © 8 vérific P'l (resp.P 1).

VIR S
®) vy ,0,¢ vérifient P2 & y ,8 , ¢ vérifient P 2,

Pour un invariant décroissant nous considérerons la définition suivante
d'un graphe critique :
Définition 4,
¢ étant un invariant B-décroissant et y un ordre sur

plus fin que B , on considére les propriétés suivantes :

(D (G =T

@ VG':G' 4 0,64 G,G yG= G > 9B

&), VG':G'4 0,64 G,G y G'= (G > p(GY

Si un graphe G vérifie (1) et Q) il sera dit T (¢ ,B,y )-critique et

s'il vérifie (1) et ) il sera dit T (p ,8 ,y )-critique,

Exemple.,

Si ¢ = nombre de composantes connexes et B =y =gp ,
les graphes T (p , gp) - critiques sont les foréts de T arbres et
les graphes T (p , gp) - critiques sont les graphes composés de
cliques disjointes au sens des sommets.,

Théoreme 4.

©p étant un invariant B-croissant et y un ordre plus fin

que B :

v [

G lp,B,y)-critique (resp. T)e G Z (8 ,7) -

critique (resp. 2 )

Démonstration,
Il suffit d'écrire les définitions correspondantes :
G % (p,B,y)-critique © {p(G) =T et(VG': G'+9,G'+£G,G'y G =
9GY < 0@} = lo@=2et(V6' :G4LP,G'4C,GYGC =
2 (G > oGO} = G T (p,3, V) - critique.

(Idem dans l'autre cas). /
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La proposition 6 ainsi que le théoréme ci-dessus permettent d'ob-
tenir & partir des théorémes du paragraphe IV.1, (& 1'exclusion
des propositions 3 et 3' et des théorémes 2 et 2'), de nouveaux
théorémes concernant un invariant B - décroissant en considérant
les ordres opposés,

Pour obtenir un théoréme équivalent au théoréme 2(ou a

2') de IV.1, il suffit de remplacer P 3 par :

%)’3 {(VG,H: HyG,0 @ =T ,oH) =T +h,h21}=TH :HyH,
pHD =7+ 1}

De méme, on obtient une proposition pour un invariant
B-décroissant en remplagant dans 1'énoncé de la proposition 3 (resp.3')
"o () s T 1" (resp. "o 2T 41" )par "p(H) 2T + 1"

(resp, "o () =T -1").
Exemple.

Considérons a nouveau l'exemple ci-dessus et le théoréme 3
de IV,1, L'ordre gp vérifie les conditions de minimalité et de maxima-
lité, nous retrouvons donc le résultat bien connu : un graphe a p
composantes connexes si et seulement s'il contient une forét de p arbres
et est contenu dans un graphe constitué de p cliques disjointes (au sens

des sommets).

IV.3. - Indices de ch - recouvrement,

Les résultats des paragraphes IV,1 et 2 restent naturellement
valables pour les indices de Pa- recouvrement, qui sont des invariants.,

Cependant, pour éviter toute confusion, nous parlerons maintenant
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de graphesr (P_, & ,vy) et r (Pa, B, y) - critiques,

Conventions :

Tous les ordres considérés da..s ce paragraphe seront
supposés plus fins que i'inclusion (ce qui est naturel étant donné ia
définition d'un recouvrement), rp est supposé partout défini et ? -

. a
croissant,

Le fait que les ordres soient pius fins que 1'inciusion en-
traine qu'ils vérifient la condition de minimalité ainsi que les propriétés
P let P' 1, quiinterviennent dans les propositions 3 et 3' de IV, 1,

Le lemme suivant va nous permettre d'obteiir des résultats pius forts

que ces derniéres propositions,

Lemme. Si un graphe G est tel que pour tout graphe H, y couvert

par G (H ¥ G) pour un ordre y plus fin que 8, G - H est Pa-couvrable

par une partie de G alors :

rp @G = r
a
ot

TH:HYG » rp (W=r-1
o!

G r(POL ,8,y)-critique

Démonstration,

Nous pouvons appliquer la proposition 3 de IV, 1,
L'hypothése supplémentaire, G - H Poc- couvrable par une partie de
G, entraine qu'un Pof recouvrement de G peut étre obtenu a partir
d'un POL- recouvrement de H en ajoutant un seul graphe donc

r'p () =r -1. / Avec les ordres usuels nous obtenons :
Q

Théoréme 5.

Si rp (G = r, r>1,alors:
Q
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WG r (Pon’ c )-critique ® vt €1 (G) UE (G) irp G-{t })=r-1
Qa

@)G r (P ,gp)-critique © Ve € EG) : rp (G -e})=r-1
a

@G r (Pa,gd)-c.ritique *vie 1@ : rp @G- iD=r-1
Q

@G r (Pa,sg)-fcritique ® ¥x €X(@G) rp G -xDsr-1
Q

Démonstration,

G- ft}, G-{e}, G-{i}, G -{x} sont les graphes
y - couverts par G lorsque y =G, gp,gd,sge. Pour (1),2) et (3),
G - H se réduit a Kl ou K2, on peut donc appliquer le lemme. Par
contre, avec l'ordre sg, si l'on enléve un sommet de degré d,G-H
est une étoile de degré d qui n'est pas nécessairement Pa-couvrable

par une partie de G, /

A partir de la proposition 3' de IV,1, nous obtenons des
résultats analogues, que nous donnons sans démonstration, pour

caractériser des graphes r- critiques,

Lemme, Siun graphe G est tel que pour tout graphe H y - couvrant
G (G.e. G ¢ H), y étant un ordre plus fin que B , H-G est P_-couvrable

par une partie de H alors :

D) rp @G=r et
a

Gr (POL,B,y)-critique e
Q)VH:G?H:I‘P MM =r+1
o1

Théoréme 5',
Si rP G)=r,r 21 alors :
L Gr (P , C )-critique ® vK,, K, 4: G t‘P Gu Kl)_ P G UK2) =r+1

Q) Gr P o 8P)-critique © Ve € E@QG) : rp (G Ufe}d)=r+ 1
@ Gr( ,sg)-crlthue sGT (P ,gd)-crlnque & VK¢G tp (GUKl) =r+l
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En utilisant la dualité mise en évidence au paragraphe précédent,

nous ne pouvons pas étendre ces résuitets au cas d'un indice rp
a

décroissant, car si un graphe G d'indice r vérifie la condition

suivante :
vH HY G =rp H) 2r+1
o4

il n'existe pas de condition simple permettant d'affirmer que rp (D =r+1.

Nous pouvons cependant obtenir des conditions suffisantes comn(lxe :'Si

rp est gp - décroissant et si Ve € E (&), (resp.E (G)),

rPa G-{eD=r+1 (resp.rp (G U fel=r - Dalors Gestr (P ygp)-

criO1L:ique (resp. r)". i

La propriété P4 de IV,1, est vérifiée pour les couples (Pa,oc) lorsque

aest l'un des 4 ordres usuels <, sg, gp, gd.

(POL étant B-croissant et a =B), Montrons ~le par exemple dans le cas olt

a= gd. On considére un Pgd-r‘ecouvrement minimum de G soit

{Gl’GZ’ . ’Gr} , v >1, {Gl,Gz, .. "Gr-l} est un Pgd-recouvrement

minimum de G' = U G. , eneffet G, gd G = E(G)=E(G)=E G
isp-1 * ' '

donc G' gd G et Gi 2d G' , de plus s'il existait un Pgd-recouvrement de

G' ayant moins de r-1 éléments, en lui ajoutant Gr on obtiendrait un

Pgd-recouvrement de G ayant moins de r éléments, ce qui est absurde.

Comme P 4 = P 3 et que tous les ordres plus fins que € vérifient la con-

dition de minimalité on peut appliquer le théoreme 2 de IV .,1, qui donne :

Corollaire. a étant i'un des quatre ordres usuels sur q etrp un indice
v o

B - croissant avec o = B, alors :

(D 4G' :G'aGet G' r(P, 1(5)-(:1*itique
2

G =r o et
Q. Q@)EG": G"o G et G" (r+l)Pa 3 )-critique
>

p
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Pour obtenir un corollaire du théoréme 2' de IV.1l., nous
ne pouvons considérer que l'ordre gp qui est le seul vérifiant la con-
dition de maximalité parmi les ordres usuels, On peut vérifier facilement
que (ng, gp) satisfait & P'3 (si ng est B-croissant et gp =B ).

Le théoreme 3 de IV,1. s'applique immédiatmeent pour
l'ordre gp.

L'application des résultats de IV .2 aux indices décroissants
ne présente pas plus de difficulté que ce que nous venons de voir pour

les indices croissants,

IV.4. Graphe critique et hypergraphe critique.

BERGE ([21 p.406) définit un hypergraphe 7 -critique

comme étant un hypergraphe Z (X,E) ayant 7 pour transversalité et
tel que tout hypergraphe partiel a une transversalité < T .,

Nous avions vu en 11,1, les rapports étroits entre indice de
Pa-recouvrement et transversalité, Nous allons montrer ici qu'il y a
équivalence entre le fait qu'un graphe soit critique et que le dual de son
hypergraphe associé le soit, mais seulement dans le cas ou a =B =y = <,

Théoréme 6.

rp étant un indice croissant, G r (P)-critique & %*(G,P)

r -critigue .

Démonstration,
Soita, € X(G) U E(G) onpose G'=G - {ai}.
Si H = (P (G), &) est le dual de 1'hypergraphe associé 4 G et
H' = (P (G, §'") le dual de l'hypergraphe associé & G', enfin
H" = (P'(G), E/-Pai G)), | " Péli (G) étant l'ensemble des
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éléments de P (G) contenant a; et pour que H" soit l'hypergraphe

a,
partiel de H engendré par F - P ' (®), il faut prendre P'(G):P(G)-{ai}
Nous allons tout d'abord montrer que les transversalités de H' et H"

sont égales.,

(1) un transversal T" de H" est un ensemble de graphes incluc dans G
contenant un élément au moins de chaque Paj G&,j+# i.Or K ¢ T"/
et K € Paj(G) ,j4i =K -a; € Pélj (G") donc K - {ai} € F
En effet, P est héréditaire. Alors 1'ensembie {K -{ai} | K € T"} est un

transversal de H' donc Z (H"™) =2 T (HY),

(2) réciproquement considérons un transversal T' de H' si : K € T
K € Palj (G =K ¢ Pélj (G) car KcG'cG, K ¢ P,{a].?SC K, donc
T @Y = TE, |

Supposons maintenant que G soit r-critique cela entrafne que

rp G - {ai]) <rdonc TMHY <r=2H"), donc TH") < T
et ceci pour tout a; € X (G) U E (G).

Réciproquement , si H est r-critique , ¢ (H") < Z(H) donc

THY< T H) or THY-= rP( G - {ai}) donc G est r-critique. /






V. - Etudede r
PTT
o}

V.l. - Existence Ze 1'indice.

T sera Zit toujours défiri pourvu qu'il le soit pour

PTT
Q

tout graphe G vérifiez: m (G) £ O.
Proposition 1.

Soient o , B deux relations, T, n {eux eppiicetions

vérifient a » B et VG n(G)c n (G). Exzn ce cas

) r toujours <éfini = r toujours aéfini,
m m
P P
a 8
@) r toujours 2éfini = r _ tovjours défini.
P P
a a
Démonstration.

Tout Pg - recouvrement de G est un Pg - recouvrement de G,

Tout PQ - recouvrement de G est un Pg ~ recouvrement de G, /

Définition 1.

La relation a sera dite m - couvrante si

VG U H>n @),
Ho G

Définition 2.,

rr
PosonsC-gDCl ={G| U H P 1 @etrn@D+D}
Ha G
H 4G

Remarquons que toute relation couvrante (en particulier taute

relation réflexive) est m - couvrante quel que soit T .



Proposition 2,

Pour que r - (G) soit délini pour tout G, il faut que =

a i
$0it 1 - couvrante et que S e S P,

émonstration,
Analogue & celle de la proposition 1 du 11,2, /

Théoréme 1.

Supposons que a , T vérifiant la condition S (4,7 ) :

VG VH HoG = [a(G)N He n (D) ]

a) Sio est transitive

T
ro_ (G) r.ujours défini ® a 7 - couvrante ct 5 < P

P
a

X

b) Si a est une relation d'ordre

( )

r _ (G) toujours défini e S c P .
pT a

a

Démonstration,
Une partie figure dans la proposition 1.,
w
a) Supposons que « est 11 - couvrante et que @(x c P.

Soit un graphe G et t un sommet isolé ou une aréte de m (G),

P :
osons %={HIH_QG et{t}cH}

L'ensemble cg est non vide puisque a est m-couvrante , de plus %
est fini car G est fini eta > <,

Soit Ht 1'un des minimaux de% puaur l'inclusion, Montrons par
m
1'absurde que Ht € @a .



m
En effet, si Ht n'appartenait pas a S o, On aurait

U K 2nG) 2n@ nH 2{d
KaH t

Gt

K#Ht

c'est-a-dire qu'il existerait un graphe K vérifiant K & Ht et Ka Ht
{t} c K et par suite, puisque o est traasitive :
KqH e KaG et {tlc ®
soit K & Ht et K € o@ contradiction,
DTT
Conclusion?, Ht ES o donc Ht € P, eti'ensemble des graphes

Ht quand t décrit IT (G) constitue un Pg - recouvrement de G

roo (G) est toujours défini,

P
a

b) Si a estun ordre o est réflexive et donc a estT couwrraante

ia C.N.S. en résuite. /

Etudede S(Ca,m) : HaG = W@ N H o)

Proposition 3.

@D Yo S(a, ng)

@  va,B,m (@ =8 et SG,M = S ,m)

Démonstration.
D ¥H si Ha G alors Hc G, donc GN Hc H

Le théorcme 1 de II est un cas particulier du théoréme 1 de V,

2) a= B i.e. HaG = HBG
S (BTT) i.e. HeG= n(@G)NHc T™H
Conclusion : HaoG = TGN He TV (H) g/



V.2.- Existence de r - dans les cas usuels,
Pon
Définition 3.

On convient de noter :

X -1 l'application de gdans a{' : X -DG)=XW@) -1(G)
E . A l'application de gdans 8 : (E-A)G)=-EWG) - AWG)

Proposition 4,

L Vo €{c,sg,gp,gd} VmE {ch, X,E,I,A} : S(a,m)
@ S (gd, X-D , S(gd, E - A).
Démonstration,
(D m=1 Proposition 3.
S, X HecG = XG) N H =X
S, B HecG = EG) N H = EM®

Sk, HecG = T G)NHcI M)
S, A HcecG » AG) N Hc AM

Les autres cas résultent de a > <,

@) S(gd, X-I) HgdG = (X(G) -1(G))N H = XH) -1 (H)

En «ffet, H contient toutes les arétes de G, donc les sommets non
iscids de G sont les sommets non isolés de H, De méme, les arétes
non i1solées de G sont les arétes non isolées de H donc :

S (gd, E - A HgdG » (E@-AG NH=EG-AGD/

Notons que pour X -1 et E -A ce sont les inclusions contraires qui
sont vérifiées , en effet :
HaG2>HcG=XM - 1M G -1G)NH
HoG= HcG=>EM -AMWc(EGBG-AWG)INH
En effet, si un sommet, une aréte sont non isolés dans H, ils le sont

dans G. o e



Proposition 5,

(T
Caractérisons S . dans les cas usuels.

a) m=1 g déja étudié en 11 : @a

b) m=X ou nm =1
X D]
PN e

SX=@I - Ky fKp e )

sg sg f

(?X =(?I — [

= {X_|n E]I'ii'etKnéd,}

gp gp
X (DI )

S = S = S = {graphes ayant au plus un sommet
ed &d &d isoié }

c) m=Eoum=A

g E @A
- - {X, | K, 65 }
QF (D4 |
S _ S - Ky Ky el
sg sg Y
(ODE (DA
S = S - { graphes ayant au plus une aréte}
ep gp
(A E (Da
- S = { graphes sans sommets isolés }
gd gd

d m=X-1oum=E-~-A
(O X1 CE-A
S = S - { graphes sans sommets isolés }
ed gd

* Dans ces cas a,b,c,d ¢ T - toujours défini @'S a c P
P

a



e) Autres cas. a € {c, sg, gp}

rPX-I (G) toujours défini & ¥ Kl 69 K1€P ouy K2€8 K2€ P ou
vK‘zeg KyeP

En effet, faute de 1'un de ces trois graphes on ne peut recouvrir

les sommets de KZ’ mais 1'un quelconque d'entre eux permet de cou-

vrir les sommets non isolés de tout graphe,

rPX-I toujours défini & VKl € g K1€ P ou VKzeg K2 eP
sg
rPX’I - © VYn 2 2/ {Kn €Pou KZ + K'n_zéP}
gp
rPE-A - e K2 € P ou K2 + K, €Pou (toute chatne
élémentaire de longueur deux, appartient
aPp)
rPE-A - © K, €Pou (toute chathe élémentaire de
sg longueur deux appartient a P et K3 € P)
rPE—A - ® Vn 21 {Kz + K_€ P ou (toute chafne
ap élémentaire de longueur deux + Kn-l)

€cP}

V.3. - Graphes d'indice un,

D'apreés la définition on a :

r (G)-=1«dHEP n(G)c H et Ha G

Pa



Si a est réflexive, VG € P r TT(G) = 1.

P
a

. il
11 est fructueux d'introduire la relation entre Het G : 7 (G) < l{ et

]
H o G qui sous des conditions déja rencontrées est un ordre,

Définition 4.

. . . m .
Introduisons la relation binaire v Q dans; , hotée v en

abrégé :
YVH, G HvG o n(GcH et Ha G

Proposition 6.,

1. vG r _(G)=1e3iHeP HvyG
pr
a
2, Si o est une relation d'ordre et si ia condition S (a,T) est

vérifide (Ha G =1 (G) N H < H) alors v est une relation d'ordre

qui vérifie
Hv Go>=> n0G) cn@) cHcG

Démonstration,
1. Evident,
2. Réflexivité

GvG=>21mG)c G et Gaoa G
Or, ces conditions sont imposées a m ,a ,
Antisymétrie
HvG=HaoaG>=>HaccdG
v est donc antisymétrique et vérifie la condition de minimalité : Tout

graphe G contient un graphe minimal au sens de v .



Transitivité
Notons d'abord que :
HvG = m(G)c H et Ha G
HvG = n(GcH et m(G) NHen (M) et HcG
HvG s 1@ cn(cHcCG

Llors @
HvGetGyvl » HaGetGaletn(G)cHetnL)cG
Ha Letn( G c n(HcHcG

U

etm(L)c n(GADcGecl
»> HaoLetm @) c n ()

HvGetGvlL H\)L./

1l

Les cas usuels seront étudiés a la fin de V. 4.

V.4,- Ensemble P de graphes définissant le méme indice.

Dans toute cette partie nous supposerons que :

¢ estun ordre etque S (n ,m) est vérifide,

m
{1 s'intéresse aux ensembles P vérifiant S q © P pour lesquels
ndice r o est toujours défini, et on cherche a quelles conditions

P
qeux tels ensembles définissent le méme indice.

fe-iinition 5,

Notons PQusgil y a ambiguité _132) 1'ensemble des graphes

appartenant a P, minimaux au sens de la relation d'ordre wv.

Froposition 7,

1, Tout graphe G €

(Sjn

est minimal dans g pour v
Y



a —
3. v¢ r G =r .
P" P
- a
Démonstration,
Q@
1. Soit G € S q ? s'il n'était pas minimal dans g , il existerait

H 69 telque HvG etH+£ G
Donc m(G) ¢ H et Ha G etH & G

Par suite H appartiendrait & 1'ensembie K | K a G et K # G }
m

Conclusion U K= H> n(G) et G n'appartiendrait pas a ‘S s
Ka G @
K4 G
contradiction,
2. Résulte directement de 1.
3. En vertu de 2 T et T sont toujours définis,
pr pT
o} —Q

Pc P = r < r
- T

P 12
a - Q

Ii reste a :nontrer 1'inégalité contraire :

Soit { Gl’GZ’ oo "Gi’ cee ,Gr} un Pg - recouvrement de G

G, € P,GaG, UG = m (&) .

Considérons G'i € P, inclus dans Gi et minimal dans P pour la re-
lation v ., On aura :

¥i G'. v G. donc m(G.) €« G". et G'. a G.
i i i i i i

a) a étant transitive G'i a Gi et Gi aG =G a G
b) G €P
c) Enfin, G, a G= n(@®n G, c (G

donc U G, 2> U m(GP> U @ n G

1 1 1

u G,> m@@nNn UG > (&) N n(G)
i i

Uu G o n(@®
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Conclusion { G'13G'n5000,G

rr
XY ,G',r} estun P_ - recouvrement

deGetr (G = r Q).
m m

P P
—-a a

Conclusion P et P définissent le méme indice., /

La caractérisation cherchée dépend du lemme 2 suivant,

Lemme 1. Soit(B , <) un ensemble ordonné satisfaisant la condition

de minimalité,quels que soient deux sous-ensembles P,P' de B ¢

Si P désigne l'ensemble des minimaux de P pour <

PcP e P cP =P =P

Démonstration,

Par hypothése P < P' et P' < P
Tout G appartenant a P appartient aussi & P' donc contient un minimal
G' de P' au sens de = qui vérifie G' < G et G'€ P' donc G' € P.
En conclusion, G étant minimal dans P pour <, on obtient G' = G,
Ge P',enfinPc P',

On montrerait de méme que P'c P, /

Lemme 2, Les conventions sont celles du lemme 1 ; quels que soient

deux ensembles P,P' de B

(PcP' et YH'E€EP'EHE P H<H)=P-P' .

Démonstration,

a) D'une part Pc P's P c P’

b) Soit H' € P', H' appartient & P' donc il existe H € P tel que
H <H', alors H € P' et H' étant minimal dans P' pour < il vient
H=H"',
Conclusion P'c P,

En vertu du lemme 1, on obtient P = P', /
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Théoreme 2, Ensembles de graphes définissant le méme indice.

Soit P un ensemble de graphes, Posons :(8 = {K| KEQE};

rpn K) =11}
a

D %-pcp g

2) VG r @G=r _BG=r _@G)=r @G)
™ T m .

E a Eoc Pa Eg
3) Si P' est ua autre ensemble de graphes :
VG rPTT (e :rP'W G 1 « P =P
a o
4) Les ensembles de graphes qui définissent un méme indice

forment un (U, N)- treillis avec maximum E (1'ensemble des graphes

d'indice un) et minimum & .

Démonstration,

D YHEP r _ (D=1 donc pc &

P
a

En outre, VK 6% r_ (K)=1 donc &eH€ P Hv K
P
a

ce qui prouve globalement a l'aide du lemme 2 que :

P-% cP c§&

2) En vertu de la proposition 7 :
r =r_ =T _ =T _
PP, &, &,
3) Si P =P'alorsr = r =T = r
08 - Q - Q Q

Réciproquement, si P,P' définissent le méme indice, les ensembles
s j . .
de graphes d'indice un (g pour P, % pour P') sont les mémes pour

les deux . 8 =(8' or E:E et §j=f_"donc P =P
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4) Si P,P* définissent le méme indice P = P'mais alors
P U P =P =P
et P NP =P =P

SCPC%

ei &, ‘f_, définissent le méme indice que P, ce sont donc respecti-

crlin, VP

vement le maximum.et le minimum du treillis des ensembles de graphes

définissant le méme indice que P,

Cas usuels, va G oenm(G) cH et Ha G

Pour ¢ € { «,sg,gp,gd},me{1,X,E,I,A,X-I,E-A}
Le tableau suivant donne le nom de la relation vg quand c'est une

relation usuelle et les propriétés dans les autres cas

LN\ 1 X E 1 A X-1 |E-A
c = gp gd ordre ordre | Ref. ordre
Anti, sym
sg = = gd ordre ordre gd ordre
ap = gp = gp prdre ep ordre
ad = = gd = gd gd gd

* Les cinq premieres colonnes du tableau correspondent & des rela-
tions o , m auquelles s'appliquent les propositions 6,7 et le théoréme
2, Pour chaque case contenant le signe égal (H \)g G e H=G)on

a dans les notations du théoreme 2 :

E-p -P -

et r G)=1e Ge P Par exemple, r  (G)=1 « G¢€ P
P P
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*Enfin les deux derniéres colonnes révelent que les relations
s e . i ’
a , T ne vérifiant pas S (@ ,m ), la relation v est malgré tout un

o
ordre sauf dans un seul cas.

V.5, - Indices r - et invariants.
P
o

Théor‘eme3 o

Sia , m sont telles que pour tout couple de graphes iso-

morphes G,G' et tout isomorphisme f:G - G':

YH HaG =2f0D o f(@G) et Fm@))=nEFG))

. . ’ w . . o
alors l'application r - - IN est un invariant de grapies,

- {G|n @ LD

Démonstration,

Soit G= G' et f: G~ G' un isomorphisme ; soit

{Gl’Gg’ ceesGiyeeesG, } un Pg- recouvrement de G. Posons G'; = f (G,) :
D TG c U G et fCUGP)=U G
i i i
donc TG =mGEGI=f@G)Ic £(UGI= UG
i i
enfin n(G)c u G',

i
2) Gi € P et P est stable par isomorphisme donc f (Gi): 'G’ié P

3 G, aG =f(G) af(@ =G a G
Conclusion {G'l,...,G'i, ...,G'r} est un Pg- recouvrement de G et
s TT(G) 2 r 1_r(G').

P P
On“montrerait *de méme 1'inégalité contraire en utilisant f'l.

Remarque. On aurait pu se contenter pour la démonstration d'une

condition apparamment plus large sur mw : f(m (G) ) = n{d (G) ()
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mais f étant une bijection cette condition (¥) irplique celle posée

plus haut, en effet en utilisant f"1 la condition (*)s'écrit :

lincen) ¢ nel@))

Lested-dive

Ll (nGE @) n@®

scit en appliquant f des deux c8tés
n(F(G)) c fF(n(®)

et enfin (*) = f(M(G)) = n(fB)),

Théoreme 4 ¢

Si un invariant de graphes o : Q - IN est un indice de

TT el P ’ 3
P@ -~ recouvrement, il :n résulte nécessairement que :

P = prl @), .

On pourra prendre pour P l'ensemble ¢ 1@ ou plus avantageusement

g (1>§ :

Done les conditions suivantes sont équivalentes :

(D ¢ est un indice de recouvrement,

@) a,m VG @G =1 4 (&)
@ (1)0‘&

Q) fag ,m VG a:p(C%):r_l (e
o (1)a

v



ol
S d 1 ¢ .a
w = o Ta=- i 0 T
\ 8s ¢ Ss
d d d ¢ d
Y o+ w = o 1= (O 4 - I
mmm d mm& d
<
U e o+ (@A = ) Xa- (@ X X2 X7y Cy¢tyy = a
A £l 4 d
w ) 17y . m@vm I « 0 175 G A MNMWHQ
354 d 54 £l
w = @)) 47 = ) 474 - 0 474 ¢ 475 vam =d
% By a By g d
Uoe @h - @X e @ X aso) X2 lE XTa e Xa X0 g N ulyad
mw& mm& q Qmm mm& d
+ ]
u e o @A=@ X a o @ X a-@X Al Xa o Xa X7y g ndulTyp=a
mmm a mmm
X X X ¢ d
U ~ s R I a
) Q) «0 X%, Ty} = a
mm& d mm& a
u = (D) X I = mwvx 1 €«&— () X I ‘ X I mﬂva =d
s 91J1UB1S  ~ : sjuraofew ‘suosteaedwo) STULJPP S$°921pU] d °p oamueyn




gs s
d d d d
EA.IIIGthTIGVm,H a%, © 4

T+ \ mm\ —\ Ss

B v w e—— ) =1

g
\ Ss \mw / s Ss
a

d d

m*zmwﬁm NMnd.va cd

uﬁlwmﬁm.uw\fﬁvaﬁmﬂl.WpTGv xpunwvxpuu% X4 X X"y
%1 d %4 a
w - (9 & ©) T s AR
\ Mmm d mmm
(
U_Hmwmm + w = O a=(©® 4 2 ¢ ds mk.Zch_NM.GNG =
/mW @wm m/ me mmm
[4 [4
153+ o) 5 N [qux/,ll.é, Y s X = 1y oo X0 oxd,
A .
Wm& d 3s | a
w — (o 4 1 2 2%, ¢ 3%,

\ Ss - \ / ( °q a

y + W e—————— (D) ds Tlla@v a I

/ /mm \ Fs
B C J

e+ (D) I € (D) x a : X a ﬁNx“+




mm Qm ds

d
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CONCLUSION

Cette introduction a 1'étude des indices de recouvrement nous a
permis d'une part,d'unifier des résultats épars (concernant notamment
les indices monotones et les graphes critiques) en mettant en évidence
les propriétés fondamentales qui sont souvent de nature ensembliste (par
exemple 1'hérédité d'un ensemble de graphes) et d'autre part, d'obtenir
un certain nombre de résultats nouveaux. Nous pensons également que,
face a l'inflation des invariants étudiés, les notions introduites ici per-

mettent de simplifier 1'étude de ceux qui sont des indices de recouvrement,

Parmi les questions soulevées par cet article et qu'il nous semble
intéressant d'étudier, citons : 1'étude du nouvel invariant y' (G) mis en
évidence d'une maniere naturelle comme indice de recouvrement et qui est
trés proche du nombre chromatique (il est lié au recouvrement d'un graphe
a l'aide de graphes de la forme Kn ou KZ) , l'approfondissement de 1'étude
des rapports entre indice de recouvrement et de partition et plus particu-
lierement entre rP(G) et Q? (G) , enfin, 1'étude des indices de recouvre-
ment lorsque 1'ensemble P a des propriétés simples (stabilité pour certaines

opérations etC...).
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