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INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A DES PROCESSUS
A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH REFLEXIF

par Michel METIVIER ¥

Lans cet article, nous exposons une extension de la
théorie de l'intégrale stochastique en définissant l'intégrale
par rapport 3 une classe de processus, incluant les martingales
3 valeurs dans un espace de Hilbert, continues 3 droite, de car-
ré intégrable.

Les résultats exposés (y compris la " formule de Ito ")
généralisent immédiatement les résultats principaux du cas réel.
Ils généralisent également les extensions récentes de 1l'inté-
grale stochastique par rapport & un mouvement brownien 3 valeur
dans un espace de Hilbert. (cf. [2] ). Grice 3 la notion de pro-
cessus naturel associé 3 la martingale vectorielle (M:ﬂ), la
théorie ici exposée montre également que l'intégrale déja défi-
nie par S. KUNITA (cf. [9]) se pré&te 3 un " calcul différentiel
stochastique " qui est formellement le m@me que dans le cas
réel, en remplagant le produit tensoriel ordinaire par le pro-
duit tensoriel.

La méthode utilisée ici pour définir l'intégrale sto-
chastique reprend celle utilisée par J. Pellaumail [17] (cf.
également [12] ) dans le cas des processus réels. Cette méthode

consiste d'abord 3 associer une mesure m, 3 valeurs vectorielles,
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définie sur une tribu convenable T, de parties de @®* x 2 )
(suivant le cas : tribu des prévisibles ou tribu des ensembles
bien mesurables), 3 chaque processus par rapport auquel on in-
tégre. Si X est un processus prévisible (ou dans certains cas
bien mesurable) 3 valeur dans Jf (H;G) on peut définir 1'inté-
grale vectorielle J X dm . Le processus 3 trajectoires conti-
nues 3 droite V tc¢ sR+ Y, = :[0 X dm p.s. est appelé
,t] x 0
le processus intégral de X par rapport & Z. C'est une martin-
gale continue 3 droite (resp. continue) si Z est une martin-
gale continue 3 droite (resp. continue).

Aprés avoir précisé nos notations et rappelé quelques
propriétés indispensables des mesures vectorielles, et de 1'in-
tégrale par rapport 3 celles-ci, dans le cas trés simple des
mesures de puissance piéme majorée par une mesure positive, ncus
abordona>au § 3 1'étude de la correspondance entre mesures sto-
chastiques définies sur la tribu des ensembles prévisibles et
processus générateurs. On montre essentiellement qu'd toute
mesure stochastique est associé de fagon unique (3 1l'indistin-
gabilité prés) un processus générateur 3 trajectoires faiblement
continues 3 droite (théoréme 2). On montre ensuite (théoréme 3)
que, s8i E o m est une mesure vectorielle 3 variation bornée,

X est nécessairement la somme d'une martingale et d'un processus
continu 3 droite dont les trajectoires sont les " fonctions de
répartition " de mesures vectorielles 3 valeurs dans (H.

Ce théoréme utilise la notion de processus naturel

d'une mesure 3 variation bornée, dQ, dans le cas vectoriel, 3

J. Pellaumail. Le théoréme de J. Pellaumail, (cf. [li] ), modi-

fié pour nos besoins est le théoreéme 1.



Aprés avoir prouvé quelques résultats techniques 3
la fin du § 3, nous étudions dans le § 4 la réciproque du
théoréme 2 : étant donné un processus dont les trajectoires
engendrent des mesures vectorielles (non nécessairement 3 va-
riation finie), ou étant donné une martingale, ces processus
engendrent-ils des mesures stochastiques sur la tribu des pré-
visibles éventuellement des ensembles bien mesurables) ?

Dans le premier cas, la réponse est rrés facile. Dans le second,
la réponse est donnée par le théoréme 5 qui généralise bien 1le
cas réel.

Le § 5 donne les propriétés de 1l'intégrale stochas-
tique dans les deux cas précédents.

Le § 6 donne l'extension de la théorie précédente au
cas ol l'on intégre par rapport 3 une martingale locale. La gé-
néralisation correspnndante dans notre cadre est celle de mesure
stochastique locale.

Enfin, le § .7 étend la formule sans aucune difficulté

dans le cas des martingales locales 3 trajectoires continues.
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1 - Cadre de l'étude - Notations.

Nous nous placerons toujours sur un espace probabilisé complet

(Q,g?,P) muni d'une famille croissante (5%) ter" de tribusconti-
nues a droite (ie :\3‘t = g:} lys) compléetes pour P. On note .J?;

la tribu engendrée par 25“;

1.1 Processus Stochastiques.

Un processus stachastique & valeur xians 1'espace de Banach E,
sera toujours une app.ication X de R+ x @ dans E, adaptée a ( fi)
(i.e telle que V't&ﬁf} 1'application w v X (tw) soit fortement
mesurable de (Q, 'uﬁ;, P) dans ).

Deux processus X et X' sont dits indistingables si; wec une
probabilité 1, les applications t-X (t,0) et tasX' £t ) amm+

sont identiques.

Un processus sera dit,en abrégé,continu & droite (resp. &
gauche, resp. ad variation bornée, resp. réel croissant...) si a
1'exception d'un ensemble de probabilité nulle, ses trajectoires
sont continues a droite (resp. a gauche, resp. a variation bornée,

resp. des fonctions réelles croissantes...).

1.2  Algébres de Parties de R x 2.

No' 3 ne merons B 1'ensemble des rectangles élémentaires de
la form~ Js,t]x F ol s<t et € w
s

GQ,est un semi-anneau et nous noterons & (resp.(ﬁﬁ)
1'anneau (resp. le §$-armneau : il.e anneau stable pour intersection

dénombrable) engendré par ut .
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D'une fagon générale 74 ) dirigera la tribu ou r-algebre de
parties engendrées par 1l'ensemble P ge parties de R x q.

%((%) est connu pour &tre la tribu des ensembles prévisibles

(Cf [3] et [14] . Cette tribu est également engendrée par la famille

des intervalles stochastiques ]S,T:] =

{(tw) : S (w) €tgT (w) } ou SetT sont deux temps d'arrét quel-

conques de la famille (?t) +. Cette tribu est également engendrée

t€¢ R

)
par la famille des processus réels, adaptés a (yt)&-le et dont les

trajectoires sont continues & gauche.

La tribu Y% engendrée par les intervalles stochastiques [S ,Tr =
{ (ty) : S (w) <t T (w) } est d'ordinaire appelée la tribu des
ensembles bien mesurables. Les proceséus adaptés a trajectoires con-
tinues a droite sont mesurables pour cette tribu.

1.3. Remarque.

Notons que si X est continu & droite, X est égal, d& 1'indistin-
gabilité prés a un processus prenant ses valeurs dans une partie sépa-
rable de E.

2 - Rappels sur les mesures vectorielles et 1'intégration.

Nous envisagerons sur les 6—anneauxézou D des mesures & valeurs
dans un espace de Banach E (i.e. des fonctions d'ensembles & valeurs
dans E, o-additives). On rappelle qu'un théoréme de Pettis (cf. [19] et
[6] chap. IV) exprime que, pour une fonction additive sur f%, la pro-
priété de c-additiv&%our la topologie faible de E, et la propriété de

o-additivité forte sont équivalentes.
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2.1. Variatior Sami-variation Masure dominante.

On rappelle également qu'on définit la variation |m| et la
semi-variation ||m|| de m par

n
Im [CAy=sup { || m (AD]]: (A)

r czpartition de A}
ioq ..L

i=1.

n
[Im!] (&) = sup{lﬁ1 o m @) A, - (Bpartition de 4,
aié[),l] }

La semi-variation est toujours finie, alors qu'il n'en est pas

de méme de la variation. Si la variation est finie, c'est une mesure
réelle positive. On rappelle, que, suivant un résultat de [1J bis

Cf, également [6] chap. IV) il existe une mesure positive, telle que

A < ||m]| et telie que pour tout § existe ¢ tel que A(a)<e==||m||(A) < 3
On déduit aisément de 13 en particulier, que pour la métrique (A1 Aoy —~—7

| Im] | (A A, u’b estdense dans (K

2.2. Mesures de puissance p-me majorée. Intégration.

Nous envisagerons dans 1 suite un ensemble particulier de
mesures vectorielles, par rapport auxquelles la théoriede 1l'intégration

esttréviale, et ne nécessite pas la théorie développée par Bartle dans [1]

Définition 1.

Soit m (resp.q) une mesure définie sur le §-anneau d) d valeurs
dans l'espace de Banach Bl (resp. dans R,
Soit EB3 un espace de Barachat {82 un sous-espace de 1l'espace de

Banach oC (lBl‘,lB3) des applications linéaires continues de lBl, dans B,.
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On dira que m est de puissance p ™ majorée par o, relativement i CBz,

s'il existe un anneau»&i) engendrant(z, tel que pour tout A g .}6 ‘toute
o

partition finie (A,)._ de A, extraite de 06', et toute suite (u.).._
1°1=1...n (e} i"1=1l...n

extraite de BZ on ait :
n n
@ Jl oz ou @ [[P<ox

| u. ||p a (AL)
i=1 i=1 1 1

I1 est évident que toute mesure a variation bornée est de puis-
sance 1 dominée par sa variation relativement 3 tout [82.

Les. mesures stychastiques que nous envisagerons seront toutes
de puissance p ieme dominée, pour les espaces de Banach envisagés.

I1 est alor- immédiat que, si m est de puissance positive majorée
par &, relativement & @2, 1l'application f .--9[ f dm définie sur l'en-
semble % (A) des fonctions étagées sur \t\; , d valeur dans le, par

n2 n
J (iil 1Ai- a,) dm= izl a; (m (A))
se prolonge de fagon unique en une application linéaire continue de
R

moyenne 1'ordre p de f par rapport 4 m. (Intégrale forte classique[t Jsip=1)

Q, % 0Ox) dans B,. Ce prolongement sera appelé l'intégrale en

I1 est immédiat également que pour une telle intégrale on a

le théoréme de la convergence dominée.

Notation -
L'application bilinéaire (f,u)~yu (f) de B8, dans B, sera

au § 5 souvent notér (f |u)
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2.3. Rappel sur les produits tensoriels d'espaces de Banach. (cf. l?O])

Nous rappelons que le produit tensoriecl projectif, que nous
notercons El Q& EQ, de deux espaces de Banach est le complété de l'es-
pace £, ® E2 muni de la norme "trace" caractérisée par la propriété

suivante : L'application bilinéaire canonique 7w :

GEl§E2)——-eKE1 ® E,) est continue et toute application bilinéaire

continue b de E, X E2 dans un espace de Banach € se factorise

1

E1 X E2

™

> E

A

@
N 1,7
2 u
(&

au moyen d'une application linéaire u,continue, la correspondance

&,

b ~>u étant d'ailleurs une isométrie de 1l'espace des applications

] ~

A
bilinéaires continues muni de la norme usuelle, sur J, ((E1 S, E, 3 &).
1

Lorsque M est un espace de Hilbert réel, la forme bilinéaire
canonique (x,y) —3(x|y) du produit scalaire, se factorise, en par-
ticulier, au moyen d'une forme linéaire sur IHi B |t appelée

forme trace et que nous noterons T r.

Rappelons également que||x & x || . = (] |x]] 2 =T, (xex)
H H 2]
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3 - Mesures stochastiques et processus associés.

3.1. Definition 2.

. + P :
Une mesure stcchastinue sur R° x @, adaptée aux (Si t&R&’ de
puissance pleme intégrable, est une mesure m sur le §-anneau
!'\: ~
a valeurs dans Hg (@,d", P), oul est un espace de Banach, telle que

(S) ¥ ( ]S,t] X F)€R+ X Q m (Js,t])x F)=1Pn1(] s;ﬂx Qe P (Q,Si,P)
. E

Dans toute la suite nous supposerons £ réflexif séparable,

(cf. remarque 1.3) de telle sorte que les martingales fortes a valeurs
dans E possédent .es mémes propriétés de convergence et régularité

que les martingales d valeurs réelles.

3.2. Exemples : 1° Mesure aléatoire vectorielle.

Supposons que V soit un processus a valeurs dans E, adapté
aux d?;lteﬂg” continu 3 droite , tel que pour tcut w €@, la fonction
tintervalles ]s,f]v\» V (tyw) - V (s,w) se prolonge en une mesure
v(w) sur le é-anneau des boréliens bornés de‘Bf, 3 valeurs dans E.
( Remarquons, que les trajectoirest —,V(t,w) n'ont aucune raison
d'étre a variation bornée !). Supposons en outre que pour tcut t,
||vl] (f,w) soit dans Hg @,®p) .
On vérifie immédiatement que, si on pose :
va e & nw (w)=j°° 1, (ow) d v (@
o ‘s

cme

e s . . 1 . P
on définit une mesure stochastique de pulssance p intégrable.
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2° - Nous donnons un deuxiéme exemple de nature un
peu plus complexe.
Soit (T,) wune suite quelconque de temps d'arrét

et (Zn) une suite de variables aléatoires, 3 valeurs dans (E,

fortement i:r - mesurables et telles que la série
n
P
1z 1 converge absolument dans LB(943aP).
n [r<t]

Considérons les mesures stochastiques m, asso-

ciées, comme dans 1l'exemple précédent, au processus an(T <t)
n——

On a, pour tout A ¢ [0,t] x 2 , en notant ||mn‘| les semi-
variations, (cf. 2.1) _
gl ) <2 sup 2] Dger @0l 112,112 P (aw)
BCA
<2 |1 z, |
z n
[r,<t] P

Comme 1l'espace des mesures vectorielles sur ce
(3 valeurs ici dans HE(Q,?&P)) est complet pour les semi -
normes de la semi-variation, la série ﬁ m,  est, d'apreés
1'inégalité précédente, normalement convergente pour ces semi-
normes. Il existe donc une mesure stochastique m tel&e que,

pour tout Js,t] x Fe B, on ait

m (Is,t] x F) = 1 £, Z_ Pp.S.
’ F n [S<Tn:;] n

la série de droite convergeant absolument dans Hg(n,ﬁiP).

Par contre, si pour tout A ¢ @8, la suite ﬁ mn(A) converge
simplement dans Hg ,» d'aprés le théoréme classique de NiRodym.
sa somme 8st une mesure m. On a encore

m (]s,t] x F) = 1 Z. p.s.

3 ﬁ n

1
[s<T <t]
la série de droite convergeant dans Hg(nfﬁiP).

(Non nécessairement presque sfirement).
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3.3. Processus naturel d'une mesure d var iaticn bornée.

La premieére partie du théoréme suivant qui est essentiellement
un théor'me de décomposition du tupe "Doob-Meyer', se trouve démontré
dans ( [17] of aussi [—18] Nous y apportons une précision supplémentaire
en montrant que le processus 'naturel" de la mesure o engendre sur
chaque trajectoire une mesure vectorielle. Pour la commodité du
lecteur nous donnons une démonstration autonome du théoréme, et
adaptée a notre objet.

Théoréme 1.

Soit E un espace de Banach réflexif séparable. Soita une

mesura sur %, a valeurs dans E, a variation finie telle que :

(a edb 1, indistingable de zéro# a(A) = O

Alcrs

1°) il existe un processus V, continu & droite, nul en O, 3 valeurs
dans [E, unique a 1'indistingabilité prés, tel que pour tout t

Vt 6:—Ll (Q,‘S? , P) et tel en outre que :

E
(i) Pour tout € Q la fonction d'intervalle ]s,t] 9Vt - VS
se prolonge en une mesure a valeurs dans E, définie sur le $-anneau
qs . +
des boréliens bornés de R
~
(i.1) Si on note E .(1}, [ u) une version continue & gauche, donc prévisible

de la martingale (E (1I|J‘u) u <t

¥ s <t VFe‘J?t



(3.3.1)
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Efl.,-v))=1 E(Udfi-)da
Fotos ) J]s,tj X Q H 4

2°) On définit une mesure stochastique m, & valeur dans Ll (2,F,P)
E

en posant m (A) = | 1, (s,.H V_ (.), et cette mesure a pour variation
po A s po

o]

3°) Pour tout processus prévisible Y réel borné

E(JYdm)=dea

Remarques sur 1'énoncé du théoreme.

par rapport d m et
Les intégrales qui interviennent dans 1'énonfé existent

au sens de l'intégrale forte (Cf. § 2 ci-dessus) puisque les mesures
considérées sont 3 variation bormnée.

Démonstration.

1°) L'unicité du processus V, a 1'indistingabilité prés est triviale,
puisque V est supposé continu & droite (fortement), et que pour tout

t, V. est entiérement défini, & une équivalence prés. par :

r.) (‘3
¥ F €9 E(1.V)=J E (1. [V doa
t I 't ]o,t] X0 I3 I u

Pour prouver 1l'existence, construisons d'abord un processus
N
(Vt) adapté quelconque, a valeurs dans E, vérifiant (3.3.1). Mon-

trons ensuite qu'il admet une modification (Vt)telR* ’

~
(i.e. ¥ tER", Ve = Vo p.s.) continue & droite.

Pour chaque t considérons 1'application définie sur ¥, par :

C‘)
:F,..,,J E (1. |- d
“t ]o,ﬁ] X F | u *
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Pour toute suite (gn) de fonctions réelles bornées décroissant
vers zéro, en appliquant 1'inégalité des martingales aux martingales
(E (gn l(\)?u))u <t et le lemme de Borel Cantelli, on voit immédiatement
que, pour une sous suite convenable extraite

1im sup |E (gnkl '3':.)| =0

ko~ H<ust

L'hypothése sur 4 implique donc immédiatement la o-additivité des

mesures .
De 1'inégalité :
@
| e & I J ~ EQpp d
lost] x @
résulte immédiatement le fait que a + goit 3 variation bornée. Comme
nous sommes dans le cas ou E est réflexif et ou a, ~st d variation

bornée nous pouvons appliquer le théoréme de Radon Nikodym de la

~
méme facon que dans le cas réelil existe donc un processus (Vt)

tel que
¥ s<t ¥ fel” (Q,S?t,P)
(3.3.2.) E (£ (V,-V ) = IJ E (f Iﬁ-) da
; s,tl xQ

En considérant d'abord les fonctions étagées 3 valeurs

dans E' et en passant par continuité a celles de L° (a, ‘:Pgt, P)

m'
on obtient, ¥ f QI;E, ( Q,rﬁ_, P)
o N
(3.3.3.) E (<f, V_-V_>) = E (f ﬁ)’:‘.) d 4

Js,'t] X
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De cette derniére formule on déduit :
(3.3.4.) ¥ Fé,'ﬁs E Q| [V || )2 fal  (J35t] x D)
et la o-additivité de , implique alors la continuité & droite en

~N
moyenne de t ~ Vt'

Supposons d'abord que £ = R, et o positive, et montrons dans ce cas
particulier 1'existence d'une modification continue d droite

~
(Vt) de (Vt)’ De (3.3.2.) on déduit immédiatement que :

~N

s <t ~__7VS < VJC p.s.

Ceci montre que,si l'on exclut un ensemble négligeable de
trajectoirest — Gt est, en restriction aux rationnels, croissante.
En vertu de la continuité a droite de t ""7?}t sur R, 1'existence
de (Vt) cert est immédiate.

Si maintenant « est réelle quelconque l'existence de (Vt) se
déduit immédiatement de ce qui précede par la considération de
OL+ et o .

Puisqu'on a supposé E séparable, soit | une partie dénombrable
dense de la boule unité de E', et soit E(’) 1'espace vectoriel engendré
par P. Appliquons ce qui préqéde d la mesure réelle <a,x'> et au pro-
cessus associé <V\;, x'>, On obtient une modification continue a droite
et 3 variation bornée du processus ( <\‘l\lt3 x'>) +egt en posant pour
tout w 4& Qx" avec P ( Qx,) =0

x! . ~
V*_ = lim <V81x'>

Tos)t
s €@
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Solt A C( U Sty

=
© LED
¥ wea ¥ x'eD V teR
-~
lim <V (s.w) x'> existe.
s ¥t

s & @

Si nous prouvons maintenant l'existence d'un ensemble

Q, & 9 , de probabilité 1, tel que pour tout w & Q, et tout

1 1

Lt N 2 P
u £R t,>v.t (.0 est bornée sur § n [o,u], nous déduirons aisément
les conclusions au 1° du théoréme. En effet, nous aurons alors :

¥ w€§200§21 ¥ x'eE' ¥ teR' lil_m < V(s,w) x' > existe .
syt

s é,Q
La réfléxivité de E entraine alors l'existence de V (syw) € E tel que :

¥x'€E' ¥ teR' Lim <V (s,0,x' > = <V (£, x'>
sv t

s&@

sur
Quitte d modifier V un ensemble de probabilité nulle, nous avons donc

¥ow n
¥ € ",

finalement construit un processus V a valeurs dans E, tel gue pour
teut x 'E€E! y

[ ™
<., x'> soit une modification du processus réel <Vt,x'> ayant
toutes ses trajectires continues 3 droite, et 3 variation bornée.
I1 n'est pas difficile de déduire alors de la réflexivité de E
(cf. [10] par exemple chap. III) l'existence d'une mesure sur les

boréliens bornés de IR+, a valeurs dans E, faiblement o-additive donc

fortement o-additive d'aprés le théorémede Pettis (cf. 2 ci-dessus),
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prolongeant la fonction d'ensembles] s,t] ~V (t,w) -V (s,w).
La continuité forte a droite, de t ~»V (t,w) en résulte et le
1°) se trouve entiérement démontré moyennant le
Lemme 1.

I1 existe un ensemble Q, €, de probabilité 1, tel que

. + ~ .
pour tout w € Q. et tout u ER', t ~_>,Vt (w) est bornée sur

@ n [o,u] .

Démonstration du lemme.

1

Nous montrons d'abord une inégalité. Si ¢ est un temps

d'arrét étagé, borné par t )

n
o = iil (te-t, ) 1[G>ti—1] O st <tj...<t st )
on a :
~
(3.3.5.) E (V[ 2 |o| ([o,7] x @)
car, en vertu de la formule (3.3.4.), on a
QT y=E ] & 4 A A
e o1 0t T Tty
iigl | o |¢( Jti_i,ti)’|x[(c>ti_1)] < |a|(]o,t] x Q)

Considérons alors une suite croissante Qn de parties

finies de @ telle que \J 8 = Q' et
K o i
o = inf {t : l|vt ] >K, t€gq )

De (3.3.5.) on déduit :

K, P [ <) <F 11\701;Au1|_< lo]  (Jonu] x2)
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On a donc :

p [ Sup

~
: VoL > K| <1 |e] (Josu] x )
s eqtn [o,u] s l K 1 |

nt

ol le lemme 1, et par suite le théoréme 1 - 1°.

Preuve de 2°.

Soit (A;) = (:] Si’ti] x F.) une famille disjointe extraite de R
On a, d'apres (3.3.4.)

sl maplly = s HED v, v ) I <8 la] A
i 1 i i i

D'une part la c-additivité de m et la possibilité de prolonger m en une
mesure sur&'en résultent.

D'autre part, si pour évaluer la semi-variation de m on considére des
partitions au moyen d'éléments de% » la relation précédente montre que
ml < [a

Enfin, pour une famille (Ai) du type ci-dessus, 1l'inégalité :

S epll, 2z B, 0l g =] Byl

. 1 1 1 1
+ 1

mentre que |m| 2 a.

Preuve de 3°.

La vérification de 3°) est immédiate pour Y = 1A’ A& d

On passe a un Y prévisible quelconque par application du théoreme de

1a convergence dominée.
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Définition 3.

Un processus V a valeurs dans E, vérifiant Vo=o, sera
dit naturel si pour tout t& R,V € L; (ﬂ,th,P) et si en outre
a) Pour toutw : t ~> V (t, 49 engen]dre une mesure aléatoire v (w)
3 valeurs dans E, définie sur les boréliens bornés de [R+, et si en
outre 1'app.lication A.\_>E[ 1, (s sw) v (ds a->] définit une mesure

vectorielleasur %6 3 valeur: dans E, et d variation finie.

b) Pour tout T & ‘3‘1

E (. | da
]O,T]XQ FI u

Proposition et définition 4.

E (1p: V) = J

Le processus V du théoreme 1 est naturel et sera appelé

le processus naturel de la mesure q.

Démonstration.

I1 suffit évidemment de prouver que la mesure , du théoréme
vérifie

(3.3.6.) @ (A) = E [ flA (sy ) v (ds, -):I
Or, cette relation est vraie par 1'hypothése pour A =[s ,t} x F»
donc pour toute fonction étagée. La preuve du 2° du théoréme 1 montre

facilement que si f et g sont deux fonctions étagées sur ﬁ,,on a:

1o atl, < fil el e

Ceci permet dans 1'égalité (3.3.6.) de passer des fonctions
étagées sur #, Y toutes les fonctions boréliennes bornées, nulles en-

dehors d'un ensemble ]o,t] X Q. 0
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3.4, Remarques sur la condition de "naturalité".

11 est facile de voir que la définition 3, dans le cas d'un
processus réel croissant, redonne la définition d'un processus crois-
sant naturel au sens de P.A, Meyer (cf. [14] chap. VII). Cette re-
marque a été faite par J. Pellaumail (cf. [17] ). En effet de la
condition a) et de la majoration || [ f dv|| '5_ sup |f] . ||v]]C(KY
valable pour toute fonction borélienne bormée a sﬁppor't bomé\"é‘t

toute mesure vectorielle v, on déduit que pour tout processus prévi-

sible Y réel

Y d a=E Y (sy¢) v (ds,-))

e

Si Y est alors une martingale positive bornée continue 3

JE),tJ X 0

droite on a, d'aprés cette égalité, et d'aprés b)

E ( Yg- dvg ) = ( Y. dx=E (Yt‘vt)
%)’t.] [o,t] x 9

Comme d'apreés Meyer ( [;W)chap. VIII), pour tout processus
croissant V et toute martingale positive bornée continue 3 droite
on a :

E(Yt'vt)= Ef Y (sy4+.) v (ds, )
o,t]

la naturalité, i.ela condition

}:(f Y v(ds))=E(j Y. v@s))),
s g°
[O,t] 0,1:]

en résulte. W
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Nous aurons a utiliser le théoréme d'arrét important suivant :

Théoréeme 1 bis.

Si V est le processus naturel de la mesure 3 variation finie a

~ - "
sur (%, pour tout temps d'arrét borné o, et tout FEM , on a

E (1p.V) = E N )da

o

Démonstration.

Considérons un temps d'arrét étagé :

o = (o0.- 0. )1 _ .2
i i i-1 Gi Gi = [0>o i1 ] (2 yci_l

2y
~
[ixy
s
<
Q
~
1}
[ag}
4
;._\'
o
2
(D]
~
<
Q
<<
~r
L

o
E (1FI J“u_) da

e

J] 0510051 * €

c_')
E (1.3 ) d
J]o,o] Fl o ’

On passe évidemment au cas d'un temps d'arrét quelconque en utilisant
une suite décroissante de temps d'arréts étagés convergeant vers o,

la o-additivité de o, et dw la o-additivité de la mesure stochastique

associée & V (théoréme 1 - 2°). W
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3.5 Processus associé 3 une mesure stochastique.-

L'objet principal du présent paragraphe est d'étudier
la correspondance m “~o Xm entre les mesures stochastiques
3 valeurs dans Lg (2,34, P) et une certaine classe de processus 3
valeurs dans E , définie par
(3.5.1) V¥V ]s,t] x Fe R m(]s,t] x F) = 1p.(X, -X)

Si m est donnée , le processus X est clairement défini,
de fagon unique & une constante et une modification prés par

X, = m (Jo,t] x a).

Si nous prouvons (théoréme 2 ci aprés) que ce processus
a certaines propriétés de régularité, il sera défini de fagon
unique 3 l'indistingabilité preés.

Des propriétés du processus (Xy) seront données au
théoréme 3. En 3.2, nous avons donné un exemple de processus et
mesure stochastique associés. Nous prouverons au théoréme 4 que

toute martingale de carré intégrable est associée 3 une mesure

stochastique. Nous définissons :

Définition 4. -

Un processus X et une mesure m vreliés par la relation

(3.5.1) seront dits associés. On dira aussi que X engendre m.

Théoréme 2.-

Soit [E un espace de Banach réflexif séparable. Toute
mesure stochastique m , 3 valeurs dans- L@ (Q,ﬂ%,P) est engendrée
par un processus stochastique X_ & valeurs dans [, continu 3
droite pour la topologie faible de E, nul en O, unique d 1'indis-
tingabilité preés.

Le processus X  a presque sirement des limites & gauche

faibles.
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Démonstration

Liunicité & l'indistingabilité preés est triviale en
raison de la continuité faible 3 droite des trajectoires et de
la séparabilité de E'.

Choisissons alors une version X du processus défini
par

it =m (]0,t] x Q) p.s.

La ©- additivité de m implique la continuité 3
droite de t —~— it dans Hg (2,%,P).

Pour. E réel, il est montré dans [17 ] que, presque
srement, les trajectoires de X en restriction a Q@ admettent
des limites & gauche et 3 droite en tout point.

Rappelons seulement que la démonstration en est obtenue

en considérant une famille croissante de parties finies Q, de

l'ensemble des rationnels positifs, telle que ‘L Qn = Q+n[s,t] .

Pour tout a < b, a et b rationnels, et tout Q_ ='{t§ <... <t2p}
on introduit les temps d'arréts
n _ .n n o i n 3
0] = t] s..e on,q = inf {t o tEQ, t o> 0, ,X(1) > b}
ol = inf {t : te Q t > of X(t) < a}
2k ) n 2k~-1 -

En utilisant le fait que toute mesure m est bornée
sur ® n ]0,t] x @ on obtient que pour une constante K et
tout n

p_l -~ -~
K > f Ll | X (o ) = X (opy )] dP .

D'ol 1'on déduit facilement que l'ensemble des tra-

jectoires ayant une infinité de passages montantssur [a,b] ,
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sur l'ensemble des rationnels, est de probabilité nulle. A par-
tir de 13, par des arguments standards, on obtient l'existence
d'une modification de X » qQui soit continue a droite.

Revenons maintenant au cas ou [E est réflexif sépara-
ble. Si D est un ensemble dénombrable partout dense dans [E',

il résulte immédiatement du résultat qu'on vient de rappeler que,

sauf sur un sous - ensemble de Q de probabilité nulle

-~ ~
¥ x'"e D,V te r* lim < X (s,w) , x'" > et 1lim < X (s, w),x' >
sTt sét
s€0 seQ
exlistent.

Nous prouvons alors un lemme

Lemme 2.-

Il existe un ensemble @ ¢ @ , de probabilité 1,

1
"~
tel que pour tout w € 2 ; , et tout u ¢ R+, t ~> X (w) est

bornée sur Qn [O,u] .

DEmonstration du lemme.-

Cette démonstration ressemble 3 celle du lemme 1

nous introduisons la méme suite (Qn) de parties de Q+ et

posons pour tout K > O

K . iy
o = inf {t: letl' > K, teQ)}

On a

O<t <t,<...<t_<u.
k -0 1 P
1 [Un[\u >'ti_lj

D'ou
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A

K
E [Em Jty_1.t5] x [o Au >t DI Ig

tA

K
HEm Qt._;5t] x [0 Au > ts D

Si on se reporte 3 la définition de (| m}| en 2.1 ci dessus, on

a, pour tout K ,

KP [or <ul < |Imll Jo,u] x o).

Le lemme en résulte immédiatement.
Il résulte alors du lemme 2 et de ce quli précéde et

de la réflexivité de E que, sauf sur un ensemble de probabilité

nulle
¥x'e B' Y teRt , IX (t,0) € E et X (t,w) € £
tels que
X (t,0) = 1lim . faible X (syw)
st
seQ
X (t.w) = lim.faible X (t,w)
= stt
s€Q
Comme t ~¥q§¥ est continue d droite en moyenne d'ordre p,
-~
X est une modification de X. D'ou le théoréme. m
Théoréme 3.- (Théoréme de décomposition)

Soit E wun espace de Banach réflexif séparable. Si m
est une mesure stochastique sur f,, 3 valeurs dans HE (Q,F,P),

p> 1, telle que A ~5E (m(A)) soit nne mesure vectorielle 3
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valeurs dans (E , a variation bornée, et si X est le processus
faiblement continu & droite engendrant m , on a

X =M+ V
ol V est le processus naturel de la mesure ¥ : A ~_;E(m(A)),
et M une martingale 3 valeurs dans E , adaptée aux i:t , fai-

blement continue 3 droite.

Démonstration.-

V étant le processus naturel de v , il résulte
immédiatement de la définition de V que , si on pose M = X - V,
¥s <t , ¥ Fe qé

E (1..(M_-M )) = E (1..(X_-X))) - 1. 4d v
F t s F t s Js’t] X QF

=0

ce quil exprime la propriété de martingale pour M, =

Proposition 1.-

Si le processus X , faiblement continu & droite,
engendre la mesure stochastique m, pour tout intervalle stochas-
tique ]S,T] , S et T bornés, on a

m (]§,T]) = Xq - Xg

Démonstration.-

La propriété est facile pour les temps d'arrét étagés.
On passe au cas de temps d'arrét quelconques en les approchant
par des suites décroissantes de temps d'arrét étagés et en utilisant
la 0 - additivité de m et la continuité faible 3 droite des tra-

jectoires. a
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3.6 Convergence de mesures stochastiques.

Convergence des trajectoires des processus associés.

Le théoréme suivant nous sera utile.

Théoréme U4.-

Soit (m ) une suite de mesures stochastiques sur (6,
d valeurs dans Hg (0,F,P) , convergeant. vers m, pour les semi-
normes définies par la semi-variation.

Alors m est une mesure stochastique et il existe

une sous-suilte (mn ) telle que la sous-suite correspondante
k

(Xn )kHM des processus associés possé&de la propriété suivante
k

p-s. les trajectoires (Xn (w) convergent uniformé-
k
ment sur tout intervalle compact de Rr* » vers les trajectoires

du processus X engendrant m.

Démonstration. -

Le fait que m soit une mesure est un résultat treés
simple de théorie de la mesure.

Comme, par hypothése, pour ]s,t] x F e I,
m (Js,t] x F)

1 lim m (Is,t] x @) dans

o

lpm (Js,t] x @)
m est une mesure stochastique.
Soit n, tel que

n>n

> n —=3 ¥ B c]O0,t] x0 , B € @
1

(m - ) (B)
|| (m M Iy < %
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Soit Y 1le processus faiblement continu & droite

associé a m - m . Scit o, le temps de sortie de Y de
la boule ouverte de rayon £7 . Comme
k
- . ' 1
o, (w = inf {t : sup | < Y. o, x >|> Wi
x'e D' k

D' désignant un ensemble dénombrable dense convenable de

la boule unité de E£' , 0, est un temps d'arrét, Soit

- 1 L]
2, = [q < t] Dfoiz?; [ ve 1> ]

Pour B = jO,ok A ]e @, on a, d'aprés la proposition 1,

- - ]

(m mn) (B) = Y -
d'ou

—_— > Y || d P > P (Q,.) v

Z AT =

kup 0y k2p k

Donc
1
P (Q) < =_ =
K k2p

Finalement, V k

1 1
P sup [| X (s) = X_ (s)]] > s | < e
[.Oisit m ny e - .2 J = 2p

o
o

On applique Borel Cantelli pour obtenir le théoréme. a
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3.7 Mesures stochastiques sur la tribu des ensembles

bien mesurables. -

Théoréme 5. -

Si le processus X, associé 3 la mesure stochastique
m est continu, la mesure m se prolonge de fagon unique en une
mesure sur le & - anneau ® des ensembles bien mesurables, ne

chargeant aucun graphe de temps d'arrét.

Démonstration.-

La proposition 1 montre que, si X est continu, le
graphe de tout temps d'arrét prévisible est de mesure nulle.
On voit également que la variation de m sur tout graphe de
temps d'arrét prévisible est nulle : prendre un intervalle prévi-
sible ]S,T] ; si [ est le graphe de o prévisible borné et
(0,) une suite croissante annongant ¢ (i.e. o < o (w)

n

pour tout o et lim on(m) z o(w)), on a
n

m (]S, T] n T)

1im m ¢]S,T] N Jo n,ﬂj)
n

lim m (JLSv 0 )AT A 0, oAT]).
n

La continuité 3@ gauche montre que :

m(s,T] A r)=0

On prolonge donc m de fagon o - additive 3 l'anneau des inter-
valles stochastiques [S,T[ , engendrant & en posant

m [S,T[ =m ]S, T] (i.e. : en donnant une masse nulle 3 tout
graphe de temps d'arré&t prévisible ou non ; ce qui est possible

(cf. [3] chap. IT § 3)). Si ‘A est une mgsure posidive associée
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3 m sur (6 (cf. 2.1), avec A < || m ||, cette mesure admet
uR prolongement sur 8, ne chargeant aucun graphe de temps
d'arrét. En effet, soit [-Sn’Tn[ une suite décroissant vers 9.
On a lim A [Sn’Tn[ = lr:i{m A ]Sn’Tn] = A (Q ]Sn’Tn] ).

or A 1s,,T ] est un prévisible inclus dans 1'intersection
d'une famille dénombrable de graphes [Tnk] . Si ces graphes
[T"k] sont prévisibles, on a A ([Tnk]) = 0. Sinon, un ensemble
prévisible inclus dans un graphe de totalement inaccessible

est vide. On prolonge alors la mesure m de o a6 par

continuité, en mettant sur B 1a métrique (Bl’Bz) ~y A (BlABza.u
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4. Mesures stochastiques engendrées par les martingales.-

Le théoréme principal de ce § 4 est une réciproque
partielle au théoréme 3. On a déja vu au § 3.2 quelle était
la mesure stochastique engendrée par un processus dont les tra-

. . P P . + -
jectoires définissent une mesure aléatoire sur (R ,8 ,), 3

R

+

valeurs vectorielles.

Le théoréme 5 montre en particulier l'existence d'une
mesure stochastique associée 3 une martingale M fortement con-
tinue 3 droite et a Qaleurs dans un espace de Hilbert H .
(Qu'on peut supposer séparable, puisque les variables aléatoires
M, ,» t€Q sont fortement mesurables par hypothése et prennent

t

donc leurs valeurs dans une partie séparable de H).

4.1 Lemme préliminaire (J. Pellaumail)

Soit A wune fonction positive, simplement additive
sur Jk, possédant les propriétés
(3) VFt?s,s<t

1im x (Js,t] x F) =1 (Js,t] x F)
t¥t

(33) Vv F € 5:w , si Fn$ ® on a

lim sup {» (A) : Aei s Ac]O,t] x F,} =0

T -»o
Alors A se prolonge en une mesure o¢ - additive sur @ .

Nous renvoyons pour la démonstration & [17] ou [18].

4.2 Théoréme 5.-
Soit M wune martingale 3 valeurs dans un Hilbert
séparable H , continu d droite, telle que pour tout t,|| M, [

soit intégrable.
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Soit M 6T iHl 1'espace de Banach complété de HQ@H

pour la norme trace, notée || ’IT . Posons

Pre 2
YF¢e 1"8 s s<t m(s,t] x F) 1p - (M - Ms)f‘f’&n (Qj'-t,P)

a (Is,t] x F)

2
® A
J M -M)® dPe™ &, H

F
A =Tr.a
1° - Alors m se prolonge en une mesure stochastique

telle que VAe & m (A em@ELY — (FP) ;
a se prolonge en une mesure sur & , 3 valeurs dans H@T 1,

i variation bornée |af < A, et A se prolonge en une
mesure positive sur & .

2° - Tout processus X de LQ(Q,C&A) est intégrable
par rapport & m et X \~9I X d m est une isométrie de

L2(R+xn,'£((£),x) dans L é] (o, &P ,P).

3° - Le processus naturel V de la mesure o possede

la propriété

® 2

(Mt - Vt)t,eB+ est une martingale

Démonstration.-

1° et 2° -
D'aprés la propriété de martingale

(4.2.1) o (Js,t] x F) = E [1F. (Mf 2 M? %3

2
Comme || M.[| = [[Mf FI o » l'hypothése d'intégrabilité sur
1M 2 implique o (Js,t] x F)e H 6T (} , cet élément de

19) 6T H étant en outre de type positif.
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La continuité 3 droite de M entraine immédiatement
la propriété (j) du lemme 4.1.
De (4,2.1) résulte facilement 1l'additivité de 2

Montrons que A posséde la propriété (jj) du lemme .

Soit
— n n 1 ;
A+ ki lsk , uk] X Fn,k c Jo,t] x F s
avec
—
1
Fn,ke :rsn °
k

On peut, dans l'expression de A, comme réunion finie
de rectangles de 6L, supposer que les intervalles _]si ’ ui]

. e n n
sont disjolnts avec Uy < 8y, Pour tout k < p.

Posons
F = J F! e P .
n,k ek n,r Sh.
- K
® 2
On a, d'aprés la propriété de sous martingale de (Tr . Mt)te'R+ s
A (A) =Tr. a(A) <ETr { © 1 @%@ 2y
n no- 1<k<p Pk ul! st
=2 ’ k k
En posant
Chik T Fn,k 7 Pkl Fro= 9>
on a
® 2 ® 2
A (A) < E z ‘Tr {1 (M - M )}
n G n n
1<k<p n,k up 81
2
i[ mw .2 %ap
t
I3
n
<E 3 m.a, .M%H .
1<k<p n,k
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D'oG la propriété (jj) pour i

Si A= z ]sk,ukj x Fy
k<p

en supposant encore les J sk,ud disjoints et u,

< s
K—

err utilisant la propriété de martingale,

1 meay || ,»°

£ E (1o .« |[IM. = M | ]a0)
k<p Fx Y S M

1]
—3
3
™~
1

—~
=
—~
=

i
X

k<p Kk k ®x

=x (A) .,

Cette égalité montre que l'application additive

A ~5m(A) se prolonge linéairement en une isométrie 4

k+1

(S

on a,

L .2(9,'6(@),” dans L‘2&ﬂ (2,L(® ,P). Que le prolongement 3 &

soit une mesure stochastique (i.e vérifie la conditicn (S))

=t lZvident.

3°) Pour tout ]s,tl x Fe® , ona, par définiizon

O
1t

o (Js,t] x F) - EQLg. (V- V)

2 2
. [ 5 2w - vy,

2 2
E {1, - [0 2 v - af © vl

t

ce qui exprime la propriété de martingale pour (M? 2_ v

t

)

t €fF

+

3
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4.3 Remarque et notation.-

Par analogie avec le cas réel, on notera < M,M > le pro-
cessus naturel de la mesure a du théoréme.

On définit égalemefNt de méle le processus naturel <N,N>
de la mesure R prolongeant la fonction additive définie sur R
par A (Js,f] x F) = E [1;.(MaN -NaN )] = E[1.. (M -MI@(N -N)].
Il suffit de remarquer que la symétrie de la forme linéaire
(x,¥) ~»Tr(x.® y) permet d'écrire :
Tr .8 (JO,t] x F) = % Tr [(Mt+Nthﬂ - (Mt-Nt)Gﬂ] , et de raisonner

comme dans le théoréme S.

4.4 Définition 5.~

La mesure a du théoréme 5 sera appelée variation

quadratique de m.

On notera < m,n > la mesure stochastique dans
I.u]_'na H(R,T',P) associée au processus < M,N > et << m,n>> = Eo <m,n>
T
On a évidemment pour tout T1s,t] x F ¢ &
E [< m,n > (]s,t] X F)_[ IF (Mt-Ms) oSy (Nt-Ns) dap

L (M@ N, - NS @ Ns) 4aP.
Pour abréger, on notera souvent < M > au lieu de <M,M> , <m>
au lieu de <m,m> etc...

Définition 6.~

La mesure A = Tr a du théoréme 5 sera jappelée

mesure trace de M(ou de m).

On vérifie facilement que

Tr o <« ml,m2>> < % [Tr €< m.>> + Tr o <« m2>>]

1
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5. Intégration par rapport 3 une mesure stochastique.-

m étant une mesure stochastique & valeurs dans
B1 = H% (2, %,p) , p =1 ou 2, associée 3@ un processus
Z =V + M, fortement continu 3 droite, ou V est le processus

(sqggg§ée é\variation finie) .

naturel de la mesure E o m® et ou M est une martingale for-
tement continue 3 droite, de carré intégrable, nous allens dé-
finir 1'intégrale par rapport 3 m d'une classe de processus
§ valeurs dans B, =R ; G) , ol G est un autre espace de
Hilbert. L'espace B, (cf. § 2.2) est ici lé (2, F,P), (p = 1 ou
et 1'application bilinéaire (.| .) de B, x B, dans B, est

(fy,u) ~» u o f.

5.1 Cas ou X = V.

I1 résulte immédiatement du théoréme 1, 2°) et de la

remarque suivant la définition 1 du § 3-2 -qug,lorsque
2 =v, By = L%z(ﬂ,qu), la mesure m est de puissance 1 majo-
rée par | m |= |E o m| . On sait donc intégrer tous les pro-

cessus X prévisibles a valeurs dans BQ tels que

[ lxllg @ Inl <=

Soit donc un processus X prévisible tel que pour
tout teRY X (;Lé ([o,t] x 2, [0,t] x 2n& , |Im|] ). A la
mesure stochastiquelé variation finie- , A ~\;>[ X d m corres-
pond un processus continu & droite Y, unique a ?'indistingabi-

1ité prés, que nous noterons (J X d m) ou (J X d V), appelé

processus intégral de X par rapport a m.
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5.2 Cas o X =M

savpéme 8.-
Soit M une martingale 3 valeurs dans @), continue 3
“roite, de carré intégrable, et soit m la mesure stochastique
3 valeurs dans Bl = Hé (2,F,P) associ6e , & et A les mesures
du théoréme 5. Alors :
1°) Pour tout hilbert & et tout B, = L(w;6), n
2st de puissance 2 majorée par A
2°) Tout processus el.B ®R* x 2 ,T®,r) ¢st: intégrable
en moyenne quadratique par rapport a m. Si, pour tout t G{R+
1 Xe HB (R* x 2,T(®,2), le processus Y, unique 3 1'indis-
{0,t] x n 2
tingabilité prés, associé 3 la mesure stochastique A‘\%I Xdm
2st une martingale fortement continue 3 droite, de carré ?ntégrablaJ
3°) si M; et M, sont deux martingales de carré inté
grable, m; et m, les mesures stochastiques associées,
kl = Tr << ml>> ’ A2 = Ty << m2>>
50%t X € LIB (’C(@ + A ) i=1,2.

ona Xy @XGLBZ'\TBZ("C((D A+ 2,).

i Y., 1 =1,2 , est la martingale asgociée 3 la mesure stochas-

rique A ‘~\4,ni(A) = I xi dmi on a les formules :
A
{5.2.1) < ny,n, > (A) =[ A' xlo X2 d < ) >

(5.2.2) << ny,n, >> (A)

I A )(1 ® x2 d <<m1,n2>>

n particulier, la variation quedratique de I X dm est

A*\-)f X®Xda
A

1,2
< ¥T,Y >(t)=[ X, X d <m,m >
]O,t] x 2 1 2 1*72
4°) La mesure trace u du processus Y est majorée
‘L3 A A\QT Tr ( X®@ X ) 42
A
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5©) Si M est fortement continue, et si m est
l'extension unique aux ensembles bien mesurables, ne chamgeant
pas les graphes de temps d'arrét, de la mesure stochastique
associée, ce qui préceéde peut &tre étendu au cas ol

tO 1 XQX €

+
ang (IR+XQ,’L(Q),>\) pour tout t¢R . Le processus Y est
2
alors en outre fortement continu.

Démonstration.-

1°) Soit A = ]sk,tk] X Fk » Fe ﬂiﬁ(, les A, étant disjoints

et les intervalles ]Sk’tk] étant également supposés disjoints.

Pour toute fonction étagée a valeurs dans B, on peut trouver

une représentation i lAk .aq< > a4y € 82 avec une famille (Ak)
du type considéré, k = 1 ... p . Evaluons
2 2
Il 2 (a |mAD|]° = E (] 1. .(a M, - M_ )]|]|2).
kep KK kep B KT Tslle
Soit k < j
E {1, .1, <(a |M_ - M_) (a.|M_ - M_ )>} =
F Fj k Ty Sy i 3Vt Sj
= E {<(a.|EQ. M_-M_)|F 1,1, (a M. - M_ >}
3 Fj tj 55 54 ? Fp kit Sy
= 0.
D'ou
[t Cam@ (1% E (x 1p][Ca, M- M )][8)
k<p k<p k k k
2 2
< 1 E g llalll I -]
k<p k B, kK Tk H
® 2 x8 2
« 1 J|la || E {1, . T (D - 8% )y
<p K Fk Tx °k
2
<z |la || » (A
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72Y Nous utllisons les définitions et propriétés élémentaires
1-2, d'ol résulte 1'intégrabilité en moyenne quadratique

I1 est immédiat que lorsque X =1 a ,

” ]s,t] x r
fe By, FeF st le processus Y &st 3 trajectoires
continues 3 droite. Nous passons au cas d'un X général de la
ragon suivanrte

On a évidemment la propriété de continuité 3 droite
pour Y lorsque X est étagé. Soit alors un X répondant aux

hypothéses générales du théoreéme, ef'séit‘(xn) une suite de

processus étagés 3 valeurs dans B2 s, tels que pour tout t,

1 . X converge vers 1 . . X dans
o, xa " To,t]x @
2 .
Ll‘:‘ ({R+ XQ,'(,(LY;),A) . Les mesures stochastiques A"\-{ X d m
A &

"2
~orrespondantes convergent pour la norme de la semi - variation

vers Alxe{ X d m , puisque
A

2
nll d X — -3
a8 Nz

2
Suo HJ dev'f Xndm||-‘.supJ||X-X
8 B 8 2y

BCA BCA
“n peut utiliser le théoreéme 4 du § 3, montrant qu'on peut
axtralre une sous suite (Xn ) telle que 2es trajectoires des
k )
rrocessus intégraux Yn convergent presque s{rement uvniforme-
k .
. + . .
ment sur tout intervalle compact de [R vers les trajectoires

de Y. D'olG la continuité 3 droite de celles ci.

D'aprés la définition de Y,

VFPe ¥, s <t E(l(Y-Y))=E([ X d m).
s F °t 8 ]syﬂx F
n
i X =z 1 . a. la propriété
121 Ispetg] x Fy i

X dm=20
Js,t] x F
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résulte de la propriété de martingale de M. Par linéarité

et densité, on obtient immédiatement E(J X dm)=
. ]s,t] x F
pour tout XeLrE3 R™x 2,5 ,2) . D'ol la propriété de mar-
2

tingale pour Y.

Comme par définition

Y, = X dm pP.-S.
t {O t] X L

on a bien

Yoe Lg ® x 2,80,0),

2
3°) Nous avons a montrer que pour tout Xit L [B ®R" x @ 1(@) )\‘1-,\
i =1,2, on a en notant Yt _J' X d ms
JO,t] X Q
1 2 1 2 . 1 2
E ]le(YJC ® Y, - Y. ® YS)| z J XT @ X© d<emy, my>>

]s,t]x F

ou encore, pour tout X'e€L é (R* x Q;C(QD,§+G» on a, en

i 2
[ X- d m; s

poesant At

£ (Al @ AZ,

' 2
1
f ¥t ® X d <<m1, m2>>

Oor, si X+ = 1 a. ,Fig‘}a‘s,aien{),izl,g

]si,til x F.° 01

1s,t] = IS"’tlln]SZ’t21

-—

1 2y vl - wl 2 _ 2
Enrea) =2 ((a;IMy - MJ ) ® (a,[My - M2 D)
F,OF, 1 1 2 2
) 11 2 2
= (a; ® a,| E[lF (M - M) @ (M - M)
OF
172
= (a; ® a,)< my,m, > (Jsl,tlJ x F1 N ]SQ’tQJ x Fy)

IX1®X2 d «m,,m, >>

1°72
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Les applications bilinéaires continues (xl,xz) ’-\_>E(A1 ® Az)

et (x1,x%) \.>f x! @ x? a4 <<m,m,>> de

“7123 (R* ® 2, M, Ay + 2 ))2 dans @ s G, qui coincident sur
2 1 2 T

un ensemble total sont donc égales. Il faut prouver que

< Yl ,th =

t xlqpx2 d<ml,m2>

Jo,t] x Q

La définition du processus naturel de << ml,m2>> montre faci-

lement que pour tout h el.é A (9 x lR+,Z(CDA + 1,) et tout
2 @ﬂ2 1 2

feL” (a,F,P), on a

E (f.[ h d< my.my> ) l[ E (f|§:u-). h d << my,my>>

Appliquant ceci 3 h = 1:10 1 nXl ® X, , et,
»t] x
d'aprés (5.2.2), on obtient :
E(f.[ X, ®X, d «€ n. ,m, =
0,t] x a 1 2 172
E (f|c,F_) d<< @, >N,>>
I]O,t] X Q u 1772
4°) La formule donne lieu également 3 vérificatien simple
pour les processus X &tagés sur R.

5°) L'extension est immédiate.a
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6. Extension de la notion de mesure stochastique.

Mesure stochastique locale.

Si @ - (an) est une suite de temps d'arrét finis, stric-
tement croissante, telle que 1lim g n =t = Pp.s., nous note-
n

rons O%I le § - anneau

(ﬁ’_fu [OaOnv] ﬁ(ﬁ-
> n

6.1 Mesure stochastique locale.-

Définition 7.-

On appelle mesure stochastique locale, toute applica~
tion ¢ - additive m de (G dans 1'espace LE(Q,ﬁEP) des
classes d'équivalence des variables aléatoires 3 valeurs dans E
(sous entendu : fortement mesurables) muni de la convergence
en probabilité , pour laquelle existe une suite ¢ = (cn) telle
que
1°) m restreinte & G%_ est une mesure 3 valeurs dans Lg (2, ¥,P)
20) (S') ¥ s<t, VFeF _, ¥ nel

n(Js,f x Fn]0,0,]) = 1pem s,t]x 20n]0,0,.]) €L} @, F,P)

La suite G est dite localiser m.

Remargues

1°) On peut évidemment formuler la définition 7 de
la facon suivante : 1'application m de & dans Le (2,3%,P)
est une mesure stochastique locale si il existe une suite
"localisante" @ = (g ) telle que ¥ n la restriction de m a
G@nlo,gn'] est une mesure stochastique.
2°) Une mesure stochastique est trivialement une
mesure locale, localisable par la suite (n 1Q)ne(w de temps

d'arréts constants.
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Lheoreme /.-
501t [ un espace de Banach réflexif séparable. Soit
@ une mesure sur GE,, 3a valeurs dans [, a variation finie,
telle que
(A 5‘%},11\ indistingable de zéro == ¢ (A) = 0.

Alors 1l existe un processus V ,continu a droite, nul en O,

3 valeurs dans E, unique d& 1l'indistingabilité prés, tel que

VvV n (Vt Acn)néJM soit le processus naturel de la mesure
o™ définie sur (f, par
al (A) = a (A Jo,0 ).

Démonstration.-

Pour prouver le théoréme, il nous suffit évidemment

de prouver que si Vn+l est le processus naturel de an+1, on
a

n+l _ n
(6.1.1) th\cn = Vi P.s. sur [on < t].

Etant donné l'unicité & 1'indistingabilité prés des processus

v, on aura : ¥ n 1 Q P (@) =1 avec
, n+l n
Ve E Q. n ¥t ¢ [O, cn(ua Vt (w) = Vt (w)

On définit alors V , de facon unique, 3 l'indistingabilité pres
en posant
n+l

¥ oW QQ Qn t ¢ JG(H\’On-F(in)J Vt w) = Vt )

Or, d'aprés le théoréme 1 bis, on a, pour tout F ¢ F s

n+l

n+l
E (1 .V E(1p %) d o =

|
r A%y ]O,%J
- j}:(lFﬁIu-)da'“,

ce quli prouve (6.1.1). m

Définition 8.~

Le processus V du théoréme 7 sera appelé processus

sarurel de a
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6.2 Mesure stochastique locale et processus associé.

Définition 9.-

Une mesure stochastique locale m et un processus
X seront dits associés (ou que X engendre m) si

66.2.1) v o Js,t] x F &R m (]s,t] x F) = lF‘(Xt'Xs) p.s.

Théoréme 8.-

Soit E un espace de Banach réflexif séparable.
Toute mesure stochastique locale m, d valeurs dans LE(Q,giP)
est engendrée par un processus stochastique X 3 valeurs

dans [E, continu d droite pour la topologie faible de E, nul

en O, unique 3 1'indistingabilité preés.

jalg

Le processus Xm a presque slrement des limites
gauche faibles.

8i, pour une suite & = (¢ ) localisant m, Eom
en restriction & d&;
Xm =M+ V

est une mesure a variation finie, on a

ou (M est une martingale (i.e. : ol M est une

) o+
YN t° t¢eR

martingale locale) et (V )

o n t'ter’ ©St naturel,pour tout n.

Démonstration.-

Ce théoréme résulte & peu prés immédiatement des
théorémes 2 et 3. En effet, pour toute suite (cn) localisant

. n .
m, soit Xm le processus engendrant la mesure stochastique

n

A~sm (AN Jo,on]) , et X; =M 4+ v la décomposition corres-

pondante. Si pour tout n existe Q, € F tel que

P (Qn) =1 et

n+l e
m

n
Voo e 9 vt ¢ RY X Aogsu) = X (CtAG )
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on construit X, » M et V en posant

Ve ﬁ}. Q. o, W) <ugo o (W
X (u,w) = Xn;l(u,w)
M (u,w) = Mn+1(u,w)
V (u,w) = Vn+l(u,w)

Le théoréme résulte donc complétement du 2°) du théoréme

général de "localisation" que nous énongons maintenant.

Théoreme 9. - (De "localisation™)

Soit m une mesure stochastique sur (¢, 3 valeurs
dans HE (2, %,P). Alors
1°- pour tout B & (& 1la mesure

m, : A ~m (BNA)

B
est une mesure stochastique et si B eRrt x G, B eF

(6.2.1) VYA eB A ¢]o,t] x @ =smy (A) =1 (A) p.s.

c'™s
2°- si m est engendrée par le processus X, et ]S,T] est un
intervalle stochastique borné, alors la mesure stochastique

’4;5 - +
T]S’TJ est engendrée par le processus (XTAt XSAt) te R

Démonstration.-

1°) Prouvons d'abord le 1°) dans le cas ol
B =]Ju,v] x Ge R
Soit d'abord A = ]s,t] x F € R Par définition

mg(A) = m (Juvs,tav] x (Fa G))

1 m (Juvs , ta v] x (FNG))
FNG
On en déduit d'abord

(6.2.2) mB(A) = 1F m (thv sy tav] %X (FNG)) = lF m (Bn A)

ce qui prouve que mB est une mesure stochastique.
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On en déduit ensulte

(6.2.3) mgp(A) = m (Juvs, ta v] x FnG) = 1G mB(A)

e
ce qui prouve (6.2.1) dans le cas particulier envisagé.

On déduit immédiatement de (6.2.2), en prolongeant par mesu-
rabilité, que pour tout B ¢ (8, mg est une mesure stochas-
tique.

En considérant les éléments de (X5 inclus dans R+ x G,
en remarquant que ceux de ces éléments inclus dans ]0,t] x @
forment un o - anneau , on déduit aisément de (6.2.3) en appli-
quant toujours le méme principe de prolongement par mesurabilité
que, pour tout ]s,t] x F et tout B{]O,t] x G, on a

mp (Is,t] x F) = 1, mp (]s,t] x F)

On passe évidemment immédiatement au cas général de (6.2,1) .
2°) il résulte de la proposition 1 en 3,5 ci dessus
que si T est un temps d'arrét borné

m (]0,t] x @ A [0,T]) = X (tAT)

D'ou le théoréme. w

6.3 Mesure stochastique locale engendrée par une martin-

gale locale.-

Une martingale locale étant par définition un pro-
cessus M pour lequel existe une suite & = (0,) de temps

d'arréts finis strictement croissante, telle que lim ot
n

p.s. et telle que Vn (M ) soit une martingale par

+
tAao, t eR

rapport aux (?t)t cRT le théoréme suivant est une conséquence

triviale du théoréme 5,
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Théoréme 10, ~

Soit M une martingale locale, d& valeurs dans un

Hilbert séparable H , continue 3 droite; si on pose
v Js,t] x F ¢ R m (]s,t] x F) = lp (M- M)

1°) m se prolonge en une mesure stochastique locale unique

2°) & = (o) étant une suite localisant m,la restriction 4 \RS de
E o m est une mesure g sur d%s d& valeurs dans Hl&TlH y a4 variation finie

telle que

fa] < x =Tr . a .

3°) le processus naturel V de la mesure a posséde la propriété

2 .
(M°t - Vt)t erY est une martingale locale,

Démonstration.-

Excepté la possibilité de prolonger m sur (5 (et non
seulement sur () le théoréme est une conséquence triviale des
théorémes 5 et 7.

Or ce dernier point est une conséquence du lemme

suivant

Lemme 3.- telle que V¥ . m soit une mesure stochastiquc
Sim o est Je‘mﬁ&ée}m;maa‘;r;‘d‘;gs@m,m

(p = 1 ou 2), m se prolonge de fagon unique en une application

de (6 dans Le (o, ¥,P) , 0 - additive pour la métrique de la

convergence én probabilité,

Démonstratton.-

Si on pose

m_ (A)
n

m (ANn]0,0.]) on a

my (A = mp o (ANnJ0,0 1)
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Si donc AC]O,u] x @ , d'aprés le théoréme 9,

mo (A) -mg (A = (A nluno, 5 uno 1)

= 1[0n+1,\u >°n/\u]. [mn (A) - mn+l (A)] .

La condition 1lim o_ = + o p.s. implique donc immédiatement
n

l'existence d'un m(A) ¢ L (,%,P) défini presque slrement
par
(6.3.1) w e[on > u:] m(A) (w) = m_ (A) (w) p.s.

est une suite décroissante avec f\ A_ = 0

- (N
€ P D

et Aj C ]O,u] X Q , 0on a

Si (Ap)p

limpprcb m (Ap n ]0,0.]) = 1imP prob m (AP) = 0

Comme m (Apﬂ]on,on+1]) =mo (Ap n 10n’°n+l])

= 1 m (A_nlo_,o )
[0n+l'\u >cn'\u:| n+l P ] n’ n+l:[

on a P[:m(Apn]O,on])# m (A)| < P [o, <] .

D'ol 1l'on déduit immédiatement la convergence dn probabilité
vers zéro de m(AP), et la ¢ - additivité de m, pour la métrique
de la convergence en probabilité.
L'unicité de m résulte évidemment de 1l'unicité de sa restric-
tion 5% et de sa ¢ - additivité.m

I1 est évident qu'on peut généraliser les notations
<M,N> et < myn > du paragraphe 5 au cas des martingales

locales.
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6.4 Mesure stochastique locale engendrée par une mesure

aléatoire.-

Il est clair que, si V est un processus & valeurs
dans [E, tel que, pour tout w« 1l'application [s,t] ~V (w)-V_(w)
se prolonge en une mesure ¥ (w) sur les boréliens bornés de R+,
3 valeurs dans [E, en posant pour tout A ¢ (5

m (A) = f 1A (u,.) v(du , . )
on définit une mesure stochastique localellocalisée par la suite
(0,) de temps d'arréts

2

o (w) = inf {t : ||v]] (Jo,t]y w) > n )

n

6.5 Intégration par rapport d une mesure stochastique

locale.-

Nous considérons les mémes espaces H , € , Bl ) BQ
et B3 qu'au § 5.

Soit également m une mesure stochastique locale en-
gendrée par un processus Z = V + M ow X est supposé fortement
continu a droite, ol V est le processus naturel de E om , défi-

nie sur CGG.et d variation finie, M étant une martingale locale.

Supposons d'abord M = 0, Si X est un processus prévi-

sible, tel que, pour tout o, ] et tout t:

1 X ¢ Léz ([0,tar],00,tac 1% (€, |E 0 m|)

[O,onAt]

1'intégrale J X dm est définie pour tout A ¢ Q%, et la mesure
A

A ~> f X d m se prolonge en une mesure stochastique locale
A

laquelle correspond un processus continu d droite Y unique

Qs

174

1'indistingabilité preés, que nous noterons (f X d m) ou (I Xd v),

appelé processus intégral de X par rapport & m .
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Lans le cas ou V = 0 on généralise immédiatement le
théoréme 6 en considérant l'intégrale des processus X prévisi-
bles & valeurs dans {H tels que pour une suite localisatnte con-
venable O = (on) de temps d'arrét, pour tout t et n on ait

1 2 + T s
[0,0nt] ¢ g, B x 8,0, Tr o o)

L'application A -3f X dm définit, pour un tel
A
processus,une mesure a valeurs dans LG (a,#,P) , se prolongeant

en une mesure stochastique locale 3 laquelle est associé un pro-
cessus Y continu 3 droite, unique 3 1l'indistingabilité pres, et
qui est une martingale locale.

Il est évident que tout processus X tel que

(6.5.1)  p.s. X C,u)e LE ®RY,R ., d <MM ()
2

?
R*
posséde la propriété d'intégrabilité précédente. Il suffit en
effet de définir la famille de temps d'arrét par

t
o (w) = inf {t : J | | X (.,m)llé d< M,M > (w) > n}
0 2

La famille des processus prévisibles vérifiant (6.5.1)
sera dans la suite désignée par J\B (M).
2
Enfin, il est clair gque si M est 3 trajectoires con-

tinues on étend ce qui préeéde aux processus X Bien mesurables.

Les processus intégraux sont alors en outre continus.
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7 , Formule de Ito. -

Dans ce paragraphe, nous étendons aux processus a
valeurs dans un espace de Hilbert la formule de " composi-

tion des différentielles " due dans le cas du mouvement

brownien réel 3 K. Ito.

F R et @G désignent des Hilbert séparables.

7.1 Théoréme 1l1l. _

Soit m 1la mesure stochastique dans Hé (2,%,P)
engendrée par la martingale _M , 4 valeurs dans H , fortement
continue, de carré intégrable.

Scit v une mesure stochastique dans l% (Q,%,P)

3 variation finie engendrée par un processus ¥ dont les
trajectoires sont continues et engendrent des mesures aléa-
toires d valeurs dans F.

Soit ¢ wune applicationde F x#H — G,

continue, une fois différentiable par rapport 3 la premiére

variable et deux fois différentiables par rapport 3 la deuxiéme
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1,0 0,1 0,2

variable, les dérivées partielles ¢ ) ¢ , étant

supposées uniformément continues sur v(]o,t]xa) x M(o0,t]xn)
pour tout t.

Alors, les deux processus (°(Vt’Mt))te:R+ et
2= oV M) + [ 820 v av + f o &L (W, an + 3 [ 0 %20y mydam)

10,1] xa Jo,t)x @ J0,t]xa teR'

sont indistingables.

Démonstration.-

Nous montrons d'abord un lemme :

Lemme 1.-

s - . sq . n
Pour iout neée N existe une suite croissante (rk)keN

de temps d'arré&ts telle que

(i) lim T Q=+ = p.s.
K+
. n n n
(ii) T sl > T sur [ty < =]
(i3i) sup sup [ IM_(w)-M (m)l|2v< L
- )3 < s < gl S L - n
k = k+l k
1
sup sup n [V (w)-V ()] < &
k LS < Ty Tk
sup sup [ <M> _(w) - <M> (w)]] < 1
k TS <ty s 5 n

pfmonstration.—

n
Posons 1t o =0

et par récurrence définissons

f . 2 1
vNo e = nf gt Ty (@), max (| RN NIRRT >3
Kk k k

(avec la convention inf 9 = « ).
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En raison de la continuité des trajectoires (la con-
tinuité 3 droite suffit) de M et V , les 1'2 forment une
suite strictement croissante de temps aléatoires qui sont des
temps d'arrét (en vertu de la continuité & droite toujours
supposée de la famille (5;) telR+). D'ou la propriété (ii).

En outre, par définition,

2
EC L gy =M lgg s 1V =V Il #llas - a ] g
TS K+l 'k T k#l 'k k+1 k
z 2
= E |[M - M I + TE|IV_ -V || -+ E||M -
n _n n n'' F n
Tk+lAt tk/\t H k Tl 'k Tk+lA t
- <M > |
n

| A
T t &]gﬁ H
< 2x (Jo,t] x ) + |v| (Jo,t] x 2).

Donc, pour tout k

% P lrp,p < t] 2 (Jo,g xe)+ |y (Jo,t] xa)

et par suite

P sup t et
Coup « [ < <]

"
o

Ce qui signifie

. n
lim T =+ = pP.S.

koo k
La propriété (i) du lemme est donc démontrée . Quant 3 la
propriété (iii), elle résulte de la définition.
Nous poursuivons la démonstration du théoréme en

écrivant, pour toute famille Qri) vérifiant les propriétés du

lemme,
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o (Vo,M) —o (V_,M) = 1 [e(V M ) - o (V M )
t2 't oo n ' 'n n > n
k_>__0 °k+lAt ck+1/\t ukAt ak+1/\t
+ ey _ M ) - e (V M )]
n n n n
k>0 akAt °k+IAt dkAt okAt

et en montrant que le second membre de cette égalité converge

dans Ll ))

G t 't eR"
étant continus, ceci prouvera leur égalité 3 1l'indistingabilité

(a,¥,P) vers Y.. Les processus Y et (8(V_,M

preés.

Pour simplifier les notations, t étant fixé dans la
n
k L]

Nous décomposons :.alors la démonstration en une succes-

. n
démonstration, nous noterons o x® t =0

sion de lemmes

Lemme L4,-

n-> 1,0
p [CP(V n oM n ) -9 (V n,M n )] —l—'——') J ¢ "2 (V,M) dv
X >0 %%+1 k41 ’k %k+1  Lg(a,FP)]0,t]xa

Démonstration du lemme 8.~

Soit

e,(n) = sup 1 ] e 1,0 (%) - @1’o(y)||

- <-—.
x-y| <5
En vertu de la formule des accroissements finis

1,0 )
”Z‘P(Vn ’Mn )'¢(VnaMn )-¢ (vn,Mn )-(Vn Vn)"

Op4l  Tjeel 9k %+l % Oksl %1 9% ©
el(n) ||V no -V

h |
k °%+1 %% H

On a

(7.1.20UmE ||z e M) -ew M) -oeb0w M. - )
I k %41 Tkl O el Ok ksl %%+l %k

< lrixm e, |v] Qo,t] x @) = 0.
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Or, si on pose

- 1,0
o) ka1 192941l
. 1,0
¢, converge simplement vers o (V,M) sur ]O,t] X Q
avec |le, 1] ¢ =< constante. Or ¢ = est elle méme linmite

simple de fonctiom &tagées bornées par une constante. Donc o

converge vers ¢1’O (V,M) dans Lé (Q,?}lal ) et, par suite,
dans Lé (Q ,?,P) on a
_ 1,0 }
I ® . dv = i o (v n,M n ). (V n v n)
Jo,t]x @ %%  %k+1 %+l %
et
lim I 2 _dv =I 0 (v, dv.
n 10,t]x 2 ]O;ﬂx Q

Ce qui prouve le lemme 1y,

Lemme 5.-

Si ¢ est un processus a valeurs dans

Az & H; G) , continu 3 droite, borné, on a
T
dans L«l; (Q,T,P),
I @ 2
*d<m>=l;m ])'iq;n.(Mn—Mn)
]o,t]x @ I %%+1 %k

Céronstration du lemme 5,

Considérant la suite

¥y =3 1 )

n k n n o';z
]“k > °k+1J

on a, en appliquant le théoréme de la convergence dominée,



- 153 -

(7.1.3)[ ‘bd<M>=1im[ p _d < M>
n J]0,t]x @ n
1o,t]x @
= lim I v . (<M> - <M> )
n k 02 © gh aE
k+1
.. P 1 T
la limite étant dans i,@ (Q,¥,P).

I1 nous suffit de montrer maintenant que

2 2
. ® -
(7.1.4) 1im E ||z ¢ n .[ﬁM n M n) - (<M> no <M§n> i][l = 0.

n k o K O)sl Oy Ol i

En utilisant la propriété de martingale de M,

1'expression du ler membre de {7.1.4) s'écrit

2
®
r E ||y n [(M n ~ M D) - (<M> - <M> n)]H 2 <
k Ok 01+l 9 x O+l %
2K2 ®2
< I [E] ] I {| + E|]<M> . <M>n||]
n" ok O+l Ok %%+l Tk

2
<25 el o] x .

D'ol la formule (7 .1.4) et, compte tenu de (7.1.3), le lemme 5.

lL.Lemme 6, ~
Te(V M ) -oe(V M )BZ= o o1 (WM am +
k e n*'n" oo Fpy
% k41 % % gl 0,t]x 0
1 0,2
3 ) (V,M) d <m»>.

]0,t]x @
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Démonstration du lemme 6.-

En appliquant la formule des accroissements finis a

la fonction h ~— ¢ (x,y+h) - ¢ (x,¥) - ¢ O’l(x,y)h

0,2 @2

¢ (x,y) . h , on obtient immédiatement, en posant

[}
N =

e (W) = sup (||¢ (x,y)—¢0’1(x',y')||+||®0’2(x,y)-¢0’2(x!;y’)||
2 IIX-X'|I+I|y -yl <5

0,1
[z o OV M ) - M )-F e (V MM -M)

n
O‘k 0k+l O'k O'k O'k Ok 0'k+1 O'k
2
1 0,2 u @
72112(: ) (Von,Mon) (Mcn Mon) [l <
kK "k k+1 k
1 T 2
=2 82(") kHMn -MnH
9%+1 %k
Comme
2
E M - M -
(}z:<||0n onll)f_l(]o,t])(ﬂ)
k+1 k

et, en vertu du lemme 5, on voit que le lemme 6 sera prouvé si

0,1 - 0,1
(7.1.8) t 9 v M) M _ - ) (V. ,M ) dm.
k n n n @ Q-Z( 0 X
0 Ok sl ok!c % J0,t]x
Or ceci résulte de ce que
0,1
71 QO’l(V_M) D >e, WM.

]0}2’0]]2-{-];] | kﬂémz{@)t‘)]o 't] X Q o

Le lemme € est donc prouvé.
Le théorémell résulte donc maintenant, compte tenu
des remarques du début de démonstration, compl&tement des

lemmes % et 6.3
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7.2 Extension au cas d'une martingale locale M,

Si 1'on suppose que les dérivées partielles

1,0 0,1 0,2

o 5 @ et ¢ sont uniformément continues sur
les parties bornées de F x H , on étend facilement le
théoréme 11 au cas ou m et v sont des mesures stochas-

tiques locales.

On se raméne au cas du théoréme 11 en considérant
t t
une suite localisante de temps @& = (oﬁ) d'arréts définie
de la fagon suivante : si (o_,) est une suite localisante

pour Vv et m , Oon pose

ol = o, A inf { t : ||Mt||lH + IthIIG > n} .
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