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LE THEOREME DE GIRSANOV 

par 

Jeam MEM IN 

h*objet de cet exposé est de donner quelques résul­

tats de Shyriaev et Llptser contenus dans [l] , et d ven donner 

une démonstration aussi simple que possible, utilisant les ou. 

tils maintenant standart de lfintégrale stochastique, tels qu'ils 

sont exposés dans [3j (Voir aussi [2j )• 

x x x2 

On considère le processus Z , Z* * exp(XMt - y A.) 

où ^Mt*t€(R* * * At*t*R* sont deux processus réels, X un 

nombre réel» On donne des conditions pour que Z* soit une mar­

tingale. 

D 1 autre part, on démontre un théorème de Girsanov et 

on en déduit comme application une formule connue de Cameron -

Martin. 
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I - NOTATIONS - RAPPELS - RESULTATS PRELIMINAIRES -

- (Q,Î*,P) espace probabilisé 

^t*t£<R* • f a m * l l e croissante (complète pour P) de 

sous tribus de S* • Les processus intervenant sont (sauf men­

tion) réels» mesurables, adaptés aux 5* t, définis sur (Q,5%P) 

On désigne par : 1ÏL Çoc (ou % l o c > 

l'ensemble des martingales locales réelles 

"» loc,2(«»«> ^ o c . p .«te,,» 

lvensemble des martingales locales réelles, 4e carré 

integrable (resp : de puissance p**"* integrable, à trajectoires 

continues). 

Le plus souvent ( M t > t € ^ désigne une martingale (ou 

une martingale locale, * A

t*tÉ<R
4 s o n P r o c e 8 8 U S croissant asso. 

cié. 

Proposition l.~ < [2J , prop. 5, page 15, chap. H) 

Soit CM t> t fe lW»ioc,2 d e P 1 4 0 0 0 8 8 1 1 8 croissant 

< At }t*ft* • 

Si E (A t) < • alors < H t ) t € R * e îftj 

Lemme 1*~ 

Soit <M t) t f e f t.€ K t ^ et M t > 0. 

Alors *Mt*tefi* e 8 t u n e s u r m a r t ^ n 8 a l c ' 
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Démonstration : 

a) M t > 0 • ••• • > E (M t) < + • 

Soit (T ) ^ A T une suite de temps d'arrêts croissants, 

tendant vers + • avec p, telle que (M. ) soit une 

martingale relative aux cF~t 

D*après Fatou, on a 

E < * W « l i m E « W i E ( Mt> 
p p-*" p 

puisque M. converge vers M. presque sûrement quand p 
T A TjJ x 

tend vers + 

b) <Mt*tfc(R* e s t u n e s u r m a r t * n 6 a l e 

On pose M*(w) = inf (k,Me(w)) où k€(N s s 

M̂ , converge en croissant vers M e 

S © 

Soit M* _ = inf (k,M. 
S AT ^ * S AT*} 

P k P i» 

alors (M2 . est une surmartingale rel^tiuemetir 
S A T j ^ S t t\ 

aux 5* s • 

M ^ a t - i converge vers M * dans l?~ en tant que procès-

sus bornés. 

Soit t > s et Ffe * ? s 

f M d P = lin f d P = lin lia [ M* . d P 
h 8 k-~ i s k— p~> J F , A Trf 

> lim lim f d P = [ M. d P 

Lemme 2,-

S o i t < M t } t e R * 6 l t l o c e t M t i ° ' 
S'il existe T > 0 tel que E <M Q) = E (Mt>, alors 

( M t > t < T est une martingale. 
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Démonstration : 

( M . ) , m est une surmartingale d'après le lemme 1 
t t^i 

pour t < T avec E(M Q) > E(M^) :> E(M^) et donc 

E(M t) = E(M Q) 

Soit F 6 5*_ et s < t. 

M. d P < J M d P et f H + d P < f M e d P F t - J F s J F c t - J F c s 

d'où 

{ M t d P = | M g d P (puisque E(M g) = E(M^)) 

II - LE PROCESSUS Z X 

) est supposée continue à droite, M et A 

désignent deux processus réels, continus, adaptés aux ^ , 

A étant croissant et nul en 0. 

Pour tout X réel, on considère Z* défini par r 

Z* = exp (XMt - ^ A T ) 

On a le théorème 1 suivant démontré dans : 

([3], voir aussi [l\ - prop. 10 - p. 54). 

Théorème 1 : 

1) Il y a équivalence entra a) et b) 

a) (M t> t f e ( R+e %QCi2 et < M,M > = A. 

b) pour tout X £ (R Z* est une martingale locale, 

relativement aux tribus 5^. 

2) Si Mfc1fl£oc>2
 e t * M , M * = A e t s i P o u r t o u t f-

E [ J* exp..(2XMg) d A J < • 
0 0 

alors Z X€ ^ 2 
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Remarques : Soit M Q = 0 

1) si la condition a) du théorème 1 est remplie, alors 

(lemme 1) Z X est une surmartingale et E(Z^) £ 1 (ce qui 

démontre le théorème 1 de [Y] ) 

2) s'il axiste T > 0 tel que E(Z*) = 1 , alors 

(Z^> t < T est une marlingale (lemme 2) 
— \ n tout w 

3) si Z e flkjoc 2 P ° u r x 6 ]-a,+a[ , a > 0 et si 

E(A t) < * alors, d'après la proposition 1, et d'après le a) 

Théorème 2 : £ [l] , théorème 2, page 3 ̂  

Soit (Mt^tfc(R+ 5 ^ At^t6(R + satisfaisant à la condi­

tion a) du théorème 1, avec M Q = 0 

S'il existe a tel que pour tout t E [exp a 2A t] <
 00 

a) Z* est une martingale pour tout X tel que 

X 2 < 2 a 2 

b) Z* est une martingale de carré intégrable pour 

2 a 2 

tout X tel que X <̂  
3 + 2tf2 

Démonstration du a) 

D'après le théorème 1, Z* est une martingale locale. 

On considère alors une suite croissante de temps d'arrêts T n 

avec 7* + «> avec n , tels que <Z* A T )^ soit une mar­

tingale relative aux i^. 

On vd montrer que la condition E [exp(a2 A^)] < » 

assure que sup E [ (Z* ) î + €] < • pour un e > 0 et 

2 n
 7 n 

pour X < 2 a . Cela nous donnera l'équiiîrtégrabilité de 

( Zt / V T ^nHN e t d o n c l a m a r t i n g a l i " t é d e Z X en utilisant le 
n 

lemme 2. 
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n n ^ n 

E f (exp (-2<iîi; x M - el l l±£^ x 2 * + A ) 

L * P t A t n 2 p t M n 

2 
x exp (p(l+e)2-(l+e))At/vr )] 

< (E [exp(p(l+e)X M t A T - ^ A ^ ) ] ) 1 ' ? 
n ù n 

2 
(E [exp(|- (l+e)(p(l+e)-l)q A t A T ) ] ) 1 / q 

n 
en utilisant l'inégalité de Holder, avec p + q 2 

est croissante en n et de plus : 
t , l T n 

CE [exp (,<!•.> X M t „ - J l l * f »' \ A t ] > 1 / p . 

n n 

( E ( Z P ^
+ E ) ) ) 1 / P 

Comme nous pourrons choisir p , e, indépendamment 

de T n , on p e u t supposer que les temps d!arrêts r n sont t e l s 

que 

E ( Z P
( 1 + E ) X ) = 1 

t A T n 

On déduit alors de ce qui précède que : 

2 
E [ ( Z t A T

 ) 1 + e ] - ( E [ e xP (f~ (l+e)(p(l+e)-l)q A t ) ] )
1 / q 

n 

Examinons le tenme de droite et montrons que l'on p e u t 

trouver e > 0 , p, q tels que : 

X 2 2 
— (l+e)(p(l+e)-l)q._<aif 

X 2 2 
y- < a implique qu'il existe 6 > 0 tel que 

2 2 
a - — - 6 — . 

La condition requise devient alotrs : 
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(1+e) (p(l+e)-Í)q < 1 + 6 

d»où e g * 1 + g 2 < S 
q - 1 -

2 + 6 v 
Posons q = — ? • On obtient lfinégalité voulue dès que 

e ( 1 + E ) - (2+6) 6+ (2+6)2 

c • q • f. d • 

Démonstration du b) 

On reprend la même démonstration en recherchant un 

intervalle pour A tel que : 

(1) sup E [ <Z^ A T A)
2] < E (exp a 2 A t> 

n 

X 2 
Cette inég§lité nous assurera (Zt> integrable (puisque 

X 2 L 
(Z^ ) „ est une sous martingale convergeant presque sûrement 

t A t n n € (N 

vers (Z*) 2). 

Dans le cours de la démonstration du a ) , nous avons 

vu que la condition (1) est impliquée par (l f) 

X 2 2 
4-(l+e)(p(l+e)-l) q < a ¿ avec ici e = 1 
1 2 

En posant ^ = k et p = q - 1 * o n o b t i e n t : 

q 2 + (1-k) q + k < 0 

On montre que l fon peut prendre q = 1 + "il ce qui 

implique k > 2 + 2V2 . 

Remarque ; 

La coo4¿tion E (exp(a2At>3
 < 0 0 implique que 

(M t> t , v

 e s t u n e martingale de carré integrable (prop. 1) 

Corollaire : 

Soit * at^télR + u n P r o c e s s u s réel, élément de l'espace 

vectoriel c4t2(R,£) (cfest à dire tel que ^ a g2
 m ds soit 

fini P p.s., et a t - Çj. mesurable), ( 6t*télR* mouvement 

brownien réel. 



- 180 -

une surmartingale dfespérance inférieure ou égale à 1. 

Si E (exp [ a * ^ - | t(t\x2'
 d u > l * < * alors Z X est 

une martingale d?espérance égale à 1, pour X tel que X 2 < 2 a 2 

Ce résultat est conséquence immédiate de ce qui pré-
t t 

cède puisque ( a i d & u). est une martingale locale, 
J 0 f. t 

de processus croissant associé ou"2 .<3rxiy^ €(#+) • 

Remarque : 

La condition E [exp a 2 (j au-2
? d u)] est en parti­

culier réalisée si le processus ^a't^u elR+ e s t b o r n ^ ' 

2 applications des théorèmes 1 et 2 

Proposition 2 : ( [i} , théorème 5, p. 32) 

Soit ^at^téfR* processus réel de lfespace -AC^(CR5*) > 

indépendant de (^t^télR* P o u r chaque t. 

Alors Z* , tels que l\ = 

f t X 2 f * 
exp (X I <*u

 d M - I a u2 du) est une martingale. 

Démonstration : 

Soit (nf,5f>Pf) identique à (n,1%P) et 

(fl,^,P) = (fl x 0 1 , 3s«T*1, P ® P ? ) . 

Soit de même 3^ = !Ft q 3^ 

Sur (G,*p,P), on définit les processus : 

6t(ô>) = Bt(o)) où w s (oj^w1) 

5^ ( w) = a^(a)f) 

On a P [ £ S a2 (w) du < «]
 s P f [ | a^2*(o)f)du <•>"]= 1 
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d'où ( ô t ) t ÉlR+e*4»2aR,D 

On a, par conséquent, : 

Ê [expU JqS-u d 6 u - f du)]< 1 

où E désigne lfespérance relative à P 

or : f [expU \ ^ d $ u- f- } q Ï<u2 du)] 

' f ( exp(X J cr (w')dB (o>) - ~ a 2(a>')du)P(d<o))Pf (d<o') 

h o u u 2 J o u 

or a- 2di)')du < » P'.p.s. 
0 ft 

d foù exp a ( a "2(a>')du) < » P'.p.s. 
i 0 u 

ce qui implique : 

» rt 
o 

exp(a a 2Ctof )du)P(da>) < • P'.p.s. 
>ù «j0 u 

et, d'après le théorème 2, : 

f f* x 2 f* 

exp(X a U')d»„M - 4- an2(w»)du)P(da>) = 1 

f (Z*) = 1 

Z* est donc une martingale d'après le lemme 2. 

Proposition 3 : 

Soit ^ t ^ t 4 R + u n m o u v e m e n t brownien normalisé à n 

dimensions. 
• • • • 

Soit ( a * 3 ) 1 ' 3 matrice (n,m) semi définie positive 
t 

at soit X c IRm, avec V i V j P[ f <aj*>2du <•] = 1 

(On désignera la matrice ( a * 3 ) 1 ' 3 par a t 

Soit Z* défini par : 

Z* = exp [ < X , |* a ud B u > - | |*< A, a u a* X > du] 

(z£) t < ^+ est une martingale locale (relativement toi). 

3ours aux 
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Démonstration : 

Le résultat est immédiat, puisque 

< X, a, d B > . r est une martingale locale réelle, 
0 u u t € K et 

de processus croissant associé < X, a,, a*X > du 
JO u u 

(Voir par exemple [2] , th. 3 et th. H - p. 34 et suivantes 

du chapitre 4 ) . 

Enfin, le théorème 2 montre que est une martingale dès 

qu'il existe 6 > 0 tel que : 

E [exp((| + 6) j < X 5 a u a * u X > du)] < « 

III - THEOREME DE GIRSANOV.-

Le théorème suivant est une généralisation d'un théo­

rème donné dans ([l] - th. 3 - p. 1 1 et suivantes). 

Théorème 3.- (Théorème de Girsanov) 

Soit (M. ). ^ -3+ une P-martingale locale réelle, de t r £ (K 

processus croissant associé ^t^tt(R + * définis sur (G,'?,?), 

relativement à la famille croissante de tribus 
T- t 6 R 

Soit (at*t£(R* u n P r o c e s s u s réel défini sur ( G ^ P ) . 

appartenant a (A,ffO, et satisfaisant à : 

( 1 ) : E ( Z t ) 0 £ = £ T 1 avec Z t = exp [ j ^ d M u - ± (V^d A uj 

alors sur l'intervalle [o,T] 

Le processus (X.^ , X. = - a- d Au + M. 

0<t<T t j)0 u t 

est une Qj^t "martingale locale définie sur (n/3^,QT) relativement 

à la famille ^5^.^ «y d e tribus, de processus croissant 
(Vo<t<T a v e c : 

Q,p absolument continu par rapport à P 
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dQ T 

On a : -^p- = Z,p et plus généralement pour tout u < T 

Lemme 3 . -

Soit sur (n,^*?) la mesure Q t de densité Z t, 

alors Q t est une probabilité équivalente à la restreicticn 

de P à 5^ t . 

Démonstration.-

La condition (1) ssure que Q t est une probabilité, 

et mêine puisque est une P-martingale, on a, pour s < t, 

[ » ¿ 1 * . ] 

il reste donc à montrer que P < < Q t 

Pour cela, il suffit de remarquer que P [z^. = 0] = 0 

ce qui est évident puisque Z^ est une exponentielle. 
Démonstration du théorème.-

On considère le processus OÇl).*. ̂ ,D + où X e IR avec 1t *t t felK 2 

a u d Au + X Mt - ~ A t) * f* 1 2 Soit y t = exp ( J^(au+X)dMu - y J (a u+X)
zdAu) 

X 

t é/Rf e s t u n e P " martingale locale, puisque ^û+^uéfR** 2 

et que ( )dMu). A L est une P - martingale locale de 

processus*^* croissant (Jq (<*u + A) d A u)^ ^ 

De plus, on a : Y J = ^ T Z± 

On considère une suite ( $ p̂ p£(N ^ e "t6111?8 dfarrêts fiels que 

B p = inf.Ct | vp * > p, J > p , Z t > p } 

@ p croît vers + • avec p car vp* j ^ ^ * Z t sont finis 

presque sûrement. 
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Soit (6') -, une suite croissante vers + » de temps d'arrêt-*, 
p p é IN 

$elle que tytA0 • ̂  t fc (R+ s o ^ t u n e p ' martingale. 

On considère alors = 0 p A 9'p 

CT_) , A T est une suite croissante vers + 0 9 de temps d'arrêt p p € IN 

et ^ f t A t *tfc(R+ e s t u n e p " martingale. 

Soit F ç 4.A • On obtient : 
p 

P p p -f p 

Pour > T p on a : 

l r Z ^ p ^ ^ / P = | F

Z t , T q < T p

d P 

c a r ( Z t A T

 )p>0 e s t ^ t A T ' martingale. 
P — P 

Soit à partir de maintenant sl<-T, t ^ T 

Comme Z. converge vers Z + dans (L̂  lorsque q + » et que 

"5p. est borné, on a : 

3 L A T 

x f x [ x 
Z„ t . dP = lim <Z._ „ ) f. „ dP = 2. A T dP 

J p t A T p p J F q t A T q t / v r p J F p 

d'où f X f X 
Z_ dP = f . dP 

J F t p ^ F p 

mais 

tz* ̂  dP i S d 9t 

et pour s > t 
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(̂ 1A* ) e s t donc une Qm - martingale relativement a u x 
* t A T p 0<t<T T 

(5 l ~ ) • D'après le lemme U, (dont la démonstration sut*t) 
P 0<t<T 

•yl ) est donc aussi une Q T - martingale relativement 
t A T p 0<t<T 

aux d¥L) • D'après le théorème 1, (X^) est alors u n e 
0<t<T 0<t<T 

Q T - martingale locale, de processus croissant (A.) 
0<tjcT 

Lemme 

Si (M. ) est une martingale relative à J4. A , 
p 0<t<T t A T p 

c'est aussi une martingale relative aux 
0<t<T 

Démonstration.-

Soit F s < t 
s 

Ms*x d P *f > W d P + f W d P 

F P W T p < S p jFA[x p>s]P 

Sur |V < s] K A T = M = M et F / ï [ T < S 1 é <Fe *- p — s A p tp p P~ 

donc • t 
M dP = M . dP 

Enfin, F A [T >S] e 
P S A T P 

d ' ° Ù f M s m d P = f " t /vt d p ••«•«•«»• 
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Corollaire iu théorème 3 : ( immédiat ) 

Soit <«t)telR+e. ^ U ; K > 

Soit (6^) mouvement brownien réel normalisé, 
L 0<t<T 

et supposons que E(Z^)=1 pour tout t ;< T avec : 

f t f* 
e x p [ n

 a u d 0 U " 1 °'ù2 d u l = Z t 

alors le processus ((Ç.) »^*+» QT^ » °^ 

ç = - c d e u + 6. , et où -Tp— = Z-,, est un mouve-
t o 

ment brownien. 

(C'est une application immédiate du théorème précédent puis-

qu'alor»s (£.,.) est une martingale locale de processus 
0' :<T 

croisant égal à t. C'e't donc un mouvement brownien). 

(Voir pr v exemple : ( [2j th. 9 - chap. 1 - p. 56). 

Application : Formule de Cameron-Martin 

Théorème : Soit les équations différentielles : 

(1) : d X t = o(t,Xt) d$ t + b (t,Xt) dt 

(2) : d X t = a(t,Xj d3 t 

avec 

a) a(t,Xt>fcj(^<lR,A) 

b) bCt,X t)C^(R,*) 

c) o (t,Xt) >_ c > 0 P.p.s. 

d) E [exp [j * b(u,X u)o"
1(u,X u)d6 u - | | V(u,X u)o""

2(u,X u)du)]^l 

Si (fl,^.,6t,P,Xt) est solution ,de J (2), alors 

(n, <? t,6 t,Q t,X t) est solution de (1). 
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ft 
dQt r -i 

avec ^ = Z t = exp [ j b(u,X u) 0 (u,Xu)d£u 
rt 

_ 1 b 2(u,X u) a"
2(u,X u)du| 

2 0 
(•'3i»̂ 3)ï' est un mouvement brownien défini sur (ft,3i,Q+)-

Démonstration.-

Posons at<u)) = cr(t,Xt(u»)), ^(w) = b<t,Xt(to)). 

La condition donnée implique (th. 2) que est une 

P - martingale relative aux Les probabilités Q t de den­

sité sont bien définies. On peut appliquer le corollaire 

du théorème de Girsanov. 

soit < B t ) t e B + . e t

s " ( V U 1 d u + 8t 

( $ t ) t è ( R + est un mouvement brownien sur (Q, ̂ F t) t ̂  ̂ + >Q) • 

ft i* X A A -i A f 
(g.) = b a du + 8. ; on peut définir a,, d ,<?. 
t J 0 u u t » * J Q u u 

relativement à (fi,5̂ .,0̂ . On a alors : 

S u d eu = l â u d ftu + b du 
' 0 '0 0 

c'est à dire :. . 
f f 

X = o(u,X u)d8 u + b(u,Xu)du 
^0 '0 

(X t> t est donc bien solution de l'équation (1). 
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