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LE THEOREME DE GIRSANOV

Jeam MEMIN

L'ctjet de cet exposé est de donner quelques résul-
tats de Shyriaev et Liptser contenus dans [1] , et d'en donner
une démonstration aussi simple que possible, utilisant les ou.
tils maintenant standart de l'intégrale stochastique, tels qu'ils
sont exposés dans [3] (Voir aussi [2] ).

2
On considére le processus z} Z: s exp(AM, - %— A)

ol (Mt) + (At)tc,R* sont deux processus réels, A un

A

teR

nombre réel. On donne des conditions pour que 2" soit une mar-

tingale.

D'autre part, on démontre un théoréme de Girsanov et
on en déduit comme application une formule connue de Cameron -

Martin.
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I -~ NOTATIONS - RAPPELS - RESULTATS PRELIMINAIRES -

- (2,%,P) espace probabilisé

ﬁ;t)tem* , famille croissante (compléte pour P) de
sous tribus de F . Les processus intervenant sont (sauf men-
tion) réels, mesurables, adaptés aux Tt, définis sur (a,¥,P)

On désigne par : M & loc fou M, )

l'ensemble des martingales locales réelles

mn loc, 2‘“81’ mloc 'P »m'loc,p

l'ensemble des martingales locales réelles, de carré
intégrable (resp : de puissance piéme intégrable, 3 trajectoires
continues).

Le plus souvent (Mt)tea* désigne une martingale (ou

une martingale locale, (At) + son processus croissant asso.

teR
cié.

Proposition 1.~ ( [2] , prop. §, page 15, chap. )

., [ .
Soit (M,), cRt € m'loc,z de processus croissant

(A em® *
- c
Si E (A) < alors (M), g+e M;
Lemme 1.~
: y c y
Soit (M), g+t€ Wby . et M > 0.
Alors (M) + est une surmartingale.

tteR
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Démonstration :

a)Mtg_O .==§E(Mt)<+n

Soit (Tp)pgw une sui*e de temps d'arré&ts croissants,
tendant vers + « avec p, telle que (Mth) tert soit une
martingale relative aux ‘Ft

D'aprés Fatou, on a

E(M,_. ) =1im E (M___.) > E (M)

t/\ry paes 'tl\Tﬁ - t
puisque Mthtﬁ converge vers Mt presque s{lrement quand p

tend vers + ©,.
b) (Mt)teR+ est une surmartingale

On pose Mlsc(w) = inf (k,Ms(u)) ol keN

M}; converge en croissant vers Mg
. k _ .
Soit MSM:? z inf (k’Msm")
algr's (Mk L) + est une surmartingale relariuemenf
SA‘l"pt selR
aux s
k 1
saps CoOnverge vers M, dans L~ en tant que proces-

P
sus bornés.

Soit t>s et F eﬁ’s
[ MsdP=limIM]s<dP=1im 1imI
F ko k+o pre F

Lemme 2.~

t loc t
S'il existe T > 0 tel que E (Mo) = E (Mt), alors

. c
soit (M), gte M et M_ >0 .

(M )t_<_T est une martingale.

t
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Démonstration :

(Mt)t<T est une surmartingale d'aprés le lemme 1
pour t < T avec E(M)) > E(M.) > E(Mg) et donc
E(Mt) = E(Mo)
Soit Fe¥F et s < t.

I M, dP< I M. dP et I M, 4P

A
Sy
i

(¢ ]
<4

2]
Q.
g+

d'ou

1]
i
~
= 4

ct
~
~

IF Mt dP = [F M, d P (puisque B(Ms)

II - LE FROCESSUS 2z} .-

(S:t)teiR+ est supposée continue 3 droite, M et A
désignent deux processus réels, continus, adaptés aux (3i)t‘ nt

A étant croissant et nul en 0.
Pour tout A 1réel, on considére Zx défini par
2
Ao A
Zt = exp (AM, -5 At)
On a le théoréme 1 suivant démontré dans

([3], voir aussi [2] - prop. 10 - p. 54).

Théoréme 1 :

1) Il y a équivalence entre a) et b)
a 11C -
a) (M), gte€ Yﬂloc’? et < M,M > = A,
b) pour tout A € R ZA est une martingale locale,
relativement aux tribus Sﬁf

2) Si rde1ﬂ§oc o et < MM> = A et si pour tout t
2
t
E [OJO exp.(2AM_) d A_] < o

alors ZAe Vng
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Remarques : Soit M, =0

1) si la condition a) du théoréme 1 est remplie, alors
(lemme 1) 2* est une surmartingale et E(Zt) <1 (ce qui
démontre le théoréme 1 de [1] )

2) s'il mxiste T > 0O tel que E(Z;) =1, alors
(Z.t)t<T est une mariingale (lemme 2)

;) si z'e Tn’ioc,z poug?ut'§ € J-a,+a[ , a > 0 et si
E(Ay) < = alors, d'aprés la proposition 1, et d'aprés le a)

C
M) ¢ g*€ 17?,2

Théoréme 2 : [ [1] , théoréme 2, page 3 ]

Soit (Mt)teIR+ s (At)te(R+ satisfaisant 3 la condi-
tion a) du théoréme 1, avec Mo =0
S'il existe a tel que pour tout t E [exp azAt] <
a) 2}  est une martingale pour tout A tel que
A2 < 2 a2
b) ZA est une martingale de carré intégrable pour

2
tout X tel que 12 < —a
3 + 22

Démonstration du a)

D'aprés le théoréme 1, z*  est une martingale locale.
On considére alors une suite croissante de temps d'arréts T

A .
) + soit une mar-

avec T 7'+ » avec n , tels que (Zt/\rn t &R

tingale relative aux 3;t‘

n va montrer que la condition E [:exp(a2 At)]'< w

»
assure que sup E [ (ZiM )_+e] <o pour un e > 0 et
n n
pour 12 < 2 a?, Cela nous domnera 1'équiintégrabilité de
A . s e A s s
(ZtAtn)nelN et donc la martingalité de Z" en utilisant le

lemme 2.
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A M4e ) _ (1l+e; (2
E [ (Z, . ) ‘]- E [exp(l+e) XM 5 S V. ]
n n n

. 2 2
p(l+e; _ b (1+¢) 2
E [ (exp ( 5 ) MtATn 7 2 Rtktn )
xp (o (p(L+e)2-(14e))A )]
X exp 7 P € € tArn
2 2,2
i _ D (%+e)" 1/p
< (E [exp(p(l+e)n Mene : At"‘n)])
2
- A 1/
(E [exp(z (1+e)(p(l+e)-1)q Atmn)]) 4
en utilisant 1'inégalité de Holder, avec % + % = 1.
A, ' est croissante en n et de plus
tATn
2 2 .2

_ _p (1+e)” ) 1/p _
(E [exp (p(l+e) A My 5 A_t'\.r ]) =

n n

A
n

Comme nous powrrons choisir p , e, indépendamment

de T,» On peut supposer que les temps d'arréts T, sont tels

que
p(l+e)r, _
E (2L, ) =1
n
On déduit alors de ce qui préceéde que
Efad ] <@ | AL (1re) (p(1re)-13q A
& nt ] = exp (5 e) (p(l+e q A

n
Examinons le temme de droite et montrons que l'on peut

trouver e >0, p, q tels que :
2

3 (L+e) (p(1+e)-1)q. <a?
Az 2
5-<a implique qu'il existe 6§ > 0 tel que

2 2
2 = & A
a - 7= = é 5 .

b

La condition requise devient alows
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(1+e) (p(l+e)-1)q < 1 + &

2
d'od € g+ 1+ (%+eée4g <8

. On obtient 1'inégalité voulue dés que

q
2 +
Posons q = —

N (O

8
e (1l+e) < 3+85) 57 (2+5)2

c.q.f.d.

Démonstration du b)

On reprend la méme démonstration en recherchant un
intervalle pour A tel que :

‘ A 2 2
(1) szp E { (ZLaza? ] < E (exp a® A))

{ette inégglité nous assurera (Zi)2 intégrable (puisque
A )2
tAaT, ‘nem

A 2
vers (Zt) ).

(Z est une sous martingale convergeant presque strement

Dans le cours de la démonstration du a), nous avons

vu que la condition (1) est impliquée par (1')

2
%—(1+e)(p(l+e)-l) qQ < a2  avec ici e = 1
2

En posant &, =k et p= —4 _ | on obtient

A2 q - 1
q2+(l-k)q+k_<_0
On montre que l'on peut prendre q = 1 + V2 ce qui

implique k > 2 + 2V2 .

Remarque :

La condition E [exp(a2At)] < implique que
M, . est une martingale de carré intégrable (prop. 1)
corollaire

Soit (“t)tetR+ un processus réel,télément de 1l'espacc
vectoriel AL2(R,2) (c'est & dire tel que l a 2" ds soit
fini P p.s., et @, - ﬁ'; mesurable), (Bt)teR+ mouvement

brownien réel.
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A t A2 I t -
(Zt)tezﬁ.‘. = (exp [Ai a,d B8 u- > ! a,2 du-])tEIR+ est

une surmartingale d'espérance inférieure ou égale 3 1.

t
Si E (exp { a2~(“£ “dz- dw]) < = alors 2} est
une martingale d'espérance égale 3 1, pour A tel que 2% < 2 a?
Ce résultat est conséquence immédiate de ce qui pré-

t
céde puisque (I a,rd B u est une martingale locale,
0

+
teR

de processus croissant associé ¢ o ay? -drud opt).

Remarque :
t
La condition E [gxp a? (IO czu‘Z'3 d u)] est en parti-

culier réalisée si le processus “\:)u emt o5t borné.

2 applications des théorémes 1 et 2

Proposition 2 : ( [1] , théoréme 5, p. 32)

Soit (°t)terR+ processus réel de 1l'espace M»z R,2)

indépendant de (Bt)telR* pour chaque t.

Alors ZA » tels que Zt =

2 t
exp () £ t a, 4 Bu-~- %— L @a,2 du) est une martingale.

Démonstration :

Soit (a',¥,P') identique 3 (8,F,P) et
2,%P) = (a x o', PaoF', Pe P").
Soit de méme Srt =?t @3:1':

Sur (2,F,P), on définit les processus

Bo(w) = B(w) O T = (u,u')

Et(ﬁ) at(m')

—

t t
ona P [ L ;dQ (%) du < =] = P'[ L aﬁ?‘(w')du < w| =
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d'od (&, tem*"-"”’ (R,2)

On a, par conséquent,

_ t. _ ,2 (t
E [exp(a Ioa-ﬁ d B, - 7 Iomuz daw]< 1

-

ol E désigne 1'espérance relative 3 P
2
A

- t_ -
or : E [exp(ljowud B, 5 ‘fo a2 du))

t: ot
= I ,(I exp (A I a'u(m')dﬂu(u) -3 Ig‘u%w')du)P(dm))P'(dm')
Q ’a 0
t
or J o Aw')du < = P'.p.s.
o U
{t
d'ol exp a2 ( a Aw')du) < = P'.p.s.
g 4
ce qui implique :
t
I exp(a2 I o Aw')du)P(dw) < = P'.p.s.
Q Jo ¥

et, d'aprés le théoréme 2,

t t
2
JgexP(l :IO a‘fw')dBu(m) - %— IO a,2(0')du)P(dw) = 1

- Ay
E(2)) =1

2 est donc une martingale d'aprés le lemme 2.

Proposition 3

Soit (Bt)t «g* un mouvement brownien normalisé 3 n
dimensions.

Soit (aij)i’j matrice (n,m% semi définie positive
at soit A € R™, avec V i V j P[ IO (aﬁj)zdu < a] z 1
(On désignera la matrice (aij)i’j par a,

Soit 2) défini par :

A t
Zt =exp [ <2, L a,d 8, > -

-

t
I < A, a, az A > duw
0

A
Zrem?
jours aux ﬁ:t)‘

est une martingale locale (relativement tov.
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Démonstration

. Le résultat est immédiat, puisque
< A, £ a, 4 8> rert est une m:rtingale locale réelle,
de processus croissant associé J <1, a, a:A > du
(Voir par exemple [2] , th. 3 et th. 4 - p. 34 et suivantes
du chapitre 4).
Enfin, le théoréme 2 montre que ZA est une martingale dés
qu'il existe 6 > O til que :

E [exp((% + 6) I <X, au a,ill > du)] < =
Y0

ITII - THEOREME DE GIRSANOV.-

Le théoréme suivant est une généralisation d'un théc-

réme donné dans ([1] - th. 3 = p. 11 et suivantes).

Théoréme 3.- (Théoréme de Girsanov)

Soit (Mt)t ¢ [R+

processus croissant associé (A

une P-martingale locale réelle, de

) , définis sur (2,F,P),

t'terT

relativement 3 la famille croissante de tribus (32)t eR+.

Soit (at)t:eﬂf un processus réel défini sur (8,F,P).
appartenant a )LZ(A,R), ct satisfaisant 3

t
[&'szuj
‘0 U

(1) : E(Z

N}

t
I vy 1 avec Z, = exp [Ioah a M, -

alors sur 1l'intervalle [0,T]

t-
Le processus (X} , X, = - a4 Au + M

est une QTxtfmgntingale locale définie sur (n,ﬁ%,QT) relativement

d la famille (Si)t<T de tribus, de processus croissant

(At)O:t:T avec

QT absolument continu par rapport & P
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dQ
On a E?z = ZT et plus généralement pour tout u < T
dQ
T -
E [dP # |§iﬂ - %1
Lemme 3.-

Soit sur (Q,%, ,P) 1la mesure Q. de densité 2,
alors Q. est une probabilité équivalente & la restreicticn

-
de P 3 'ﬁt'

Démonstration.-

La condition (1) ssure que Qt est une probabilité,

et méme puisque Zt est une P-martingale, on a, pour s < t,

[ E1F,. ] -

il reste donc & montrer que P < < Q,
Pour cela, il suffit de remarquer que P [Zt = 0] =0

ce qui est évident puisque Z, est une exponentielle.

Démonstraticn du théoréme.-

< 2 A ~
On considére le processus (gt)t crt o0 2 € R avec

A t X
qt = eXp (- A L Clu d Au + A Mt - T A't)
. A t 1 (F 2
Soit Pt T exp ( Lo(au+x)dMu -3 IO (a,+1) "dAu)
A A
(xft)t eIRf test une P - martingale locale, puisque (“it”‘)uerR“" 5

et que ( (uuu)dMu)ttm @st une P - martingale locale de

processus”0 croissant (b (e( + A) d A U)t ]
De plus, on a \ft -‘gt +

On considére une suite (eapgpéw de temps d'arréts fels que
. A A
@, inflt |y i2p 2P 220}
@p croit vers + « avec p car \pt ,‘g:‘:, Zt sont finis
presque sirement.



- 184 -

Soit (91'))136'N une suite (roissante vers + » de temps d'arréts,
A . .
telle que (\'Ftne')te ]t soit une P - martingale.

On considére alors T = 6_A 0"

P p P
(Tp)pew est une suite croissante vers + = de temps d'arrét
A .
et (\Pt/\rp)t ¢®* €5t une p - martingale.
Soit F¢ ‘}TtM . On obtient
P
A - A
I Zt/\'t g‘t/\‘l’ dP-I;\FtAt dP
F p P P p
>
Pour "q Tp on a
] Z € aP = I z < » avp
F tAT tA’i‘p F ‘tn‘l’q ‘tl\‘l‘p
car (zt’\Tp)pf_O est q_t;\tp - martingale.

Soit @ partir de maintenant s< T, t < T

Comme ZtAt converge vers Zt dans Ll lorsque q + = et que
A P

ftm est borné, on a :

A A A
Zt/\'r Ng'c;\'t dp =I lim (Ztnr ) ftmde =IF zt gt/\rp dp

F P p F q q
d'ol ( ‘31 ( A
L2 ap =| ap
mais \ T
- Z'% g{l\‘tw dp = gtm d QT
F 2 £
et pour s > t
A s A A A
L 4 2 - -
I >sar, 9 * I Penr, 9 ° [\th\t dp -I€ tar, 90
F P F P r P F P
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(fiAT ) est donc une Qp - martingale relativement aux
p 0<t<T
(ﬂftM ) . D'aprés le lemme 4, (dont la démonstration suit)
p O0<t<T
:ji T ) est donc aussi une Qp - martingale relativement
"p 0<t<T
aux (T;) . D'aprés le théoréme 1, (Xt) est alors une
0<t<T 0<t<T
Qr - martingale locale, de processus croissant (At)
0<t<T
Lemme M4.-
Si (MtMp)0<t<T est une martingale relative 3 :PtATp,
c'est aussi une martingale relative aux CF%) .
0<t<T
Démonstration.-

Soit Pe‘Fs § < t

M_,, dP :I M_,, dP + I M, dP
p FA [rp:s] P F'n['tp>s] p

Sur [rp < s] Mo nTp = Mtp z Mtnrp et Ft\[rpisle ﬁTS

donc

M dP = J M ap
AT tAT
JFn[fp:S P F [kpséi P

Enfin, Fn [1p>s] € q;s'“'p

SNt tAT

d'ol { M dp = M dp c.q.f.d.
p
Fn ['rp>sfJ Fa[x >s]
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Corollaire 2u théoreéme 3 : (immédiat)

Soit (a,). . _+€ vﬂ;z(z;m

t"teR
Soit (8.) mouvement brownien réel normalisé,
" 0<t<T
et supposons que E(Zt)=l pour tout t < T avec
t 1 t
exp [ o @y d Bu - 7 au2 du] = Zt
0
alors le processus ((E.) ,ﬁ: s Qqn) , oOu
t t* T
O<t<T
t =tz dQq
Et = - . «,d 8 u+ By » et ou 95 ZT’ est un mouve-

ment brownien.
(C'est une application immédiate du théoréme précédent puis-

qu'alors (Et) est une martingale locale de processus
0~ :<T

¢roiscant égal & +t. C'e~t donc un mouvement brownien).

(Voir pcv exemple : ([?] th. 9 - chap. 4 - p. 56).

Application : Formule de Cameron-Martin

Théoreme : Soit les équations différentielles

(1) :d Xt = o(t,Xt) dBt + b (t,Xt) dt
(2) :4d Xt = a(t,Yt) dBt
avec

a) o(t,XtTeJ“7GR,£)

b) b(t,X, )¢ (R,

c) g(t,X) >2c >0 P.p.s.

d) E [exp LL § b(u,Xu)a°l(u,Xu)d8u - % L tb2(u,Xu)o_2(u,xu)du):,:.i

Si (n,ﬁi,st,P,Xt) est solution de. (2), alors

(ﬂ,?;,gt,Qt,Xt) est solution de (1).
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t
dQ, -1
avec Fp— = Zt = exp [ o b(u,xu)o (u,Xu)dﬁu

t
_ 1 [ b2(u,Xu)g-2(u,Xu)du|
2
0
e . Los s e
(BT;yn)w est un mouvement brownien défini sur (9,3.,0,.).
u t27t
O<uct
Démonstration.-

Posons  a.(w) = olt,X.(w)), B.(w) = b(t,X (w)).

La condition donnée implique (th. 2) que Z, est une
P - martingale relative aux 3:t‘ Les probabilités Q de den-
sité 2, sont bien définies. On peut appliquer le corollaire
du théoréme de Girsanov.

t
. A A A A=

(8.)

t est un mouvement brownien sur (Q’éF;)tewR+’Q)'

teR'
t
t/‘ oA =1 ~ I‘

= - + P I3 . .

(Bt) Jo b, o, du+ g, ; on peut définir o o, 4 &,

relativement 3 (Q,Si,qg. On a alors

t t T
o d - ( & ab + b d
Y By © u 9Py o u u

0 /0 '

1 > 3 .
c'est 3 dire t ¢ t
A

Xe = Lo o(u,Xu)dBu + jo b(u,Xu)du

(thteﬁc' est donc bien solution de l'équation (1).
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